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内 容 简介 


本 书 是 作者 根据 多 年 在 北京 大 学 物理 系 教学 与 科研 工作 的 经 验 而 写 
成 ，20 世纪 80 年 代 初出 版 以 来 ， 深 受 读者 欢迎 ， 多 次 再 版 重印 .本 书 第 
二 版 〈1990) 做 了 大 幅度 修订 与 增补 ， 分 两 卷 出 版 ， 卷 工 可 作为 本 科 生 教 
” 材 或 主要 参考 书 ， 卷 三 则 作为 研究 生 的 教学 参考 书 ， 第 三 版 (特别 是 卷 
了 〉 的 内 容 ， 做 了 很 大 的 修订 ， 把 近 20 年 来 量子 力学 〈 实 验 与 理论 ) 的 
主要 的 新 进展 系统 介绍 给 读者 ， 第 四 版 内 容 又 做 了 修订 . 

卷 卫 主要 包括 ， 量子 态 的 描述 、 量 子 力学 与 经 典 力学 的 关系 、 二 次 量 
子 化 、 路 径 积 分 、 量 子 力学 中 的 相位 、 角 动量 理论 、 量 子 体系 的 对 称 性 、 
氢 原 子 与 谐振 子 的 动力 学 对 称 性 、 时 间 反 演 、 相 对 论 量子 力学 、 辐 射 场 的 
量子 化 及 其 与 物质 的 相互 作用 ， 为 便于 读者 学 习 本 书 ， 书 后 附 有 分 析 力学 
简要 回顾 以 及 群 与 群 表示 理论 简介 . 

本 书卷 了 适合 作为 理科 物理 类 专业 研究 生 的 主要 参考 书 ， 也 是 物理 学 
工作 者 一 本 有 用 的 参考 书 . 
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第 四 版 序言 


根据 近 几 年 使 用 本 书 的 读者 反映 的 信息 ， 对 本 书 第 三 版 的 安排 和 内 容 做 了 部 
分 修改 ， 一 些 读者 和 教师 建议 单列 一 章 讲 述 表象 理论 ， 这 是 一 个 很 好 的 建议 ， 所 
以 把 第 三 版 卷 工 第 4 章 分 为 两 章 ， 力 学 量 用 算 符 表 达 的 内 容 保 留 在 第 4 章 ， 而 把 
表象 理论 放 在 第 6 章 (中 心力 场 ) 和 第 7 章 〈 电 磁场 中 粒子 的 运动 ) 之 后 ， 这 有 
助 于 读者 掌握 较 抽象 的 表象 理论 ， 原 来 卷 世 中 的 Coulomb 散射 问题 ， 并 入 卷 I 
第 13 章 ， 这 便于 和 散射 的 Born 近似 方法 和 分 波 法 进行 比较 . 

在 讲述 内 容 方面 ， 一 方面 删 去 了 确 属 不 是 量子 力学 很 基本 的 部 分 内 容 . 这 些 
内 容 更 适合 放 在 专门 的 课程 中 去 讲述 ， 另 一 方面 ， 增 加 了 少量 确 属 量子 力学 基本 
问题 〈 包 括 基本 理论 和 有 关 的 重要 实验 结果 ) 的 近期 重要 进展 的 简介 . 例如 ， 大 
分 子 Ceo 的 双 缝 干涉 实验 ， 重 力 场 中 中 子 能 量 量子 化 的 实验 证 据 ， 介 观 和 宏观 尺 
度 的 Schr6dinger 猫 态 的 制备 ，N ( 宇 3) 量子 比特 的 Greenberger-Horne- 
Zeilinger (GHZ) 纠缠 态 及 相关 的 实验 ， 量 子 远程 传 态 实验 等 ， 此 外 ， 对 于 部 分 
问题 的 讲述 做 了 改进 ， 使 初学 者 更 容易 确切 了 解 和 掌握 有 关内 容 ， 对 于 多 年 以 来 
对 本 书 提出 过 许多 宝贵 建议 的 广大 读者 和 教师 ， 在 此 表示 诚挚 的 谢意 ， 并 希望 继 
续 听 到 他 们 宝贵 的 意见 ， 使 本 书 不 断 改 进 . 

量子 论 的 提出 ， 已 经 历 一 百 多 年 ， 量子 力学 的 建立 已 有 80 年 的 历史 ， 简 单 
介绍 一 下 国际 学 术 刊 物 的 一 些 文献 对 量子 力学 的 评价 及 有 关 实 验 结果 ， 对 读者 是 
有 神 益 的 . 

在 纪念 量子 论 诞生 100 周年 之 际 ，D，Kleppner & R，Jackiw 写 道 0， 

“Quantum theory is the most precisely tested and most successful theory in 

the history of science. ” 
尽管 量子 力学 已 经 取得 如 此 重大 的 成 功 ， 由 于 量子 力学 的 基本 概念 和 原理 〈 波 
动 -粒子 二 象 性 与 波 函 数 的 统计 诠释 ， 量 子 态 玛 加 原理 和 测量 问题 ， 不 确定 度 关 
系 等 ) 与 人 们 日 常生 活 经 验 严重 抵触 ， 人 们 接受 起 来 有 很 大 难度 ， 正 如 N，Bohr 
所 说 : 

“Anyone who is not shocked by quantum theory has not understood it. ” 


对 待 量子 力学 基本 概念 和 原理 的 诠释 ， 一 直 存 在 持续 的 争论 ， 而 大 多 数 争论 集中 


© D. Kleppner and R. Jackiw, Science, 289 (2000) ，893， 


在 著名 的 EPR (Einstein-Podolsky-Rosen) 伴 雇 CO 和 Schr6dinger 猫 态 伴 廖 @ 两 个 
问题 @. 
对 于 EPR 伴 雇 的 争论 ，M. A. Rowe 等 (2001)@ 做 了 如 下 表述 : 
“Local realism is the idea that objects have definite properties whether 
or not they are measured，and that measurements of these properties are 
not affected by events taking place sufficiently far away. Einstein， 
Podolsky and Rosen used those reasonable assumptions to conclude that 
quantum mechanics is incomplete. ” 
很 长 一 段 时 间 ， 争 论 一 直 停 留 为 纯 理 论 性 或 思辩 性 的 ， 但 @ 
“Starting in 1965，Bell and others constructed mathematical inequalities 
whereby experiments tests could distinguish between quantum mecha- 
nics and local realistic theories. Many experiments have since been done 
that are consistent with quantum mechanics and inconsistent with local 
realism. ” 
Bell 等 的 不 等 式 8@ 所 揭示 的 定 域 实在 论 与 量子 力学 的 矛盾 是 统计 性 的 .Bell 不 
等 式 是 对 2 量子 比特 的 自 旋 纠缠 态 ( 自 旋 单 态 ) 的 分 析 得 出 的 . Greenberger， 
Horne & Zeilinger 对 Bell 的 工作 做 了 推广 2， 他 们 分 析 了 N ( 宇 3 量子 比特 的 
纠缠 态 〈GHZ 态 ) ， 发 现 量子 力学 对 某 些 可 观测 量 的 确切 预期 结果 与 定 域 实 在 论 
矛盾 2@， 后 来 的 实验 观测 结果 与 量子 力学 预期 完全 一 致 ， 而 与 定 域 实在 论 尖 锐 
矛盾 8，A. Zeilinger 在 纪念 量子 论 诞生 100 周年 的 文章 @ 中 写 道 
“All modern experiments confirm the quantum predictions with unpre- 
cedented precision. Evidence overwhelmingly suggests that a local rea- 


listic explanation of nature is not possible. ” 


Schr6dinger 猫 态 伴 雇 一文 2 提出 了 一 个 疑问 ， 即 “量子 力学 对 宏观 志 界 是 
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否 适 用 ?” 这 也 涉及 量子 力学 和 经 典 力学 的 关系 [注意 ， 不 可 把 “经 典 ” (classi- 
cal) 与 “宏观 ” (macroscopic) 等 同 起 来 ]， 近 年 来 ， 在 特定 的 实验 条 件 下 ， 已 
相继 制备 出 介 观 尺度 和 宏观 尺度 的 Schr6dinger“ 猫 态 ”P8.，H. D. Zeh 和 W. 
H，Zurek9@@ 提出 用 退 相干 《decoherence) 观点 来 描述 微观 世界 到 宏观 世界 的 
过 渡 . 他 们 认为 8 : 

“States of quantum systems evolve according to the deterministic, linear 


Schr6dinger equation 
.,d 
丢 训 | yg =H|Yy) 


That is, just as in classical mechanics, given the initial state of the sys- 
tem and its Hamiltonian H, one can compute the state at am arbitrary 
time. This deterministic evolution of | y)has been verified in carefully 
controlled experiments. ” 
同时 他 们 又 指出 ， 由 于 实在 的 宏观 物体 不 可 避免 与 周围 环境 相互 作用 ， 从 而 导致 
相干 性 迅即 消失 .在 一 般 情况 下 ， 不 可 能 观测 到 宏观 量子 释 加 态 . 对 此 ，Myatt 
等 写 道 @: 
“The theory of mechanics applies to closed system. In such ideal situa- 
tions, a single atom can, for example，exist simultaneously in a super- 
position of two different spatial locations. In contrast, real systems al- 
ways interact with their environment, with the consequence that macro- 
scopic quantum superpositions (as illustrated by the Schrodinger’s cat’ 
thought-experiment) are not observed.” 
对 于 量子 力学 基本 概念 的 持续 多 年 的 争论 ，R. Blatt (2000) 评论 道 D， 
“The apparently strange predictions of quantum theory have led to the 
notion of “paradox ”，wWhich arises only when quantum systems are 


viewed with a classical eye.?” 


CTesche 写 道 @， 
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“The paradoxes of the past are about to the technology of the future. ?” 
人 们 看 到 ， 伴 随 这 个 长 期 的 争论 ， 一 些 新 兴 的 学 科 领 域 ， 例 如 量子 信息 论 〈 量 子 
计算 ， 量 子 远程 传 态 ， 量 子 搜索 ， 量 子 博弈 等 )， 量 子 态 工程 等 ， 正 方兴未艾 . 
当然 ， 尽 管 量子 力学 已 在 如 此 广泛 和 众多 领域 取得 极为 辉煌 的 成 功 ，19 世 
纪 末 物理 学 家 的 历史 经 验 值得 注意 ， 量 子 力学 是 经 过 大 量 实验 工作 验证 了 的 一 门 
科学 ， 它 的 正确 性 在 人 们 实践 所 及 领域 内 毋庸 质疑 .但 量子 力学 并 非 绝 对 真理 . 
量子 力学 并 没有 ， 也 不 可 能 关闭 人 们 进一步 认识 自然 界 的 道路 ， 人 们 应 记 住 
Feynman 的 如 下 告诫 ， 
“We should always keep in mind the possibility that quantum mechanics 
may fail，since it has certain difficulties with philosophical prejudices 
that we have about measurement and observation. ” 
此 外 ， 量 子 力 学 与 广义 相对 论 的 了 矛盾， 还 未 解决 0， 关于 量子 力学 的 争论 ， 或 许 
是 一 个 更 深层 次 的 有 待 探索 的 问题 的 一 部 分 2， 正 如 中 国 古代 伟大 诗人 届 原 的 
《 离 驭 》 中 所 说 ， 
“路 漫漫 其 修 远 今 ， 吾 将 上 下 而 求索 .” 
在 进一步 探索 中 ， 人 们 对 于 自然 界 中 物质 存在 的 形式 和 运动 规律 的 认识 ， 或 许 还 
有 更 根本 性 的 变革 . 


作者 于 北京 大 学 物理 学 院 
2007 年 1 月 
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第 三 版 (2000 年 ) 序言 


今年 ， 我 们 迎 来 了 量子 论 诞 生 一 百 周 年 ， 量子 力学 的 建立 ， 也 已 历 七 十 余 
载 . 量子 力学 与 相对 论 的 提出 ， 是 20 世纪 物理 学 两 个 划时代 的 成 就 .可 以 毫 不 
夸张 地 说 ， 没 有 量子 力学 与 相对 论 的 建立 ， 就 没有 人 类 的 现代 物质 文明 . 

“原子 水 平 上 的 物质 结构 及 其 属性 ”这 个 古老 而 基本 的 课题 ， 只 有 在 量子 力 
学 理论 基础 上 才 原 则 上 得 以 解决 ， 可 以 说 没有 哪 一 门 现代 物理 学 的 分 支 及 相关 的 
边缘 学 科 能 离开 量子 力学 这 个 基础 例如， 固态 物理 学 、 原 子 与 分 子 结构 和 激光 
物理 、 原 子 核 结构 与 核能 利用 〈 核 电 技 术 和 原子 弹 )、 粒子 物理 学 、 量子 化 学 和 
量子 生物 学 、 材 料 科 学 、 表 面 物理 、 低 温 物理 、 介 观 物 理 、 天 体 物 理 、 量 子 信息 
科学 等 ， 实 在 难以 胜 数 . 

然而 在 量子 力学 建立 的 早期 年 代 ， 很 少 人 意识 到 这 个 基本 理论 的 广阔 应 用 前 
景 . 当时 ， 很 少 人 能 认识 到 ， 有 朝 一 日 量子 力学 会 提供 发 展 原子 弹 和 核电 技术 所 
必需 的 理论 基础 . 同样 ， 也 很 少 人 想到 基于 量子 力学 而 发 展 起 来 的 固态 物理 学 ， 
不 仅 基本 搞 清 了 “为 什么 有 绝缘 体 、 导 体 、 半 导体 之 分 ?”“ 在 什么 情况 下 会 出 现 
超 导 现 象 ?” “为 什么 有 顺 磁体 、 反 磁体 和 铁 磁体 之 分 ?” 等 最 基本 的 问题 ， 还 引 
发 了 通讯 技术 和 计算 机 技术 的 重大 变革 ， 而 这 些 进展 对 现代 物质 文明 有 决定 性 的 
影响 . 

但 事情 到 此 并 没有 完结 .尽管 量子 力学 基本 理论 体系 已 在 20 世纪 20 年 代 建 
立 起 来 ， 尽 管 正统 的 量子 力学 理论 在 说 明 各 种 实验 现象 和 在 极 广泛 领域 中 的 应 用 
已 取得 令 人 惊叹 的 成 就 ， 但 围绕 量子 力学 基本 概念 和 原理 的 理解 及 物理 图 像 ， 一 
直 存 在 激烈 的 争论 。 我 们 兴奋 地 注意 到 ， 近 年 来 量子 力学 在 实验 和 理论 方面 已 取 
得 令 人 瞩目 的 新 进展 ， 在 国际 上 一 些 权 威 性 学 术 刊 物 (如 Nature，Science， 
Phys. Rev. Lett， 等) 上 不 断 出 现 一 系列 报道 .一 方面 ， 关 于 量子 力学 基本 概 
念 和 原理 的 争论 ， 已 从 思辩 性 讨论 转向 实证 性 研究 [包括 EPR 伴 雇 ，Bell 不 等 
式 ， 量 子 力学 中 的 非 定 域 性 的 实验 检验 ，Schr6dinger 猫 态 在 介 观 尺度 上 的 实现 ， 
纠缠 态 概念 与 路 径 判 断 〈which-way) 实验 ， 作 为 描述 系 综 的 波 函 数 的 实验 测 
量 ， 等 ]， 这 些 成 果 有 助 于 人 们 重新 理解 量子 力学 的 基本 概念 和 原理 ， 以 及 量子 
力学 和 经 典 力学 的 关系 . 另 一 方面 ， 一 系列 新 的 宏观 量子 效应 不 断 被 发 现 ， 例 
如 ， 继 激光 、 超 导 和 超 流 现象 、Josephson 效应 等 之 后 ， 近 年 来 发 现 的 量子 Hall 
效应 ， 高 温 超 导 现象 ，Bose-Einstein 凝聚 等 ， 相关 的 应 用 技术 也 正在 迅速 开展 . 
估计 在 21 世纪 初 ， 量 子 力学 的 实用 性 会 更 加 明显 ， 一 批 新 的 交叉 学 科 将 应 运 而 
生 ， 例 如 ， 量 子 态 工 程 ， 量 子 信 息 科 学 等 . 


所 有 这 些 新 的 进展 给 人 们 两 个 印象 : 一 是 量子 力学 基本 概念 和 原理 的 深刻 内 
涵 及 其 广阔 的 应 用 前 景 ， 还 远 未 被 人 们 发 掘 出 来 ， 在 我 们 面前 还 有 一 个 很 大 的 必 
然 王国 .量子 力学 的 进一步 发 展 ， 也 许 会 对 21 世纪 人 类 的 物质 文明 有 更 深远 的 
影响 ， 另 一 方面 ， 人 们 看 到 ， 量 子 力学 理论 所 给 出 的 预言 ， 已 被 无 数 实验 证 明 是 
正确 的 ， 当 然 ， 人 们 对 量子 力学 基本 概念 和 原理 的 理解 还 会 不 断 深化 ， 但 可 以 相 
信 ， 至 少 在 人 们 现今 对 物质 存在 形式 的 概念 下 ， 量 子 力学 的 理论 体系 无 疑 是 正确 
的 . 

为 适应 量子 力学 近年 来 的 这 些 新 进展 ， 本 书 第 三 版 〈 特 别 是 卷 贡 ) 做 了 较 大 
幅度 的 修改 . 卷 工 适合 于 作为 本 科 生 学 习 量子 力学 的 进一步 深入 的 参考 书 ， 卷 I 
则 可 作为 研究 生 高 等 量子 力学 课 的 主要 参考 书 ， 青 年 物理 学 工作 者 在 学 完 本 书 
后 ， 可 以 比较 顺利 地 进入 与 量子 力学 有 关 的 各 前 沿 领域 的 研究 工作 . 

本 书 是 根据 作者 在 北京 大 学 从 事 量 子 力学 教学 和 研究 40 年 经 验 写成 的 ， 作 
为 一 个 教师 ， 我 愿 对 同行 教师 和 同学 们 讲 讲 自 己 的 对 教学 的 一 些 看 法 . 

教师 的 职责 是 从 事 教 学 ， 教 师 教 学 生 ， 教 什么 ?如 何 教 ? 学 生 要 学 ， 学 什 - 
么 ? 如 何 更 有 效 地 学 ? 我 认为 一 个 好 的 高 校 教师 ， 不 应 只 满足 于 传授 知识 ， 而 应 
着 重 培养 学 生 如 何 思考 问题 、 提 出 问题 和 解决 问题 . 

这 里 涉及 到 科学 上 的 继承 和 创新 的 关系 .中 国有 句 古 话 :“ 继 往 开 来 ”说 得 
极 好 ， 很 符合 辩证 法 .我 的 理解 ，“ 继 往 ” 只 是 一 种 手段 ， 而 目的 只 能 是 “ 开 
来 "诚然 ,为 了 有 效 地 进行 探索 性 工作 ， 必 须 扎 扎实 实 继承 前 人 留 下 的 有 用 的 
知识 遗产 ， 但 如 就 此 止步 ， 科 学 和 人 类 的 进步 自 何 而 来 ? 有 了 这 点 认识 ,我 们 的 
教学 思想 境界 就 会 高 得 多 ， 就 别有一番 天 地 ， 就 把 一 个 人 的 认识 活动 汇 进 不 断 发 
展 的 人 类 认识 活动 的 长 河中 去 了 . 

基于 这 点 认识 ， 教 师 就 会 自觉 地 去 贯彻 启发 式 的 教学 方式 ， 学 生 学 一 门 课 ， 
学 的 是 前 人 从 实践 中 总 结 出 来 的 间接 知识 ， 一 个 好 的 教师 ， 应 当 引导 学 生 设 身 处 
地 去 思考 ， 是 否 自己 也 能 根据 一 定 的 实验 现象 ， 通 过 分 析 和 推理 去 得 出 前 人 已 认 
识 到 的 规律 ? 自然 科学 中 任何 一 个 新 的 概念 和 原理 ， 总 是 在 旧 概 念 和 原理 与 新 的 
实验 现象 的 矛盾 中 诞生 的 . 讲课 虽 不 必要 完全 按照 历史 的 发 展 线索 讲 ， 但 有 必要 
充分 展开 这 种 矛盾 ， 让 学 生 自 己 去 思考 ， 自 己 去 设想 一 个 解决 矛盾 的 方案 ， 在 此 
过 程 中 ， 即 使 错 了 ， 也 不 要 紧 ， 学 生 可 以 由 此 得 到 极为 宝贵 的 独立 工作 能 力 的 锯 
炼 . 如 果 设 想 出 来 的 方案 与 历史 上 解决 此 矛盾 的 途径 不 一 样 ， 那 就 更 好 ， 科 学 史 
上 殊途同归 的 事例 是 屡见不鲜 的 ， 对 这 样 的 学 生 ， 就 应 格外 鼓励 ， 他 们 比 能 够 原 
封 不 动 重 述 书本 的 学 生 要 强 百 倍 . 

学 生 有 了 这 点 认识 ， 就 不 会 在 书本 和 现 有 理论 面前 顶礼 膜拜 〈“ 尽 信 书 不 如 
无 书 ””， 而 是 把 它们 看 成 在 发 展 中 的 东西 ， 一 切 理论 都 必须 放 在 实践 的 审判 台 前 
来 辨 明 其 真理 性 ， 我 们 提倡 ， 对 待 前 人 的 知识 遗产 ， 既 不 可 轻率 否定 ， 也 不 可 言 
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目 相信 . 这样， 学 生 就 敢于 在 通过 思考 之 后 对 现 有 理论 或 老师 所 讲 的 东西 提出 怀 
颖 ， 这 对 于 培养 有 创造 性 的 人 才 是 至 关 紧 要 的 ， 也 是 应 提倡 的 学 风 和 师 生 关系 
《所谓 “ 道 之 所 存 ， 师 之 所 存 也 ”， 亦 即 “ 吾 爱 吾 师 ， 埋 尤 爱 真 理 " ) 还 应 该 在 教 
学 中 提倡 讨论 的 风气 ， Heisenberg 说 过 , “科学 植 根 于 讨论 之 中 . ” 

要 真正 贯彻 启发 式 教 学 ， 教 师 有 必要 进行 教学 与 科学 研究 ， 而 教学 研究 既 有 
教学 法 的 研究 ， 但 更 实质 性 的 是 教学 内 容 的 研究 . 

从 教学 法 来 讲 ， 教 师 讲 述 一 个 新 概念 和 新 原理 时 ， 应 力求 符合 初学 者 的 认识 
过 程 ， 真 理 总 是 朴素 的 .我 相信 ， 一 切 理论 ， 不 管 它 多 困难 和 多 抽象 ， 总 有 办 法 
深入 浅 出 地 讲 清 楚 ， 做 不 到 这 一 点 ， 常 常 是 由 于 教师 自己 对 问题 的 理解 太 肤浅 . 
此 外 ， 讲 述 新 概念 ， 如 能 与 学 生 学 过 的 知识 或 熟悉 的 东西 联系 起 来 讲 ， 进 行 类 
比 ， 则 学 习 的 难度 往往 会 大 为 减轻 ， 而 且 学 生 对 新 东西 的 理解 也 会 更 深刻 . 

在 教学 内 容 上 ， 至 少 对 于 像 量 子 力学 这 样 的 现代 物理 课程 来 讲 ， 我 认为 还 有 
很 多 问题 并 未 搞 得 很 清楚 ， 很 值得 深入 研究 ， 决 不 可 人 云 亦 云 ， 吴 大 涂 先 生 在 他 
的 《量子 力学 》( 甲 部 ) 的 序言 中 批评 不 少 教材 “ 轧 转 抄 族 ”?， 这 并 非 硅 张 之 词 . 
〈 例 如 国内 广泛 流传 的 布 洛 欣 采 夫 的 《量子 力学 原理 》 书 中 提 到 : 基于 波 函 数 的 
统计 诠释 ， 从 流 密度 的 连续 性 即 可 导出 波 函数 微 商 的 连续 性 ， 但 这 种 论证 是 错误 
的 . ) 教师 如 能 以 研究 的 态度 来 进行 教学 ， 通 过 “潜移默化 >， 学 生 也 就 会 把 这 种 
精神 和 学 风 带 到 他 们 尔后 的 工作 中 去 ， 这 就 播 下 了 宝贵 的 有 希望 的 种 子 ， 到 时 候 
就 会 开 出 更 美丽 的 花 傈 ， 并 结 出 更 丰硕 的 果实 (“青出于蓝 而 胜 于 蓝 ， 冰 生 于 水 
而 寒 于 水 ”2). 

高 校 教师 ， 除 教学 之 外 ， 还 很 有 必要 在 某 些 前 沿 领域 进行 科学 研究 ， 一 个 完 
全 没有 科研 实践 经 验 的 人 ， 对 于 什么 是 认识 论 ， 往 往 只 会 流 于 纸上谈兵 ， 对 于 人 
们 怎样 从 不 知 到 知 ， 怎 样 从 杂乱 纷 经 的 现象 中 找 出 它们 的 内 在 联系 ， 则 一 片 甘 
然 ， 有 科学 实践 经 验 的 教师 ， 在 讲述 一 个 规律 或 原理 时 ， 一 般 会 注意 剖析 人 们 怎 
样 从 不 了 解 到 了 和 解 它 的 过 程 ， 而 不 是 把 它 看 成 一 堆 死板 的 知识 去 灌输 给 学 生 ， 我 
自己 有 过 多 次 这 样 的 体会 ， 即 当 讲 述 一 个 问题 时 ， 如 果 自 己 在 该 问题 有 关 领 域 做 
过 一 定 深度 的 工作 ， 讲 起 来 就 “很 有 精神 ”，“ 左 右 逢 源 >， 并 能 做 到 “深入 浅 

”“ 言 简 意 赎 ” 反之 ， 就 只 能 拘谨 地 重 述 别 人 的 话 ， 不 敢 逾 越 雷池 一 步 . 

高 校 教师 从 事 科学 研究 还 有 两 个 有 利 条 件 ， 一 是 有 可 能 触及 学 科 发 展 中 某 些 
根本 性 的 问题 ， 这 对 于 只 搞 科研 而 不 从 事 教 学 的 人 ， 往 往 难 以 注意 到 它们 ， 另 一 
有 利 条 件 是 能 广泛 接触 很 多 年 轻 学 生 〈 本 科 生 和 研究 生 ) ， 他 们 是 一 支 重要 的 新 
生 力 量 ， 受 传统 思想 的 束缚 较 少 ， 教 师 在 教 他 们 的 过 程 中 ， 往 往 会 得 到 很 多 启 
发 ， 历史 上 有 不 少 科学 家 ， 在 大 学 生 或 研究 生 阶段 ， 就 已 对 一 些 科学 问题 作出 了 
重要 贡献 ， 例如，R.，P，Feynman 的 量子 力学 路 径 积 分 理论 ， 就 是 他 在 研究 生 
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阶段 完成 的 ， 有 鉴于 此 ， 我 在 教学 中 ， 对 改革 考试 制度 做 过 如 下 的 尝试 ， 即 在 适 
当 的 时 机 ， 向 同学 们 提出 一 些 目前 人 们 还 不 很 清楚 ， 而 学 生 已 有 基础 可 以 进行 探 
讨 的 问题 ， 如 哪 一 位 同学 能 给 出 一 个 解决 的 方案 ， 就 予以 免试 ， 给 予 最 优秀 的 成 
绩 ， 出 乎 意料 ， 有 一 些 问 题 况 被 少数 聪明 而 勤奋 的 学 生 相当 满意 地 解决 了 .有 人 
也 许 会 说 ， 这 样 的 问题 不 太 好 找 .但 我 的 经 验 表明 ， 只 要 这 门 学 科 还 在 发 展 ， 这 
样 的 问题 就 比比 皆 是 ， 但 它们 只 对 勤 于 思考 的 人 敞开 大 门 ， 当然 ， 这 样 的 问题 并 
不 一 定 都 非常 重要 ， 但 对 于 培养 创新 人 才 却 是 非常 有 效 的 . 

最 后 谈 谈 教材 建设 ， 也许 有 人 认为 ， 像 量子 力学 这 样 一 门 学 科 ， 世 界 上 已 有 
不 少 名 著 ， 没 有 必要 再 写 一 本 教材 ， 但 我 认为 只 要 科学 发 展 不 停顿 ， 教 材 就 应 不 
断 更 新 ， 量 子 力学 虽然 比较 成 熟 ， 但 并 不 古老 ， 学 科 的 发 展 和 教材 的 建设 还 远 没 
有 达到 尽头 ， 我 们 充分 尊重 世界 名 著 ， 但 也 不 必 被 它们 完全 捆 住 了 手脚 ， 何 况 这 
些 名 著 也 不 尽 适合 我 国 的 教学 实际 情况 .回想 20 世纪 50 年 代 ， 国 内 各 高 校 开 设 
量子 力学 课 的 经 验 还 很 不 足 ， 当 时 北大 有 一 些 学 生 批 评 “ 量 子 力学 不 讲理 *,，“ 量 
子 力学 是 从 天 上 掉 下 来 的 ” 这 些 批评 虽 嫌 偏激 ， 但 也 反映 教学 中 存在 不 少 问题 . 
我 从 研究 生 毕 业 后 走 上 讲台 开始 ， 就 下 了 决心 要 改变 这 种 状况 ， 在 长 期 教学 实践 
和 科学 研究 的 基础 上 ， 写 成 了 《量子 力学 》( 上 、 下 册 ，1981， 科 学 出 版 社 )，90 
年 代 初 ， 又 改写 成 两 卷 本 .在 撰写 时 ， 我 结合 教学 实际 ， 对 基本 概念 和 原理 的 讲 
述 ， 做 了 一 些 新 的 尝试 .实践 证 明 ， 收 到 了 较 好 的 效果 .出 版 之 后 ， 我 先后 收 到 
一 千 多 封 读者 热情 的 来 信 ， 给 予 了 肯定 ， 认 为 对 提高 我 国 的 量子 力学 教学 水 平 以 
及 培养 我 国 〈 包 括 台 、 港 、 澳 地 区 及 世界 各 地 华裔 ) 一 代 年 轻 物理 学 工作 者 做 出 
了 积极 的 贡献 . 该 书 先后 十 几 次 重 版 ， 仍 不 能 满足 读者 要 求 . 

岁月 如 流 ，40 年 转瞬 即 逝 ， 我 们 的 祖国 正 欣 欣 向 荣 . 但 应 该 看 到 ， 我 国 的 
教育 事业 ， 与 先进 国家 相 比 ， 还 有 和 较 大 差距 .我 们 中 华 民族 曾 经 有 过 光辉 的 历 
史 ， 对 人 类 的 科学 和 文化 做 出 过 很 多 重大 贡献 . 但 近 几 百年 来 ， 我 们 落后 了 . 一 
个 国家 ， 如 果 教 育 长 期 落后 ， 就 不 可 能 强大 繁荣 ， 一 个 民族 如 不 重视 教育 ， 就 无 
法 自立 于 世界 民族 之 林 ， 在 此 新 世纪 来 临 之 际 ， 我 们 必须 不 失 时 机 奋起 直 追 .这 
可 能 需要 几 代 人 的 努力 ， 作 为 一 个 教师 ， 我 寄 希 望 于 年 轻 一 代 . “十 年 树木 ， 百 
年 树 人 ”， 深 信 我 们 祖国 群星 灿烂 、 人 才 辈 出 的 光辉 前 景 ， 定 会 加 速 到 来 . 


作者 于 北京 大 学 
2000 年 1 月 


第 二 版 (1990 年 ) 序言 (摘录 ) 


10 年 前 ， 作 者 所 著 《 量 子 力学 》( 上 、 下 册 ， 科 学 出 版 社 ，1981) 的 内 容 是 
针对 当时 国内 量子 力学 教学 实际 情况 而 选 定 的 ， 该 书 出 版 以 来 ， 受 到 广大 读者 欢 
迎 ， 多 次 重印 ， 仍 不 能 满足 要 求 ， 作 者 先后 收 到 读者 近 千 封 热 情 洋溢 的 来 信 ， 给 
予 了 肯定 和 较 高 的 评价 ， 认 为 对 提高 我 国 量子 力学 教学 水 平 起 了 积极 的 作用 . 
1988 年 初 国家 教委 颁发 了 建国 以 来 首届 国家 级 高 校 优秀 教材 奖 ， 该 书 是 获奖 的 
六 本 物理 书 之 一 . 

10 年 以 来 ， 我 国 量子 力学 教学 水 平 有 了 明显 提高 ， 各 高 校 普遍 招收 了 研究 
生 . 作为 物理 及 有 关 专 业 研 究 生 的 基础 理论 课 ， 普 遍 设 置 了 高 等 量子 力学 课 ， 为 
适应 这 种 情况 ， 本 书 将 分 两 卷 出 版 ， 卷 作为 本 科 生 教材 或 参考 书 ， 而 卷 则 作 
为 研究 生 的 教学 参考 书 . 

在 撰写 本 书 时 ， 作 者 参照 了 国外 近年 来 出 版 的 一 些 新 教材 的 优点 ， 更 多 地 反 
映 了 量子 力学 在 有 关 科研 前 沿 领域 中 的 应 用 ， 同 时 还 选用 了 同行 和 作者 近年 来 所 
做 的 某 些 教学 研究 成 果 . 

关于 量子 力学 发 展 史 的 介绍 ， 过 去 国内 教材 很 少 直接 引证 原始 文献 ， 有 些 史 
实 的 讲述 与 历史 有 出 人 ， 本 书 根据 国外 一 些 可 靠 的 量子 力学 史籍 和 原始 文献 ， 做 
了 一 些 重要 订正 ， 例 如 ， 关 于 Planck 黑体 辐射 公式 提出 的 历史 背景 ，Bohr 的 对 
应 原理 等 . | 

基本 概念 和 原理 的 讲述 ， 历 来 是 一 个 大 难点 ， 过 去 学 生 批评 “量子 力学 课 不 
讲理 ”，“ 量 子 力学 是 从 天 上 掉 下 来 的 ”根据 作者 多 年 从 事 教学 和 科研 工作 的 经 
验 ， 在 《量子 力学 》(1981) 中 ， 曾 经 对 基本 概念 和 原理 的 讲述 做 了 一 些 新 的 尝 
试 ， 例 如 ， 从 波动 -粒子 两 重 性 的 分 析 来 引进 波 函 数 的 统计 诠释 以 及 说 明 为 什么 
必须 引进 算 符 来 刻画 力学 量 ， 关 于 量子 态 概念 与 态 又 加 原理 ， 表 象 理论 等 ， 作 者 
着 重 引 导读 者 去 分 析 问 题 和 解决 问题 ， 以 增进 读者 的 学 习 兴 趣 ， 这 方面 得 到 了 很 
多 同行 和 读者 的 肯定 ， 在 撰写 本 书 时 ， 作 者 又 做 了 进一步 改进 ， 并 纠正 了 一 些 流 
行 的 不 恰当 的 讲法 . 

过 去 国内 量子 力学 课 的 讲法 往往 给 读者 造成 一 个 印象 ， 认 为 力学 量 本 征 值 问 
题 似乎 总 是 在 一 定 边 条 件 下 去 求解 微分 方程 ， 这 有 历史 的 原因 ， 但 据 作 者 所 知 ， 
实际 科研 工作 中 更 多 地 是 用 代数 方法 求解 力学 量 的 本 征 值 ， 有 一 些 本 征 值 问题 可 
以 用 代数 方法 给 出 极 漂亮 的 解法 ， 例 如 ， 角 动量 的 Dirac 理论 和 Schwinger 表 
象 ， 为 弥补 这 方面 的 不 足 ， 本 书 增设 力学 量 本 征 值 问题 的 代数 解法 一 章 . 

还 有 一 些 问题 ， 在 有 关 科研 领域 中 经 常 碰 到 ， 但 在 过 去 教材 中 讨论 得 很 少 ， 
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例如 ， 低 维 体系 ， 定 态 微 扰 论 与 量子 跃迁 的 关系 ,共振 态 与 束缚 态 的 关系 ， 散 射 
振幅 的 极点 与 束缚 定 态 能 级 的 关系 ，Hellmann-Feynman 定理 ， 自 然 单位 等 ， 本 
书 用 了 适当 篇 幅 予 以 介绍 ， 散 射 理论 一 章 做 了 大 幅度 修改 ， 对 于 散射 的 经 典 描述 
和 量子 力学 描述 的 比较 ， 守 恒 量 分 析 在 散射 理论 中 的 重要 性 ，Born 近似 的 适用 
条 件 等 ， 都 做 了 较 详细 的 讨论 . 

为 了 有 助 于 读者 更 深入 理解 有 关 概 念 和 原理 ， 书 中 安排 了 适量 的 思考 题 和 练 
习题 ， 为 增进 读者 运用 量子 力学 处 理 具体 问题 的 能 力 ， 在 每 章 之 末 选 进 了 大 量 习 
题 供 读者 选用 ， 并 附 有 管 案 和 提示 .这 些 习 题 中 有 相当 部 分 选 自 近年 来 国外 研究 
生 资 格 考试 题 ， 采 用 本 书 的 读者 ， 可 同时 选用 《量子 力学 习题 精 选 与 剖析 》( 钱 
伯 初 ， 曾 谨 言 ， 科 学 出 版 社 ) 作为 主要 参考 书 . 

应 该 强调 ， 教 材 是 给 学 生 学 习 用 的 .教师 讲课 时 应 根据 不 同情 况 〈 学 生 水 
平 ， 专 业 需 要 等 ) 选 讲 本 书 的 一 部 分 (二 2/3)， 其 余部 分 最 好 留 给 学 生 自 由 阅 
读 ， 这 有 利于 不 同 程度 和 兴趣 的 学 生发 展 其 聪明 才智 ， 教 师 应 该 明确 ， 教 学 的 目 
的 主要 是 培养 学 生 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 ， 而 不 应 局 限于 传授 具体 的 知识 . 


作者 于 北京 大 学 
1989 年 春 
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量子 力学 是 在 人 类 的 生产 实践 和 科学 实验 深入 到 微观 物质 世界 领域 的 情况 
下 ,在 20 世纪 初 到 20 年 代 中 期 建立 起 来 的 ， 人 们 从 实践 中 发 现 ， 在 原子 领域 
中 ， 粒 子 的 运动 行为 与 日 常生 活 经 验 中 粒子 的 运动 行为 有 质 的 差异 ， 在 这 里 我 们 
碰 到 一 种 新 的 自然 现象 一 一 量子 现象 ， 它 们 的 特征 要 用 一 个 普 适 常量 一 一 Planck 
常量 来 表征 。 经典 物 理学 在 这 里 碰 到 了 无 法 克服 的 矛盾 ， 量 子 力学 的 概念 与 规 
律 就 是 在 解决 这 些 矛 盾 的 过 程 中 逐步 揭示 出 来 的 . 

但 是 ， 不 能 认为 量子 力学 规律 与 宏观 物质 世界 无 关 ， 事 实 上， 量子 力学 的 规 
律 不 仅 支配 着 微观 世界 ， 而 且 也 支配 着 宏观 世界 ， 可 以 说 全 部 物理 学 都 是 量子 力 
物理 学 的 .已 被 长 期 实践 证 明 的 描述 宏观 自然 现象 的 经 典 力学 规律 ， 实 质 上 不 过 
是 量子 力学 规律 的 一 个 近似 ， 一 般 说 来 ， 在 经 典 物理 学 中 不 直接 涉及 物质 的 微观 
组 成 间 题 ， 因 而 量子 效应 并 不 显著 ， 所 以 经 典 力 学 是 一 个 很 好 的 近似 ， 例 如 ， 行 
星 绕 太 阳 的 运动 ， 与 氢 原 子 中 电子 绕 原 子 核 的 运动 相似 ， 都 受 量子 力学 规律 支 
配 ， 但 对 于 前 者 ， 量 子 效应 是 微不足道 的 〈 角 动量 mvR 沁 h，m 是 行星 质量 ，v 
是 速度 ，R 是 轨道 半径 )， 因 此 ， 经 典 力学 规律 被 证 实 是 相当 正确 的 . 

但 有 一 些 宏观 现象 ， 量 子 效应 也 直接 而 明显 地 表现 出 来 ， 例 如 ， 极 低温 下 
(v 很 小 ) 的 超 导 现 象 与 超 流 现象 ， 又 例如 ， 白 矮星 及 中 子 星 等 高 密度 (R 很 小 ) 
的 星体 以 及 常温 、 常 压 、 常 密度 情况 下 质量 m 很 小 的 粒子 系 〔 例 如 ， 金 属 中 的 
电子 气 )， 量 子 效 应 都 很 显著 ， 不 能 忽视 因此， 经 典 力学 与 量子 力学 适用 范围 
的 分 界线 ， 应 当 根 据 量子 效应 重要 与 否 来 划分 . 

量子 力学 规律 的 发 现 ， 是 人 们 对 于 自然 界 认识 的 深化 ， 量 子 力学 ， 特 别 是非 
相对 论 量 子 力学 的 基本 规律 与 某 些 基 本 概念 ， 从 它们 建立 到 现在 的 50 多 年 中 ， 经 
历 了 无 数 实践 的 考验 ， 是 我 们 认识 和 改造 自然 界 所 不 可 或 缺 的 工具 ， 由 于 量子 力学 
所 涉及 的 规律 极为 普遍 ， 它 已 深入 到 物理 学 的 各 个 领域 ， 以 及 化 学 和 生物 学 的 某 些 
领域 ， 现 在 ， 可 以 说 ， 要 在 物理 学 的 任何 领域 进行 认真 的 工作 ， 没 有 量子 力学 是 不 
可 思议 的 ， 事实 上 ， 量 子 力学 已 成 为 现代 物理 学 的 不 可 或 缺 的 理论 基础 . 

当然 ， 与 任何 一 门 自然 科学 一 样 ， 量 子 力学 也 只 是 在 不 断 发 展 中 的 相对 真 
理 ， 从 量子 力学 建立 以 来 ， 对 它 的 某 些 基 本 概念 以 及 对 其 基本 规律 的 一 些 看 法 ， 
始终 存在 着 不 同 见 解 的 争论 ， 这 需要 通过 进一步 的 科学 实践 以 及 新 的 矛盾 的 揭示 
来 逐步 加 以 解决 . , 
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第 1 章 量子 态 的 描述 
1.1 量子 力学 基本 原理 的 回顾 


1.1.1 波动 -粒子 两 象 性 , 波 函 数 的 统计 诠释 


经 典 力学 中 ,一 个 粒子 的 运动 状态 ,可 用 它 在 每 一 时 刻 i 的 坐标 和 动量 ( 即 相 
空间 中 一 个 点 ) 给 出 确切 的 描述 ;而 运动 状态 随时 间 的 演化 ,遵守 Newton 方程 (或 
与 之 等 价 的 正则 方程 等 ). 所 以 ,如 粒子 在 初始 (z= 二 0) 时 刻 的 坐标 和 动量 一 经 给 定 ， 
则 以 后 任何 >0 时 刻 粒 子 的 运动 状态 就 随 之 而 定 . 这 是 一 个 决定 论 性 的 (deter- 
ministic) 描 述 . 

无 数 实验 已 确切 证 明 , 微 观 粒子 具有 波动 -粒子 两 象 性 (wave-particle duali- 
ty). 可 以 理解 ， 微观 粒子 的 运动 状态 的 描述 方式 及 其 随时 间 演 化 的 规律 ， 必然 不 同 
于 经 典 力学 中 的 粒子 

对 波动 -粒子 两 象 性 做 认真 分 析 ( 卷 TI ,2.1 节 ) 后 ,可 以 看 出 ,实验 观测 中 所 展 
现 出 来 的 “粒子 性 ”， 只 不 过 是 微观 粒子 的 “原子 性 ”(atomicity) 或 “颗粒 性 ”《cor- 
puscularity) , 即 粒 子 是 具有 确切 的 内 豪 属 性 (电荷 、 质量 等 ) 的 一 个 客体 ， 但 并 不 意 
味 着 粒子 在 空间 中 的 运动 具有 确切 的 轨道 ,后 一 概念 乃 是 经 典 力学 中 粒子 运动 的 
特性 ,与 双 缝 干涉 实验 中 显示 出 的 粒子 的 波动 性 是 不 相 容 的 . 近年 来 已 有 直接 实验 - 
《所谓 “which-way” 实 验 ) 证 明 2?, 当 人 们 可 以 确切 判断 粒子 是 从 双 颖 中 的 哪 一 条 缝 
穿 过 时 , 双 缝 干涉 花纹 就 会 完全 消失 . 

另 一 方面 ,实验 观测 到 的 微观 粒子 的 “波动 性 ” ， 人 的 要 


某 种 实在 的 物理 量 的 波动 (例如 密度 波 、 压强 波 等 )， 

人 们 经 过 认真 分 析 后 发 现 , 要 把 经 典 粒 子 的 全 部 属性 和 经 典 波 动 的 全 部 属性 
统一 于 同一 客体 是 绝 不 可 能 的 . 能 把 粒子 性 和 波动 性 统一 起 来 的 ,更 确切 地 说 ,能 
人 起 来 的 ， 全 = 自治 的 方案 是 


0。 0。 。 0。 0。 .0 。。0 .0 0。 。 。 .0 .0 。0 。  。 。 .0 .0 。 0。 .0 .0 。0 0。 » .0 .0 。 ®。 


@ 例如 ,S. Diirr,T. Nonn & G, Rempe, Nature, 395(1998),33,Origin of quantum-mechanical com- 
plementarity probed by a “which-way” experiment in an atom interferometer. 

©® M.Born, Zeit. Phys., 38(1926),803;Nature,119(1927),354. 

P. Jordan, Zeit. Phys. , 41(1927), 797. 

W. Heisenberg, Zeit. Phys,43(1927),172. 


无 数 实验 所 确证 . 为 此 ,Born 获得 1954 年 Nobel 物理 学 奖 . 
按照 Born 的 波 函 数 的 统计 诠释 , 设 一 个 粒子 的 波动 性 用 波 函 数 yr) ( 复 ) 描 
述 , 则 
| gC7) |?dzrdydz (1.1.1) 
就 是 发 现 粒子 位 置 在 ~ 点 的 体积 元 drdydz 中 的 概率 . 按照 概率 的 含义 ,显然 要 求 
波 函数 满足 归 一 化 条 件 
Vn |wr)12dzdydz = 1 (1. 1.2) 


0 


Cp 下 向 不 同 地 点 的 相对 
概率 分 布 是 完全 相同 的 , 即 描述 的 是 同一 个 概率 波 . 所 以 量子 力学 中 的 波 函 数 总 是 
具有 常数 因子 的 不 定性 . 这 一 特点 是 经 典 波 决 不 可 能 有 的 . 例如 ,经 典 波 的 振幅 如 
增 大 1 倍 , 则 相应 的 实在 物理 量 (如 振动 的 能 量 ) 将 增 为 4 倍 . 正 是 基于 这 种 常数 因 
子 不 定性 ,一 个 波 函 数 总 可 以 要 求 它 满足 归 一 化 条 件 (1. 1. 2)@. 在 保证 归 一 化 条 
相同 ,而 且 如 yy 满足 归 一 化 条 件 (1. 1. 2) , 则 ey 显然 也 是 归 一 化 的 . 

对 于 多 粒子 体系 ,如 2 粒子 体系 , 波 函 数 y(ri ,rs) 描述 的 是 6 维 位 形 空间 
(configuration space) 中 的 波动 ,除了 给 予 概率 诠释 外 , 别 无 他 途 ,因为 “6 维 空间 中 
的 实在 物理 量 的 波动 ”是 难以 理解 的 . 

虽然 长 期 以 来 一 直 有 人 对 波 函 数 的 统计 诠释 提出 了 各 式 各 样 的 批评 ,但 波 函 
数 的 统计 诠释 已 经 在 无 数 实验 中 被 证 明 是 正确 的 . 我 们 认为 ,在 人 们 现今 对 于 物质 


还 应 该 强调 , 波 函 数 的 统计 诠释 中 的 概率 分 布 , 与 数学 概率 论 中 的 概率 分 布 概 
念 有 本 质 不 同 . 在 日 常生 活 中 ,人 们 之 所 以 要 借助 于 概率 统计 理论 来 处 理 问 题 ,是 
因为 所 处 理 的 问题 太 复杂 ,决定 事物 进程 的 因素 较 多 ,人 们 无 法 根据 已 掌握 的 事 
物 的 现状 去 准确 预测 事物 尔后 出 现 的 结果 ,所 以 不 得 不 借助 概率 统计 的 方法 进 
行 预 测 . 在 量子 力学 中 , 波 函 数 必须 采用 统计 诠释 是 由 波动 -粒子 两 象 性 所 导致 
的 . 波 函 数 所 预言 的 概率 分 布 ,只 是 对 粒子 测量 结果 的 一 种 预期 (expectation) ,并 
非 粒子 已 经 具有 那样 的 分 布 (既成 事实 ) 等 待人 们 去 观测 它 . 初学 者 往往 对 此 有 
各 种 各 样 的 误解 . 这 里 就 涉及 纯 态 ( 纯 系 综 ) 和 混合 态 (混合 系 综 ) 的 概念 ,将 于 
2. 2 节 中 讨论 . 

基于 波 函数 的 统计 诠释 ,有 人 认为 ,量子 力学 对 事物 的 描述 总 是 概率 性 的 


@ 尽管 任何 量子 体系 的 实际 波 函 数 ,总 是 归 一 化 的 ,考虑 到 波 函 数 的 要 害 是 描述 相对 概率 分 布 ,量子 
力学 中 并 不 排除 使 用 一 些 理想 的 ,不 能 归 一 化 的 波 函数 ,如 平面 波 ,8 波 包 等 . 详 见 卷 工 . 4.4 节 . 
全 2 . 


《probabilistic). 这 是 一 种 片面 的 看 法 . 量子 力学 中 , 对 于 用 波 函 数 描述 的 微观 粒 
子 , 并 非 对 所 有 物理 量 的 测量 结果 的 预言 才 是 概率 性 的 . 这 要 看 人 们 测量 的 是 吧 一 
个 力学 量 . 其 中 对 某 些 力学 量 的 观测 结果 的 预言 只 能 是 概率 性 的 ,而 对 另外 某 些 力 
学 量 的 观测 的 预言 则 可 能 是 决定 论 性 的 (deterministic), 即 只 能 出 现 惟 一 的 结果 ， 
概率 为 1. 这 里 就 涉及 力学 量 的 本 征 态 的 概念 (1. 1. 2 节 ) 和 本 征 态 的 相干 蕉 加 的 概 
念 (1.1. 3 节 ). 这 也 可 以 认为 是 Bohr 特别 强调 的 “互补 性 原理 (complementarity 
principle) 的 一 个 重要 方面 . 波 函 数 的 统计 诠释 的 更 普遍 的 表述 将 在 1.1. 3 节 中 
给 出 . 


1.1.2 力学 量 用 算 符 描述 ,本 征 值 与 本 征 态 , Heisenberg 不 确定 度 关 系 


考虑 到 波动 -粒子 两 象 性 ,微观 粒子 的 力学 量 必定 有 与 经 典 粒子 本 质 上 不 同 的 
特征 . 首先 ,按照 de Broglie 关系 ,p 一 h/4, 粒 子 的 动量 与 波长 的 倒数 成 比例 . 波长 》 
是 表征 波动 随 空间 地 点 变化 快慢 的 量 , 因 此 一 般 说 来 ,“ 在 空间 某 一 点 的 波长 "的 提 
法 ,就 没有 严格 的 意义 . 同样 ,“ 微 观 粒子 局 域 于 空间 某 一 点 的 动量 ”的 提 法 ,也 无 严 
格 的 意义 . 这 表现 在 直接 用 波 函 数 yr) (按照 Born 的 波 函数 的 统计 诠释 ) 来 计算 
动量 的 平均 值 时 ,就 不 得 不 引进 动量 (梯度 ) 算 符 , 即 (假设 波 函数 y 已 归 一 化 ) 


= | 六 CDpwmpdr， b=—ihv G.1.3) 
可 以 看 出 了 是 与 波 函 数 的 梯度 (而 不 是 与 波 函 数 在 某 点 的 局 域 值 ) 相 联系 . yC7) 的 


梯度 愈 大 ,就 表现 为 波长 愈 短 ,因而 动量 平均 值 就 愈 大 ,这 在 物理 图 像 上 是 很 清 
楚 的 . 
按 动量 算 符 的 上 述 表示 式 , 它 的 直角 坐标 分 量 (p:,p,,p.) 与 坐标 各 分 量 满足 
下 列 对 易 关系 式 : 
[zp =xp, 一 各 zi = dn (1.1.4) 
这 正 是 Heisenberg 最 先 提出 的 粒子 的 坐标 和 动量 的 乘法 不 对 易 关 系 . (1. 1. 4) 式 
是 量子 力学 最 基本 的 对 易 关系 式 ,是 波动 -粒子 两 象 性 的 表现 . 凡 有 经 典 对 应 的 力 


学 量 之 间 的 对 易 关 系 , 均 可 由 它 导出 . 如 粒子 的 角 动 量 ? 二 rX 的 分 量 之 间 的 对 
易 关 系 
[tf] = ep b, (1. 1.5) 
sm 为 Levi-Civita 符号 . 
波动 -粒子 两 象 性 的 另 一 个 集中 表现 就 是 Heisenberg 提出 的 坐标 -动量 不 确 
定 度 关系 (uncertainty relation) ee 
AxAp: > S60n ce 


事实 上 ,对 于 任何 波动 (无 论 经 典 波 或 概率 波 ) ,都 可 以 证 明 


AzAR 过 1 (1.1.7) 
。3。 


式 中 上 为 波 数 . 注意 : 式 (1. 1. 7) 还 不 是 不 确定 度 关系 . 但 如 考虑 到 微观 粒子 的 波动 
性 ， 按 de Broglie 关系 ， 2 一 Se gr AA Em 1. ea or AzAp 达 友 , 此 即 华 


0 0。 0。 0。 0。 0。 。 0。 .0 。 .0 .0 。0。 0。 0 .0 .0 。0 0 。 。 。0 。 
0 0。 0 0 0。 。 .0 0。 。 0 。 。 :0 。 .0 。 。 .0 。 。 。0 0 。0 。 
0。 0。 。 0。 0。 .0 。 0。 。 。 .0 0。 。 。0 .0 .0 。 。 .0 .0 。0 .0 0。 。 0 0 .0 .0 。 0。 。0 。 。 


ee es 在 此 
极限 下 ,粒子 的 坐标 和 动量 就 彼此 对 易 ,粒子 的 轨道 运动 概念 也 就 很 好 地 成 立 ,这 
正 是 日 常生 活 中 使 用 的 概念 . 

0 eS 


A = Fp (1. 1. 8) 

和 是 与 下 相应 的 本 征 态 . 由 于 可 观测 量 都 为 实数 (F; 二 下,) ,这 就 要 求 让 为 厄 米 
算 符 (大 + 一 信 ). 可 以 证 明 ,对 应 于 不 同 本 征 值 的 本 征 态 彼此 正 交 

(gus fn) = Om (1. 1. 9) 

a en 


和 与 B 可 具有 共同 本 征 态 > 
若 [ 仿 ,B] 了 0, 则 一 般 说 来 ,A 与 B 不 能 同时 具有 确定 值 . 可 以 证 明 更 普遍 的 不 确 
定 度 关系 


AAAB 之 专 |[A ,8]| (1.1..10) 


特例 是 ,用 坐标 与 动量 算 符 的 基本 对 易 式 (1.1.4) 代 人 式 (1.1.10), 即 可 得 出 
Heisenberg 的 不 确定 度 关系 (1. 1. 6). 
人 们 还 发 现 , 一 个 力学 量 ,如 下 ,对 应 于 它 的 某 一 个 本 征 值 的 本 征 态 可 能 不 止 
一 个 ,此 之 谓 简 并 (degeneracy). 属于 同一 本 征 值 的 诸 本 征 态 , 彼 此 不 一 定 就 正 交 . 
但 总 可 以 使 之 正 交 归 一 化 (例如 采用 Schmidt 程序 ). 本 征 态 的 简 并 往往 与 算 符 的 


根据 G 的 不 同 的 本 征 值 ,就 可 能 把 下 的 诸 简 并 态 确定 下 来 ,此 时 , 简 并 态 之 间 的 正 
交 性 就 可 自动 得 以 保证 . 
在 量子 力学 中 ,一 个 力学 量 (不 显 售 才 是 否 是 守 便 量 ,就 根据 它 与 体系 的 


Hamilton 量 认 是 否 对 易 来 判断 
。4 。 


[全 ,让 ] = 0 (1.1.11) 
这 与 经 典 力学 中 根据 Poisson 括号 {下 , 玉 ) 二 0 是 否 成 立 来 判断 守恒 量 相 对 应 . 
关于 力学 量 的 本 征 值 问题 ,还 有 几 点 值得 提 到 : 

(1) 量 子 力学 中 并 非 所 有 力学 量 的 本 征 值 都 是 量子 化 (离散 ) 的 . 对 于 角 动 量 ， 
根据 它 的 分 量 的 对 易 关 系 ,可 以 证 明 角 动量 的 本 征 值 只 能 是 万 的 整数 或 半 奇 数 倍 . 
对 于 坐标 或 动量 ,本 征 值 是 连续 的 ;而 对 于 Hamilton 量 , 本 征 值 既 可 能 是 离散 的 
《束缚 态 ) ,也 可 能 是 连续 的 (游离 态 或 散射 态 ). 

2) 量子 力学 对 基 力 学 量 测 值 的 预计 言 人 也 可 


本 征 态 . 例如 ,在 力学 量 下 的 本 征 态 yr 下 ,测量 下 i 即 妃 
(概率 为 1) ,而 测量 另外 的 力学 量 G, 就 不 一 定 能 得 到 一 个 确切 的 值 ,一 般 说 来 ,只 
能 做 概率 性 的 预期 ,除非 y 同时 也 是 G 的 本 征 态 . 

了 ee 一 组 彼此 两 两 对 易 的 ， 人 2 它们 的 


章光 全 全 2 set of i en 对 2 n 自由 
诬 的 体系 ,对 易 完 全 集 内 的 力学 量 的 数目 不 少 于 自由 度数 .例如 ,三维 粒 子 的 3 个 
坐标 分 量 (人 ,了 ， 之 2 ) 或 动量 分 量 ($ ,PP ,,。 ) ,都 可 以 选 为 力学 量 完 全 集 . 如 完全 
集中 所 有 力学 量 又 都 是 守恒 量 , 则 称 为 体系 的 一 一 组 对 易 守恒 量 完 全 集 (a complete 


set of commuting conserved observables, CSCCO). 不 同 的 体系 ,由 于 它们 的 对 称 
性 的 差异 ,守恒 量 完 全 集 一 般 也 不 相同 . 对 于 同一 个 体系 ,对 易 守 恒 量 完全 集 的 选 


取 也 可 能 不 止 一 种 . 例如 ,三 维 自由 粒子 , (分 , 公 , 公 ),( 丰 ,全 人) 都 可 以 选 作 守 
恒 量 完全 集 . 对 于 中 心力 场 VCr) 中 的 粒子 , (让 ,人 人)，( 正 ,人 人)，( 丰 ,个 ， 
个 ) 都 可 以 选 为 对 易 守恒 量 完全 集 . 但 注意 ,守恒 量 完全 集 内 守恒 量 的 数目 并 不 一 


户 =?/2m 本 身 并 不 构成 守恒 量 完全 集 ( 由 于 胡 的 本 征 态 是 二 重 简 并 ), 但 (入 ， 
户 ) 则 构成 一 维 自由 粒子 的 一 组 守恒 量 完全 集 , 户 为 空间 反射 算 符 . 

应 用 量子 力学 处 理 一 个 具体 体系 时 ,对 易 守恒 量 完全 集 的 选取 是 十 分 关键 的 . 
对 易 守恒 量 完 全 集 的 一 组 量子 数 , 称 为 好 量子 数 完全 集 . 在 处 理 能 量 本 征 值 ( 定 态 ) 
问题 时 ,这 一 组 好 量子 数 可 以 很 方便 地 用 来 标记 诸 定 态 ( 包 括 能 级 有 简 并 的 情况 ). 
而 在 处 理 路 迁 时 ,可 以 用 它们 来 建立 相应 的 选择 定 则 ;在 处 理 散射 问题 时 , 则 可 以 
根据 它们 来 进行 分 波 . 


1.1.3 量子 态 友 加 原理 ,表象 与 表象 变换 


一 个 体系 若 处 于 某 力学 量 ( 如 FF) 的 本 征 态 加 [ 见 式 (1.1.8)], 则 测量 下 所 得 
。5 。 


结果 是 完全 确切 的 , 即 F, (概率 为 1). 但 如 体系 处 于 下 的 两 个 本 征 态 的 全 加 
$= Cg + Czy (1.1.12) 
则 测量 edn 惟一 确定 的 ， > FF ,或 者 为 F. i 


当 体 系 处 于 力学 量 下 的 共 加 态 (1. 1. 12) 时 ,测量 下 得 到 下, 的 概率 cc | Ci | ?， 
测 得 结果 为 Fz 的 概率 cc | C1?, | Ci|? 十 | Cz 12 一 1 表示 归 一 化 条 件 . 应 当 强 调 , 量 
子 态 的 整体 的 相位 有 不 定性 , 即 ee (Ciy 十 Cag) (a 实 ) 与 (Cig 十 Czy) 描 述 的 是 
同一 个 量子 态 , 但 到 加 态 的 相对 相位 却 是 有 物理 意义 的 . 如 (Ci 办 十 exCz 央 )(a 天 0， 


本 征 态 ,y= 二 Fg,(n 是 一 组 完备 的 量子 数 ,假设 为 离散 ). 按照 态 释 加 原理 ,体系 
的 任何 一 个 量子 态 y 都 可 以 表示 成 诸 本 征 态 {y) 的 线性 全 加 


y= > Cy (1.1.13) 
= (gn,y) (1.1.14) 


1C,|* 代表 在 y 态 下 测量 下 得 到 下 , 的 概率 , 归 一 化 条 件 为 27 1C | 一 1 ,这 就 是 
We 同样 ,上 -0 Bega al 


就 可 能 表现 出 来 (出现 干涉 现象 ) 
一 个 力学 量 ( 如 下) 的 本 征 态 ,一 般 不 是 另 一 个 力学 量 ( 如 G) 的 本 征 态 , 除 非 是 
它们 (F 和 G) 的 共同 本 征 态 . 例如 ,谐振 子 的 基态 如 ,是 能 量 最 低 的 本 征 态 ,但 它 不 
是 坐标 (或 动量 ) 的 本 征 态 . 在 如 态 下 ,测量 其 能 量 , 所 得 结果 是 惟一 的 , 即 E,== 
hw/2, 概 率 为 1, 这 是 量子 态 的 决定 论 性 描述 的 一 面 . 而 测量 粒子 坐标 时 ,其 结果 就 
不 是 确定 的 ,而 有 一 个 分 布 , 测 得 粒子 位 置 在 xz 点 的 概率 cce-“* (a 二 Vmw/ 亡 ), 旦 
Gauss 分 布 . 这 是 量子 态 的 概率 性 描述 的 一 面 . 
谐振 子 处 于 两 个 能 量 本 征 态 的 又 加 时 ,如 y= (go 十 加 )/W2 ,就 构成 谐振 子 的 


@ 例如 ,A. Messiah,Quantum Mechanics,1,pPp.162:“... the wave function completely defines the dy- 
namical state of the system under consideration. In contrast to what occurs in classical theory, the dynamical 
variables of the system connot in general be defined at each instant with infinite precision. However, if{ one 
performs the measurement of a given dynamical variable, the results of measurement follow a certain proba- 
bility law, and the law must be completely determined upon specifying the wave function. ” 

。6 。 


一 个 非 定 态 (nonstationary state). 在 此 态 下 ,测量 其 能 量 时 ,所 得 结果 就 呈现 出 不 
定性 , 即 既 可 能 出 现 E,, 也 可 能 出 现 EF, ,概率 各 为 1/2. 不 同 能 量 本 征 态 的 又 加 所 
导致 的 测量 能 量 结 果 的 不 定性 ,对 于 多 数 读者 ,似乎 都 可 以 理解 ,并 未 引起 很 大 的 
困扰 .但 量子 态 秋 加 原理 的 深刻 内 涵 , 却 并 不 是 很 容易 搞 清 楚 的 . 例如 ,量子 态 又 加 


量 能 量 结果 的 不 确定 性 ,是 由 于 y 是 不 同 能 量 本 征 态 的 又 加 所 导致 . 而 在 一 般 的 量 
子 态 y 下 ,由 于 它们 并 非 粒子 坐标 的 本 征 态 ,而 是 许多 坐标 本 征 态 的 倒 加 ,就 表现 
出 非 定 域 性 . 量子 态 的 非 定 域 性 是 在 一 篇 著名 文献 一 一 后 来 被 称 为 EPR 伴 廖 ( 见 
1.3 节 ) 中 首先 提出 来 的 . 在 涉及 多 粒子 体系 或 多 自由 度 体系 时 ,普遍 存在 一 种 到 


加 态 ,后 来 被 称 为 纠缠 态 (entangled state) ,它们 呈现 出 的 许多 性 质 ,与 人 们 日 常生 


活 的 经 验 格格 不 人 ,往往 引起 人 们 极 大 的 困惑 . 例如 不 同 地 域 的 两 个 粒子 的 量子 
关联 . 这 在 Schr6dinger 猫 态 中 表现 最 为 明显 (详细 讨论 见 1.4 节 ). 


考虑 彼此 不 对 易 的 两 个 力学 量 全 各,[A ,B61] 关 0, 一 般 说 来 ,它们 不 能 具有 
共同 本 征 态 . a a 它们 都 是 


0,z 与 人 它们 的 测 值 的 不 确定 度 绝 不 
可 能 同时 为 0, 而 应 满足 ArAz。 之 上/2, 这 就 是 Heisenberg 的 不 确定 度 关系 . 
如 式 (1. 1. 13) 所 示 , 体 系 的 任 一 量子 态 y 都 可 以 表示 成 它 的 某 一 组 力学 量 完 
全 集 下 的 共同 本 征 态 的 相干 秋 加 , 式 中 CG, 二 CW, 办 ,n==1,2,3…. 可 以 看 出 ,只 
要 所 有 C, 给 定 , 则 量子 态 y 随 之 确定 . 人 们 就 称 这 一 组 展开 系数 ( 复 ){C,} 是 量子 
态 y 在 下 表象 (representation) 中 的 表示 . 它 所 包含 的 信息 ,除了 系数 的 模 方 | C, |? 
所 示 的 村 素 六 区 之 外 ,各 各 加 和 红 的 相对 相位 ,也 是 有 物理 六 的 ， 它们 是 测量 大 


放学 妆 完全 傈 .个 一 诅 寺 电 为 学 量 完全 计 的 共生 本 征 起 莉 可 以 作为 一 个 表象 的 一 
组 正 交 完备 基 矢 . 这 就 是 说 ,体系 的 任 一 量子 态 都 可 以 采用 不 同 的 表象 来 描述 ,而 
不 同 的 表象 之 间 通过 一 个 么 正 变换 相 联 系 ,这 就 是 Dirac、Jordan 等 所 给 出 的 量子 
力学 理论 的 最 普遍 的 形式 

Dirac 还 进一步 把 量子 态 的 描述 脱离 具体 的 表象 , 即 把 体系 的 一 个 量子 态 y 看 
成 Hilbert 空间 中 的 一 个 抽象 的 矢量 2, 记 为 18) , 称 为 右 和 (ket). 它 在 共 罗 空 间 中 
相应 的 态 矢 记 为 (y| , 称 为 左 矢 (bra). 到 此 ,并 未 涉及 具体 表象 . 如 要 采用 具体 表 
象 ,如 采用 下 表象 ,F 的 本 征 态 记 为 | 加 》, 或 简 记 为 |n》, 以 {|z)} 作 为 基 矢 所 张 开 
的 空间 , 即 下 表象. 在 此 表象 中 ,抽象 的 态 矢 | 当 表示 成 


@ P. A. M. Dirac, The Principles of Quantum Mechanics, 4th ed. (Oxford University Press, Ox- 
ford, 1957). 


@ 严格 言 之 ,是 Hilbert 空间 中 的 一 个 ray, 它 只 涉及 矢量 的 “指向 ”, 而 不 必 计 及 其 “长 度 ”. 


| 从 一 DC ln) (1.1.15) 
式 中 GCG, 二 《ny) 或 简 记 为 (n1y) ,表示 态 和 撩 |y) 在 基 矢 |n) 方 向 的 投影 (或 分 量 的 
值 ). 这 一 组 展开 系数 {C,} 就 足以 刻画 量子 态 |y). 按 式 (1. 1. 15) 
[WD = 9)C,1n) = 之 nlyln) 


=2 Inly) = 2 mc 人 = 2P， 1y) (1. 1. 16) 
式 (1.1.16) 中 忆 ， 一 7D "| 是 沿 共 广 向 In) 的 投影 外 和 满足 
~ BD = Bs r=P (1.1.17) 
考虑 到 | 办 是 任意 态 , 所 以 
2 Innl=1 (1.1.18) 
此 乃 这 组 基 矢 {|n)} 的 完备 性 的 表现 。 
以 上 假定 了 F 的 本 征 值 是 离散 的 . 对 于 连续 谱 的 情况 , 求 和 号 应 换 为 积分 号 . 
如 一 维 粒子 的 坐标 (二 zx) 表象 ,zx 本 征 值 为 连续 实数 值 (一 co 二 x 二 十 oo) ,本 征 态 
记 为 |x) ,而 在 坐标 表象 中 量子 态 |y) 表 示 成 
十 co 十 co 
19) =| dzlz)(zly) 一 人 am | z》 (1.1.19) 
式 中 Wz) 一 (zy 是 量子 态 |y 在 z 表象 中 的 表示 , 即 平常 惯用 的 坐标 表象 中 的 
波 函 数 . 相应 地 ,坐标 表象 基 矢 的 完备 性 表示 为 
Jazlz)zl=1 (1.1.20) 
但 注意 ,连续 谱 的 本 征 函 数 是 不 能 归 一 化 的 . 为 此 ,Dirac 引进 6 函数 来 描述 它们 的 
“ 归 一 性 ”， 
(zz 一 SGz —2) (1.1.21) 
对 于 动量 表象 ,也 可 作 类 似 的 讨论 . 
量子 力学 中 ,力学 量 用 一 个 厄 米 算 符 描述 . 算 符 代表 对 量子 态 的 某 种 运算 . 例 
如 量子 态 | 从 经 过 算 符 天 的 运算 后 , 变 成 量子 态 | y) 
Llp= 18) (1. 1. 22) 
在 采用 一 个 具体 的 表象 后 , 算 符 可 表示 成 一 个 矩阵 . 如 采用 下 表象 (F |n) = 
F, In)) ,上 式 可 化 为 
(nlLly = (nlg) 
DnlL la yr ly = (nlg) (1. 1. 23) 
nly) 和 (n|$) 分 别 表示 量子 态 |y) 和 |$%) 在 下 表象 中 的 表示 ,可 表 成 列 矢 (column 


vector) 形 式 ( 令 c 一 (zy 六 一 (21g)) 
. 8 . 


vi bi 
C2 9 po (1. 1. 24) 


则 式 (1. 1. 22) 可 表示 为 
| Ly Li C1 Ob 
La Lo …||lc |= 1b, (1. 1. 25) 


式 中 Lw 一 (nl 上 |x) 即 算 符 人 在 下 表象 中 的 矩阵 表示 的 元 素 . 算 符 在 以 自己 的 
本 征 态 为 基 矢 的 表象 中 ,显然 为 对 角 和 矩阵 . 如 ,二 二 , 则 


Fn 一 F, rm (1. 1. 26) 
对 角 元 即 算 符 的 本 征 值 . 算 符 会 可 以 表示 为 
F=f nn|= DF,ln) nl= DF,B, (1. 1. 27) 


一 |n)(n| 是 投影 算 符 ,这 称 为 算 符 的 谱 表 示 (spectral representation). 
1.1.4 量子 态 随时 间 的 演化 ,Schridinger 方程 , 定 态 


以 上 讨论 的 量子 态 ,都 是 指 某 一 时 刻 上 的 量子 态 而 言 ,尚未 涉及 量子 态 随时 间 
的 演化 . 量子 力学 的 另 一 条 基本 原理 , 即 量子 态 随时 间 的 演化 遵守 下 列 
Schrodinger 方程 


流 信 |y(D)) 一 Hly(2)) (1. 1. 28) 
五 是 给 定 体系 的 Hamilton 算 符 . 由 于 上 式 是 含 时 间 一 次 导数 的 方程 ,根据 体系 的 


初始 (一 9) 状态 | 0)》, 原 则 上 可 以 把 以 后 任何 时 芭 的 量子 态 19(7 完 全 确定 
下 来 C~@. 

到 此 ,尚未 涉及 具体 表象 . 对 于 常用 的 坐标 表象 , 设 粒 子 (质量 为 m) 处 于 势 场 
定 域 势 V(r) 中 , 则 Schr6dinger 方程 (1. 1. 28) 表 示 成 


© W. H. Zurek, Physics Today, Oct. , 1991, p. 36~44, “States of quantum systems evolve accord- 
ing to the deterministic linear Schrodinger equation,，i 方 亲 | y=H | y). That is, just as in classical me- 


chanics, given the initial state of the system and its Hamiltonian H, one can compute the state at arbitrary 
time. This deterministic evolution of | J has been verified in carefully controlled experiments. ” 

©® J. Maddox, Nature, 362 (1993), 693,"... the Schrodinger equation is perfectly deterministic 
equation exactly comparable to the equation of motion of a classical mechanical system,....” 

©® P. A. M Dirac, The Principles of Quantum Mechanics, 3rd. ed. 1947, 27 节 , p. 108, “When one 
makes an observation on the dynamical system, the state of the system gets changed in an unpredictable way， 
but in between observations causality applies, in quantum mechanics as in classical mechanics, and the system 


is governed by equations of motion which make the state at one time determine the staic at a later time.” 


90. 


9 二 下 二 让: 
法人 gr,) 一 |[ 2 V+ VC) JyCrst) (1. 1. 29) 


在 一 般 情况 下 , 式 (1.1.28) 的 求解 比较 困难 . 当 五 不 显 含 上 的 情况 ， 
式 (1. 1. 28) 的 解 可 形式 上 表示 成 
1 = eB | gC0)) (1. 1. 30) 
若 采用 能 量 表象 , 即 以 包括 互 在 内 的 一 0 和 二 人 由 
表象 


Hly,) = E,|y,) (1.1.31) 
设 
1WO0))》 = 2)C, 1y,) Ci 
则 按 式 (1. 1. 30) " 
19 =eB | yg(0)) 一 2C， EB | g,) (1. 1. 33) 


式 中 C, 由 初 态 完全 确定 ,C, 一 《ys1yC0)). 
如 体系 初 态 是 某 一 个 能 量 本 征 态 . 例如 | WO0) 一 | 大》, 即 C 二 6%, 则 
100)) = eB | yi) (1.1. 34) 
这 种 特殊 的 状态 , 称 为 定 态 (stationary state). 当 体系 处 于 定 态 时 ,有 一 系列 重要 
的 特征 . 首先 ,测量 体系 的 能 量 时 ,所 得 结果 是 完全 确切 的 , 即 与 初始 时 刻 的 能 量 相 
同 ( 能 量 守恒 ) ,这 是 体系 的 时 间 均 匀 性 的 表现 . 此 外 , 定 态 还 有 下 列 一 些 特点 :粒子 
的 空间 概率 分 布 密度 和 流 密度 都 不 随时 间 改 变 , 因为 
pr = | gr,2)|? = [yr,0)|? = plr,0) (1. 1. 35) 


jr,t) 一 妆 [y* (r,t) VOCrt) — yr,t) Vy’ r,t)] 


一 一 起 [y* (7,0) VyCr,0) — Ylr,0) VY’ Cr,0)] 


=j(r,0) (1. I 36) . 
还 可 以 证 明 ,在 定 态 下 ,任何 力学 量 ( 不 显 含 t, 但 不 一 定 为 守恒 量 ) 的 平均 值 和 测 
值 的 概率 分 布 都 不 随时 间 改 变 . 
量子 力学 中 ,还 习惯 引进 一 个 含 时 乏 正 变 换 来 描述 量子 态 随时 间 的 演化 . 令 
10)) = UGC,0)|yC0))» (1. 1. 37) 
代入 式 (1. 1. 28) ,得 
这 Ut,0) wo = HUG,0) 1y(0)) 
由 于 |yC0)) 是 任意 的 ,所 以 
访 了 DG;0) = HU(G:,0) (1. 1. 38) 


U(z,0) 称 为 量子 态 随 时 间 演 化 的 算 符 . 上 式 的 厄 米 共 斩 式 为 
。 10 。 


一 让 于 Dr (1,0) 一 UHF (4,0) H+ (1. 1. 39) 
利用 有 H* == 及 ( 厄 米 算 符 ),U+。(1.1. 38) 一 (1.1.39)*U, 可 得 出 


EA (#,0U(C,0)] =0 (1. 1. 40) 
考虑 到 初 条 件 U(0,0) 王 1, 所 以 
Ut GOUG,0) =1 (1.1.41) 


即 U(z,0) 为 么 正 算 符 , 这 是 概率 守恒 的 表现 . 
对 于 五 不 显 含 t 的 情况 , 式 (1. 1. 38) 的 解 为 
U(#,0) = er 放大 (1. 1. 42) 
相应 于 式 (1. 1. 30). 


1.1.5 对 Bohr 互补 性 原理 的 理解 


通常 人 们 所 说 的 “量子 力学 的 哥本哈根 诠释 ”(Copenhagen interpretation) 的 
两 大 支柱 就 是 Heisenberg 的 不 确定 度 原 理 (uncertainty principle) 和 Bohr 的 互补 
性 原理 (complementarity principle). 它们 构成 了 正统 的 量子 力学 理论 的 物理 诠释 
的 基础 . 哥本哈根 学 派 的 代表 人 物 是 Bohr、Heisenberg、Pauli 等 人 . 在 量子 力学 基 
本 概念 和 物理 诠释 的 长 期 争论 中 ?~® ,他 们 坚持 Born 的 波 函 数 的 统计 诠释 , 即 把 
微观 粒子 呈现 出 的 波动 性 理解 为 “概率 波 ”(probability wave), 而 不 同意 
Schr6dinger、de Broglie 的 “把 物质 归结 为 纯粹 波动 现象 ”的 观点 ,也 不 赞成 Ein- 
stein 等 人 坚持 的 经 典 力学 中 的 决定 论 性 (deterministic) 描 述 的 观点 ( 即 “ 上 帝 并 不 
掷 仍 子 ). 

“在 Bohr 的 著作 中 , 找 不 到 关于 互补 性 概念 的 明白 和 严格 的 定义 >[@，,p. 
143]“ 这 不 可 避免 使 一 些 物理 学 家 和 哲学 家 责难 他 的 思想 含混 和 上 隐 涩 . ”实际 上 这 
有 多 方面 的 因素 . Bohr 一 向 以 科学 上 严谨 作风 著称 ,他 有 自己 的 风格 .“ 在 与 人 交 
谈 时 ,他 的 思想 表述 清晰 而 直截了当 , 颇 令 人 信服 . 但 在 他 写作 时 , 却 更 注重 词义 的 
细微 差异 , 逐 字 推荐 . ”此 外 ,量子 力学 的 基本 概念 与 日 常生 活 经 验 是 如 此 格格 不 


® P. Robertson, The Early Years, The Niels Bohr Institute, 1921~1930 (Akademisk Forlag, Co- 
penhagen，1979); 中 译本 , 杨 福 家 , 卓 益 忠 , 曾 谨 言 《 玻 尔 研究 所 的 早年 岁月 》, 科 学 出 版 社 ,北京 ,1985, 对 此 
有 较 详 细 和 真实 的 评述 . i 

©® N. Bohr, Atomic Theory and the Description of Nature (Cambridge University Press, 1922). 

图 N. Bohr, in Albert-Finstein: Philosopher-Scientist (ed. P. A. Schilpp, Library of Living Philoso- 
phers, Evanston, 1949). 

图 W. Heisenberg, The Physical Principles of Quantum Theory (University of Chicago Press, Chica- 
go，1930) ;中 译本 , 王 正 行 , 李 绍 先 , 张 钴 ,《 量 子 论 的 物理 原理 》, 科 学 出 版 社 ,北京 ,1983. 

@ ”我 们 注意 到 ,Bohr 与 Heisenberg 的 观点 ,在 早期 是 有 所 差异 的 0. 最 初 , Heisenberg“ 不 愿意 承认 波 
动 概念 有 什么 重要 性 ”,“ 波 动力 学 只 不 过 是 一 个 有 用 的 数学 工具 ”, 而 Bohr 认为 “波动 概念 必须 与 粒子 概念 
一 道 纳入 量子 理论 的 基本 假设 之 中 ”. 
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入, 要 彻底 了 解 它们 是 极其 困难 的 ,可 能 还 需要 更 长 期 的 科学 实验 ,人 们 才能 更 清 
楚 地 理解 和 表述 它们 . 最 近 一 些 年 来 量子 力学 的 新 进展 也 说 明了 这 一 点 了. 

Bohr 认为 :“ 波 动 与 粒子 描述 是 两 个 理想 的 经 典 概 念 ,每 一 个 概念 都 有 一 个 有 
限 的 适用 范围 . 在 特定 的 物理 现象 的 实验 探讨 中 ,辐射 (radiation) 和 实物 (matter) 
均 可 展现 其 波动 性 或 粒子 性 . 但 这 两 种 理想 的 描绘 中 的 任何 单独 一 个 ,都 不 能 对 所 
涉及 的 现象 给 出 完整 的 说 明 . ”换言之 ,这 两 种 描绘 中 任何 单独 一 个 都 是 不 充分 的 . 
尽管 它们 彼此 不 相 容 ,但 为 了 说 明 所 有 可 能 的 实验 现象 ,又 都 是 必需 的 . 为 了 表达 
这 种 彼此 不 相 容 又 都 是 必要 的 逻辑 关系 ,Bohr 提出 了 “互补 性 ”(complementarity) 
这 个 术语 . 

从 近年 来 量子 力学 的 最 新 进展 来 看 ,除了 Bohr 强调 过 的 波动 -粒子 两 象 性 这 
一 对 互补 性 概念 之 外 ,互补 性 原理 更 深刻 的 含义 还 有 待 探 讨 . 例如 ,连续 性 (conti- 
nuity) 与 离散 性 (discreteness) 在 量子 力学 中 是 并 存 的 ,两 者 缺 一 不 可 . 例如 ,体系 
的 能 量 本 征 值 , 对 于 束缚 态 是 离散 的 ,而 对 于 非 束缚 态 则 是 连续 的 . 切 不 可 误 认 为 
量子 力学 中 所 有 力学 量 都 是 量子 化 的 . 又 如 概率 性 (probabilistic) 描 述 与 决定 论 性 
(deterministic) 描 述 ,在 量子 力学 中 也 是 并 存 的 . 当 体 系 处 于 某 力学 量 的 本 征 态 
(如 能 量 本 征 态 , 即 定 态 ) 时 ,对 该 力学 量 的 测量 结果 的 描述 ,是 决定 论 性 的 ,而 对 其 
. 他 力学 量 的 测量 结果 的 描述 , 则 一 般 是 概率 性 的 . 因此 , 切 不 可 误 认 为 量子 力学 对 
自然 现象 的 描述 都 是 概率 性 的 . 

作者 认为 ,Bohr 的 互补 性 原理 的 深刻 内 涵 , 并 不 是 所 有 的 人 都 已 充分 认识 到 . 
这 表现 在 关于 量子 力学 基本 概念 和 原理 的 诠释 的 长 期 争论 中 . 作者 相信 ,在 人 类 对 
于 微观 世界 认识 的 进一步 发 展 中 ,互补 性 原理 的 重要 性 会 被 人 们 逐步 理解 . 


1.2 密度 矩阵 


按 1.1 节 的 讨论 ,一 个 体系 的 量子 态 ,用 Hilbert 空间 中 的 一 个 矢量 (方向 ) 
来 描述 , 记 为 | 从. 体系 的 一 组 对 易 力学 量 完全 集 ,例如 ,下 的 共同 本 征 态 如， 
y= 二 Fy,, 则 记 为 | 如) ,或 简 记 为 |n) ,n 代表 一 组 完备 的 量子 数 ( 设 取 离 散 值 ). 
以 1n) 为 基 矢 的 表象 , 称 为 下 表象 . 这 一 组 基 矢 的 完备 性 表现 为 


Dn = DP,=1 (1. 2.1) 
P, 二 |n) (nn| 是 沿 基 矢 |n) 方 向 的 投影 算 符 ,满足 
Pt = P,, PP = Pm (1. 2. 2) 
体系 的 任何 一 个 量子 态 |y) 都 可 用 这 一 组 完备 基 展 开 
[WD = 5 naly) = DI PNy) = DC ln) (1. 2. 3) 


@ 见 p.1 所 引 S. Diirr, et al ，Nature,395(1998)，33. 
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态 矢 | 分 经 过 投影 算 符 P,= | >? (=| 的 运算 后 , 变 成 C, 1n),C, 二 《nly) 描 述 相 应 的 
分 量 的 大 小 及 相位 . 
利用 投影 算 符 P, 二 |n)《n| , 算 符 上 可 以 表示 成 (站 的 谱 表示 ) 

FR = Flz)(n| (1.2.4) 
下 面 对 投 影 算 符 概 念 进行 推广 ,定义 与 量子 态 | 内 相应 的 投影 算 符 o 一 | 力 《y| , 称 
为 与 量子 态 | 消 相 应 的 密度 算 符 0@. 它 可 以 作为 量子 态 的 另 一 种 描述 方式 . 对 于 纯 
态 | ,这 两 种 描述 方式 是 等 价 的 ( 见 1. 2. 1 节 ). 但 对 于 不 能 用 一 个 波 函 数 yj 来 描 
述 的 混合 态 ,就 需要 用 密度 算 符 来 描述 (其 定义 见 1. 2. 2 节 ). 


1.2.1 密度 算 符 与 密度 矩阵 


考虑 到 随时 间 的 演化 ,量子 态 记 为 | yQ)), 设 已 归 一 化 ,yy(2) |1y(2))==1. 定义 
与 1y(2)) 相 应 的 密度 算 符 


pO = | UDC | (1. 2. 5) 
按 此 定义 ,显然 

p=p (1. 2. 6) 

P=p (1. 2.7) 


如 采用 一 个 具体 表象 (离散 ) ,例如 下 表象 , 则 与 量子 态 1y(z)) 相 应 的 密度 算 
符 , 可 表 成 如 下 矩阵 形式 , 称 为 密度 矩阵 
pw (GD 一 (ap(b172 过 
=n|gy Dg 1n) = C,0)C; 0) 
其 对 角 元 为 
pm) = |C.0|:= |(nly))|:>0 (1. 2.9) 
是 | 办 态 下 测量 下 得 到 FF 值 的 概率 ,也 是 投影 算 符 P, 在 |y) 态 下 的 平均 值 . 由 
1%(o 7》 的 归 一 化 条 件 , 可 得 密度 矩阵 的 对 角 元 之 和 为 1. 


tro= D1C,.00)|:=1 (1. 2. 10) 
密度 算 符 p 还 可 以 表示 成 
6 一 |WD)(0CD | 一 之 [nD nlg 0)) yg) ny | 


一 之 C， (CC3 (2) |n) (| 一 Dom (2) |n) tn | (1.2.11) 
从 式 (1. 2. 8) 可 以 看 出 ， 如 pw 二 0, 则 CC 一 0 或 C 二 0, 二 者 必 居 其 一. 而 内 4 当 Cu, 和 


© L.D. Landau, Zeit. Phys., 45(1927),430. 
©® J. von Neumann, Mathematische Grundlagen der Quanten Mechanik (Berlin, Julius Springer, 
1931); 英 译本 Mathematical Foundation of Quantum Mechanics (Princeton Univ, Press, Princeton, 1955). 
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Cx 均 不 为 0 时 ,pm' 才 不 为 0. 所 以 ,与 量子 态 1y) 相 应 的 密度 矩阵 的 矩阵 元 ow 出现 
(不 为 0) 时 ,量子 态 |y) 中 必 含有 |n) 和 |n ) 态 的 成 分 . pm 的 值 与 1n) 和 |n ) 态 在 
| 办 态 中 出 现 的 概率 和 相对 相位 都 有 关 . 如 | 内 就 是 六 的 某 一 个 本 征 态 1k), 则 
pm 二 《nlk)Ck|n ) 二 6m 5x 二 5m 6x, 它 是 一 个 对 角 和 矩阵 ,而 且 对 角 元 中 只 有 一 个 元 
素 pu 不 为 0Cpu = 二 1)( 见 后 面 的 例 1). 

其 次 ,讨论 力学 量 的 平均 值 如 何 用 密度 矩阵 来 计算 . 在 |1y) 态 下 ,力学 量 G 的 
平均 值 为 

(GO =ylG1y) = 2 (yln) nlGln’) en ly) 


>7CYGwCv > omGmw 


一 2)(oG)m = 2) (Gp)m 
所 以 
(G) = tr(pG) = tr(Gp) (1. 2. 12) 
特例 ”对 于 G= 下 情况 ,Gw 一 6w,《G) 二 (F) 二 2) 1C,|?F; .测量 下 时 ,得 
下 , 值 的 概率 为 
P(F,) =tr(Pxp) =tr(oP,) = | Co (1. 2. 13) 
式 中 P, 二 |n) (n| ,因为 [利用 式 (1. 2. 1)] 
tr(pP) =tr[ 27CuCz In') bn In) bn|] 


=t[ 2)CrC; |2 Cn|] 


=2)CiC? tLln) nl]= 1C,|? (1. 2. 14) 
最 后 讨论 密度 算 符 p() 随 时 间 的 演化 . 这 需要 借助 Schrodinger 方程 
访 兄 1%(D》 一 五 |4CD》 (1.2.15) . 
由 此 ,可 得 
dpc = WD) yen 1 十 1WD) 2g)| 
= yn1+t yD) yD 1 
一 亩 [Hp(D 一 p(DH] 
所 以 ? 


@ 注意 比较 ,一 个 力学 量 下 (在 Heisenberg 表象 中 ) 随 时 间 的 演化 遵守 下 列 方程 
dv _ 1 9aF 
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p02) 一 去 [HoCD] (1. 2. 16) 


如 选择 一 个 具体 的 离散 表象 , 则 上 式 表述 成 一 个 矩阵 方程 . 特别 是 ,如 选择 能 
量 表象 , 即 以 五 本 征 态 |=” ?为 基 矢 的 表象 (五 lz) 一 为 |,? 为 一 组 量子 数 完全 
集 ), 则 


是 pw (CD = BE, — Er)pw C2 


因而 
pr’ (t) = pm (0)e wm 
= (E, — Ex /大 (1. 2. 18) 
即 非 对 角 元 ow C2) (nn ) 以 入 频率 wm 振荡 ,而 对 角 元 则 不 随时 间 变 化 . 
讨论 
”在 坐标 表象 中 ,密度 算 符 po 一 | 分 人 | 的 "矩阵 元 "可 表示 成 
prsr) = (rlolr) = (ry Yr = (ry) (1. 2. 19) 
其 “对 角 元 ”为 
oCrr) = Y* (Yr) (1. 2. 20) 
即 粒子 在 坐标 空间 的 概率 密度 . 为 以 后 方便 ,有 时 把 它 记 为 WCr) = 二 yg* (CrVCr) 
=|(rlyg) |7. 
与 此 类 似 ,在 动量 表象 中 ,密度 “矩阵 ”可 表示 成 ; 
ppsp)= (ply (ylp’) = $* (p) yp) (1. 2. 21) 


式 中 8(p) 二 (p19).“ 对 角 元 ”为 
pp»p) = (ply) (ylp) = 8* (p) gCp) (1. 2. 22) 


以 后 记 为 Wp)= 二 $* (p)g(p)= | (ply) |2. 


思考 题 1 对 于 一 个 无 自 旋 的 粒子 , 当 给 定 W(r) 之 后 ,其 量子 态 是 否 确 定 ? 当 给 定 Wp) 
之 后 ,量子 态 是 否 确定 ? 当 W(r) 和 W(p) 都 给 定 后 ,量子 态 是 否 可 以 确定 下 来 ? 试 举例 以 说 
明 . 并 对 你 的 回答 进一步 思考 ,其 更 深层 次 的 原因 是 什么 ?D8® (提示 :联系 量子 态 的 相位 问 
题 ) 

思考 题 2 ”考虑 如 下 算 符 ( 为 粒子 质量 ) 


人 一 过 [Prlp 二 plr)rl]= 寺 [PCDp 十 PP(D] (1. 2. 23) 
求 它 在 量子 态 | 消 下 的 平均 值 . 
答 ， 
glR 1D 一 这 [WPD WD -HD VD] 一 jn (1.2.24) 


® W. Pauli, General Principles of Quantum Mechanics(Springer, Berlin, 1980), ，p. 17. 
© W.Gale, E. Guth and G. T. Trammel, Phys Rev., 165(1968), 1434. 


。15。 


即 粒 子 的 流 密度 . 
例 1 (1) 求 电子 自 施 0 二 土 1 的 本 征 态 在 Pauli 表象 (a 表象 ) 中 的 密度 矩阵 .2) 进 而 求 
它 在 a 表象 中 的 密度 矩阵 . 
答 :(]) 在 o. 表象 中 , 基 矢 记 为 | 个 ) 一 Cm a () ,分 别 为 二 土 1 的 本 征 态 . 而 a 
二 土 1 的 本 征 态 记 为 


| 一 一 去 (1)， -直人 (_) (1. 2. 25) 
由 此 不 难 求 出 ,o = 二 十 1 和 6o== 一 1 的 本 征 态 相 应 的 密度 矩阵 分 别 为 
] /1 1 A sl 

o= 去 ( 小 o= 去 (_， 二 (1. 2. 26) 


例如 ,0 二 十 1 的 本 征 态 相应 的 密度 矩阵 的 矩阵 元 ao 二 《个 | 一 ) (一 | 个 ) 一 (1IMW3)CIMW2) 一 
1/2, 等 等 .上 式 中 对 角 元 pw 一 pu 一 1/2, 表 示 在 a, 二 十 1( 或 一 1) 的 本 征 态 下 ,测量 6 得 一 十 1 
(或 = 一 1) 的 概率 均 为 1/2. 非 对 角 元 pi 和 po 不 为 0, 表 示 在 6 一 十 1( 或 一 1) 态 下 ,测量 6 
时 ,一 士 1 的 概率 都 不 为 0. 事实 上 


1 1 
ee ss >”)，| < 一 产 (| 个 ) 一 | yy) (1. 2. 27) 
| 一 = 站 人 + 一 直 ( 人 -1 


它们 分 别 是 c= 土 1 的 本 征 态 的 相干 琶 加 (等 权重 ,但 相对 相位 不 同 !). 
(2)cu 表象 ->o: 表象 的 么 正 变换 矩阵 为 “ 
(一 | 人》 (一 yy 1/-1 1 
S= 一 二 (1. 2. 28) 
| 语 人 1 2 
道 变 换 为 


es 


Wn | 1 
y=) (| 一 v2、 1 一 ! 
容易 验证 SS+ 一 1. 因此 ,ao 三 十 1 的 本 征 态 | 一 ,在 o 表象 中 的 密度 矩阵 为 


1 1 1 0 
s 二 ( ]s*=( ) (1. 2. 30) 
2\1 1 0 0 


即 只 有 对 角 元 中 的 一 个 元 素 (oa 二 1) 不 为 0. 容易 验证 ,pz 二 p,tro==1,pt 二 p. 
例 2 电子 自 旋 :一 元 ag 沿 空间 方向 n(sin 0 cos pg，sin 0 sin p，cos 9) 的 分 量 go*n( 采 用 
Pauli 表象 ) 的 矩阵 表示 为 


一 S 一 S (1. 2. 29) 
) 


ingeri 
ne ( 0 ) (1.2. 31) 
singe? ”一 cosO 
它 的 本 征 态 为 
cos Ge ip/2 sin ein 
| = 1) = ， |6 = 一 1) = (1. 2. 32) 
sin om 一 cos er 
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不 难 证 明 它们 相应 的 投影 算 符 分 别 为 


cos? 妆 sin cos er 

pm =1)=|6=1(0=1|= 
0 0 ip in2 -和 
sin -cos -2 e sin: 
sin2 区 一 Sin gos Ger 

(om =—1) = |6, = 一 1)(o =—1|= 

sn Ges cos: 0 

2 2 2 

(1. 2. 33) 


当 0=x/2,g 王 0 时 ,上 式 回 到 例 1 式 (1. 2. 26). 不 难 验证 算 符 
on=|o=1(0=1|—|6 =—1)(6, =—1| (1. 2. 34) 
可 证 明 ,在 | 6 二 1) 态 下 , 0) 二 n, 即 
(gz) =tr(poz) = sin 0 cosg 
(0y) 一 tr(ooy) 一 Sin 0 sing 
(gz) 一 tr(Goox) = cos 0 (1. 2. 35) 
例 3 求 自 旋 为 /2 的 粒子 的 极 化 矢量 . 
可 以 证 明 , 任 何 2X2 和 矩阵 都 可 以 表示 成 Pauli 矩阵 oj .ov .os 和 2X2 单位 矩阵 的 某 种 线性 
又 加 . 因此 ,与 自 旋 态 | 必 相 应 的 密度 和 矩阵 总 可 表示 成 如 下 形式 : 
p=awlIta*o (1. 2. 36) 
式 中 a 与 a 待定 .上 式 求 迹 ( 求 对 角 元 之 和 ) ,tro 二 24o 二 1, 所 以 6 二 1/2. 上 式 乘 c (i 二 xz, y,z)， 


分 别 求 迹 , 得 trCpo;) 二 《6;) 一 2@i ,所 以 4 一 去 《0;), 即 co 一 十 (o. 
定义 | 办 态 下 粒子 的 极 化 矢量 


P= (0) = (ylo ly) (1. 2. 37) 
则 密度 矩阵 可 表示 成 
po 一 南 (I 十 Pa (1. 2. 38) 
例如 ,相应 于 6 二 1 的 本 征 态 [ 见 式 (1. 2. 32)], 利 用 式 (1. 2. 31) ,可 求 出 
ee cos? 区 sin cos Ge” 
pC0,9) = 
; sin -FCOs Gor sin? 


与 式 (1. 2. 33) 相 同 . 
设 粒 子 自 旋 在 空间 指向 完全 无 规 ( 各 方向 等 概率 ) ,; 则 密度 矩阵 可 表示 成 


1 
p= 二 [oc0,'Wd0 (1. 2. 39) 
利用 式 (1. 2. 33) ,可 求 出 
1/ NN_ 1 
o 一 了 ( 1)= $1 (1. 2. 40) 


与 式 (1. 2. 38) 中 P=0 的 情况 相同 . 注意 , 按 式 (1. 2. 40) ,好 天 o. 这 似乎 违反 了 密度 矩阵 的 一 般 
性 质 [ 见 式 (1. 2. 7)]. 实则 不 然 , 式 (1. 2.7)p 二 p 只 对 一 个 纯 态 成 立 ,而 用 式 (1. 2. 40) 描 述 的 态 
. 17 二 


(粒子 已 是 等 概率 处 于 沿 任何 方向 极 化 的 状态 ) ,是 一 个 混合 态 ( 见 1. 2. 2 节 ). 
1.2.2 混合 态 的 密度 矩阵 


有 的 实验 装置 中 制备 出 来 的 体系 ,并 不 处 于 一 个 纯 态 ( 即 并 非 某 一 组 力学 量 完 

全 集 的 共同 本 征 态 ). 例如 ,从 温度 为 工 的 炉子 中 蒸发 出 来 的 原子 , 自然 光源 发 出 

的 非 偏振 光 等 . 这 样 制备 出 来 的 体系 的 量子 态 ,不 能 用 单纯 的 一 个 波 函数 来 描述 . 

人 们 对 这 种 状态 下 的 量子 体系 ,能 了 解 到 的 信息 是 不 完备 的 . 如 何 去 建 立 一 种 理论 

形式 以 给 出 该 体系 尽 可 能 多 的 信息 ?为 此 ,需要 推广 上 面 讨论 过 的 密度 算 符 的 

设 | (i 二 1, 2, 3, …) 表示 力学 量 完全 集 工 的 正 交 归 一 的 共同 本 征 态 ， 

>, [gi) |==1. 设 t 时 刻 体系 处 于 |y;) 态 的 概率 为 Pi(0ZPpi1l, Dps 一 1)， 
即 处 于 一 系列 纯 态 的 某 种 统计 混合 态 . 混合 态 的 密度 算 符 定义 如 下 ， 

p= 2 pr gn) 二 pro: (1. 2. 41) 

式 中 pi 二 1g) 《qi | 是 与 纯 态 1y;) 相 应 的 密度 算 符 . 不 难 证 明 , 这 种 推广 了 的 密度 算 

符 , 除 pz 二 p 不 再 成 立 之 外 ,具有 与 纯 态 相应 的 密度 算 符 相 同 的 如 下 一 些 性 质 [ 参 

阅 式 (1. 2. 6), (1. 2. 10) ,(1. 2. 16)]: 
太一 p (1. 2. 42) 


tro= Dpitro 一 >) 加 一 1 (1. 2. 43) 

gp 一 之 加 pt 一 击 忆 入 [Ho 
== 玄 [H, ppr] == 雷 [H,p] (1. 2. 44) 

k 
人 = pipr | gi) Ch | py Cp |= Dpipr | pa) Cg | Bi 
经 能 (1. 2. 45) 
一 > ) 力 和 | 加) 办 | 去 Dpilg (gr|=p (ph < pi) 
k 


上 式 中 的 等 式 只 在 纯 态 下 才 成 立 . 由 此 可 知 trp 1. 
在 用 p 描述 的 混合 态 下 ,力学 量 的 平均 值 公式 形式 上 也 不 变 [ 参 见 式 
(1. 2. 12)] ,例如 


(G) = > prilG 1p) = > pxtrColG) 
k k 


=tr( 2D) proiG)= tr(pG) (1. 2. 46) 
k 


在 以 力学 量 完全 集 下 的 本 征 态 |n)(F|n) 二 F,1n)) 为 基 矢 的 表象 中 ,p 表示 为 如 下 
密度 和 矩阵; 


。 1]18 。 


Om 一 > pinlgi) (gh In') = 2) pCtC ， 
5 x 


C= (nlgi) ,CY = (gln’) (1. 2. 47) 
其 对 角 元 为 
= DpilCt|:>0 (1. 2. 48) 
k 


1C:|? 是 在 纯 态 |y) 下 测量 下 得 到 下, 值 的 概率 . p,, 称 为 在 混合 态 下 量子 态 1n) 的 
布 居 (population) , 即 在 混合 态 下 测 得 体系 处 于 |n) 态 的 概率 . 非 对 角 元 ow 表征 在 
po 描述 的 混合 态 下 ,|n) 与 |n ) 的 相干 (coherence). 如 ow 一 0, 则 表示 在 此 混合 态 下 
1n) 与 | ) 态 不 相干 . 

如 所 取 表 象 下 一 工 , 则 Ct 二 66 ,而 ow 一 2 prdm di 二 加 3w ,p 就 是 对 角 和 矩 


阵 , 对 角 元 pw 二 pp,. 
如 下 为 能 量 表象 (力学 量 完全 集 内 包含 有 体系 的 不 含 时 Hamilton 量 )， 
Hl|n)=E, |n), 则 


pm (2) = ECE, — Es)pwm (2) (1. 2.49) 


所 以 
pm (有 = pan' Oe mt, war = (E,— Er)/f (1. 2. 50) 
即 非 对 角 元 ow C2) 以 角 频 率 ww 振荡 ,而 对 角 元 不 随时 间 变 化 pw (2) 二 pm (0). 
例 4 ”从 高 温 炉 蒸发 出 的 银 原子 ( 自 旋 友 /2) 的 自 旋 指 向 是 完全 无 规 的 , 即 等 概率 指向 空间 
各 方向 ,因此 其 密度 矩阵 表示 为 [ 见 式 (1. 2. 40)] 


加 3 一 十 (1. 2. 51) 
4 2\0 01/ 0 


值得 提 到 ,通过 不 同 的 制备 方式 得 到 的 混合 态 的 密度 矩阵 ,可 以 相同 . 例如 ,制备 出 的 电子 有 1/2 


概率 处 于 自 施 沿 = 方向 极 化 态 ( )) ,同时 有 1/2 概率 处 于 沿 一 = 方向 极 化 态 ( 1) , 则 密度 矩阵 为 
1 0 0 0 1 0 
= 去 (。 册 = 去 ( = 去: (1. 2. 52) 
与 式 (1. 2. 51) 相 同 . 按 例 3 的 讨论 ,处 在 这 种 密度 矩阵 描述 的 量子 态 下 ,粒子 自 旋 沿 任何 方向 的 
极 化 矢量 P=(@〉=0. 
应 该 强调 ,初学 者 由 于 对 波 函 数 的 统计 诠释 的 误解 ,可 能 把 纯 态 与 混合 态 概念 混淆 起 来 ,由 
此 而 得 出 错误 的 结论 . 如 把 处 于 | a 二 十 1) 的 本 征 态 


加 -+D= (,)- 寺 [去 (+ 二 (1)] 
| 1 十 |m =—1)] (1. 2. 53) 


的 电子 ,理解 为 已 有 1/2 概率 处 于 | c = 二 1) 态 ,同时 已 有 1/2 概率 处 于 | 6 一 一 1) 态 (这 是 
。19。 


式 (1.2. 52) 密 度 矩 阵 p 一 去 了 所 示 的 混合 态 ). 如 按 此 观点 , 则 处 于 | 一 十 1) 态 和 | 一 一 1) 态 下 


[二 = 于 -= 主 [(o)+ (1)]=A#rls 二 


ey = 去 [(。)- ()]-= 志 [ls =-+1) 一 | =-1D] (1.2.54) 

的 电子 ,也 都 已 有 1/2 概率 处 于 |6 二 一 1) 态 . 这 样 , 按 式 (1. 2.53) 与 (1.2.54) 和 上 述 分 析 , 在 
1a. 一 十 1) 态 [ 见 式 (1. 2. 53)] 的 电子 就 有 雪 ， 志 十 雪 ， 均一 去 概率 处 于 |o. 一 一 1) 态 . 这 当然 
是 十 分 荡 雇 的 . 出 现 此 错误 结论 的 原因 是 对 波 函 数 统计 诠释 的 误解 . 在 | 6 二 十 1) 态 下 [ 见 式 
(1. 2.53)], 可 以 把 它 展开 成 | 6 二 十 1) 和 |6 二 一 1) 态 的 秋 加 , 羡 加 系数 的 模 方 , 按 波 函数 的 统 
计 诠 释 ,分 别 代 表 测 量 oj 得 到 c- 王 十 1 和 os 二 一 1 的 概率 的 一 种 预期 (expectation) ,所 预言 的 概 
率 是 潜在 的 (potential) ,不 能 误 认为 在 | o. 二 十 1) 态 下 ,已 经 分 别 有 1/2 概率 处 于 | 6 一 十 1) 和 
16 二 一 1) 态 [后 一 情况 正 是 式 (1. 2. 51) 所 示 密 度 和 矩阵 所 示 的 混合 态 ]. 

例 5 ”Bloch 球 . 

在 例 3 中 ,给 出 了 自 旋 为 1/2 的 粒子 的 自 旋 态 的 密度 矩阵 的 一 般 形式 


p(P) 一 于 CL 十 5 也) (1. 2. 55) 


式 中 P=tr(pg)==(@) 表 征 体系 的 极 化 度 (polarization). 对 于 自 旋 指 向 空间 方向 nCsin 0 cos p, sin 0 
sing, cos9) 的 完全 极 化 态 ( 例 2) ,可 以 证 明 (@》 二 n, 因 此 相应 的 密度 矩阵 为 (P=n, | P| 一 1) 


om 一 去 (1 十 go: (1. 2. 56) 
而 对 于 自 旋 指向 完全 无 规 的 自 旋 态 ( 见 例 4) ,P= 〈@) 二 0, 因 而 密度 矩阵 为 
p 一 去 I (1. 2. 57) 


它 是 一 个 完全 不 极 化 的 混合 态 . 
在 一 般 情况 下 ,密度 矩阵 式 (1. 2. 55) 中 
二 
人 ) 


P= 二 
MAP Tap ip, 1_P, 


(1. 2. 58) 


detp(P) 一 十 (1 一 PP). 考虑 到 密度 甜 阵 具有 非 负 本 征 值 的 特征 ,detp 之 0, 可 知 0<| P| <1, 即 矢 


量 忆 处 于 半径 为 |P|==1 的 球 ( 称 为 Bloch 球 ) 面 上 或 球 内 部 . | P| 表征 极 化 度 ,完全 极 化 态 
| 了 | =1, 是 一 个 纯 态 . 部 分 极 化 (| P| 二 1) 以 及 完全 不 极 化 (P= 二 0) 的 态 则 为 混合 态 . 
例 6 与 大 热源 达到 平衡 ,温度 为 工 的 体系 (正则 系 综 ), 处 于 非 纯 态 ,用 密度 算 符 

p= 才 e* (1. 2. 59) 
描述 ,8 一 1/kT,k 为 Boltzmann 常量 , 瑟 为 Hamilton 算 符 ,Z= 二 tr(e 89) 称 为 配 分 函数 (partition 
function). 在 能 量 表象 中 ( 基 矢 |n), 瑞 |n)== 忆 , |n)) ,密度 矩阵 为 

pm 一 去 本 So 
. 20 . 


Z= > ep (1. 2. 60) 


以 谐振 子 为 例 , 羽 一 Cn 十 去)hiwsn 一 0,1,2,… 


Z= De ~ Eth/? (1 — eB )1 (1. 2. 61) 
谐振 子 处 于 EE, 能 级 的 概率 为 | 
P(E,) =tr(pP,) 一 去 te |n) dn|) 
一 去 et trC|n)n|) = 却 e (1. 2. 62) 


所 以 能 量 平 均值 为 
(E) —tr(pH) = DP(E)E, = 均 DemmE, —— 均 多 


a 1 1 
一 一 六 mnZ 一 名 ( 互 上 本 (1. 2. 63) 
可 以 看 出 , 当 T>oo(B>0) 时 ,《E) 一 十 二 kT, 与 经 典 统计 (Boltzmann 统计 ) 给 出 的 结果 相同 . 相 


B 
反 , 在 低温 极限 >0CB8->co) 下 ,《E) 二 fiw/2, 即 所 有 谐振 子 在 低温 极限 下 ,都 倾向 于 布 居 在 基 
态 上 . 


1.2.3 复合 体系 的 子 体系 , 约 化 密度 矩阵 


量子 力学 中 描述 一 个 体系 的 量子 态 及 其 随时 间 的 演化 ,通常 假定 了 它 是 一 个 
孤立 体系 ,与 外 界 环境 (包括 测量 装置 ) 完 全 隔离 . 但 这 只 是 一 种 近似 . 实际 上 人 们 
所 研究 的 体系 总 是 一 个 更 大 的 体系 的 一 个 小 部 分 ( 子 体系 ). 当 人 们 的 注意 力 局 限 
于 那个 子 体系 (而 对 其 余部 分 无 兴趣 ) 时 ,对 于 子 体系 的 量子 态 的 描述 ,就 会 出 现 新 
的 特性 . 如 不 加 以 区 分 ,就 会 导致 各 种 各 样 的 困惑 . 

从 量子 力学 理论 上 来 讲 ,对 于 一 个 多 自由 度 的 体系 ,如 只 测量 与 它 的 部 分 自由 


子 体系 的 力学 量 进行 观测 ,也 是 一 个 不 完全 测量 ,在 此 情况 下 ,为 了 描述 子 体系 的 
量子 态 , 例 如 ,计算 子 体系 的 某 个 可 观测 量 的 平均 值 , 就 需要 引进 约 化 密度 矩阵 


(reduced density matrix) ©. 

考虑 复合 体系 A 十 B. 设 |i)4 构成 子 体系 A 的 量子 态 的 一 组 完全 集 , | jy)s 构 
成 子 体系 B 的 量子 态 的 一 组 完全 集 , 则 |i)a@|p)s 三 |i7a ly)s 三 |isyp)(|i)4 与 
Ix)s 的 直 积 ) 构 成 复合 体系 A 十 B 的 量子 态 的 一 组 完备 基 ( 称 为 直 积 态 表象 ,或 非 


@ 例如 ,参阅 C. D. Cantrell and M. O. Scully, Physics Reports. 43(1978)499, The EPR Paradox re- 
visited. M. O. Scully and M. S. Zubairy, Quantum Optics, chap. 18, p. 508~513 (Cambridge Univ. 
Press, 1997, Cambridge, UK). 


。2] 。 


耦合 表象 )9, 即 (4 十 B) 体 系 的 任何 一 个 量子 态 总 可 以 表 成 这 一 组 完备 基 的 线性 
靶 加 


[Wa = DasliValp)s, ya 一 1 (1. 2. 64) 
订 妈 
相应 的 密度 矩阵 为 
pma = | pm ss (pI = Dajar ia ly alj|aly| (1. 2. 65) 


jy 


对 于 复合 体系 (A 十 B) 来 讲 ,这 是 一 个 纯 态 . 
设 Q 是 子 体系 A 的 一 个 可 观测 量 (只 依赖 于 A 的 动力 学 变量 ). 在 把 A 看 成 

复合 体系 (A 十 B) 的 一 个 子 体系 时 ,这 个 可 观测 量 可 以 表示 成 Q 一 Qa@Ts,1s 为 单 

位 算 符 , 作 用 于 子 体系 B 的 量子 态 空间 . 在 |y) 久 态 下 Qa 的 平均 值 ,可 如 下 计算 


(Q) = trap (papQ) (1. 2. 66) 
在 非 耦合 表象 中 ， 
(Q) = (| Qa QQ Pa 
一 ‘ilatvlQs ® Is Dav di)a lp (1. 2. 67) 
= adar AKJ [Qa |i)a 
jp 
它 可 以 表示 成 @ 
(Q) = tra (pxQ4) (1. 2. 68) 
pa 一 Parva |i)a lj|= tra(pss) (1. 2. 69) 


pa 二 tra (ps) 称 为 约 化 密度 矩阵 . 利用 oa 来 计算 (Qa) 时 ,只 需 用 式 (1. 2. 68), 即 
(Qa)=tr(paQAa). 
约 化 密度 矩阵 os 具有 如 下 一 些 性 质 @ ， 


@ ”应 特别 强调 ,CA 十 B) 体 系 的 量子 态 一 般 不 能 表示 成 简单 的 一 个 直 积 态 | ?4 |w?B, 只 能 用 这 组 非 耦 合 
表象 ( 直 积 态 表象 ) 的 基 矢 来 展开 ,如 式 (1. 2. 64) 所 示 . 复合 体系 的 一 个 无 论 如 何 都 不 能 表示 成 一 个 直 积 形式 的 


oe 


0 0。 。 


© trp(p4B) = trB |y)anap‘y| 一 2 | > va 攻 ai |iDa [up adjlall| | VB 
A jo 
二 2》)a$aj |i)a 4(j | , 即 式 (1. 2. 69)，, 而 按 式 (1. 2. 69) 所 示 pa 形式 ， 
zw 
trA(o4QA) = >adi| Jaya [2a a |Qa li a = DJawaz Adj|Qa |ia 
i yp dp 


此 即 式 (1. 2. 67) 和 式 (1. 2. 68). 
@” 按 式 (1. 2.69),gd 二 pa 是 显然 的 . 式 (1. 2.71) 和 (1. 2.72) 的 证 明 如 下 : 


tra(oa) = Dra li | Davag |i)a Adj |i’)a = Daratdedr = Dlar|’=1 
i 2 如 
在 子 体系 任何 一 个 量子 态 | J)4 下 ,pa 平均 值 为 
Agloa [a= Davaj a pa = | Dar alyliya|’>0 
dp A t 
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(1)pt =pa (1. 2. 70) 

(2)traoa 一 1 (1. 2.71) 

(3)pa 是 非 负 的 . (1. 2.72) 
因此 oa 可 以 对 角 化 ,本 征 值 为 非 负 实数 ,而 且 所 有 本 征 值 之 和 为 1. 

但 可 以 看 出 ,一 般 说 来 ,2 二 oa 并 不 一 定 成 立 [除非 1y)as 为 一 个 简单 的 直 积 
态 , 即 式 (1. 2. 64) 中 只 有 一 项 ,a; 一 6;, Oo » | a8 = |io)a [wo Bj. 由 此 我 们 看 到 ， 
当 人 们 面 对 一 个 较 大 体系 的 子 体系 (而 不 顾及 其 余部 分 ) 时 ,即使 较 大 体系 的 量 
子 态 是 一 个 纯 态 , 可 用 一 个 波 函 数 (Hilbert 空间 中 一 个 矢量 方向 ) 来 描述 ,对 子 
体系 的 态 的 描述 也 不 一 定 是 一 个 纯 态 ,一 般 说 来 需要 用 混合 态 的 密度 矩阵 来 
描述 . 

1.2.4 ” 波 函 数 统计 诠释 的 进一步 理解 0 


波 函 数 统计 诠释 的 含义 , 即 波 函数 可 以 给 出 对 体系 进行 各 种 测量 的 结果 出 现 
的 概率 的 预期 值 . 处 理 测 量 问题 ,对 于 一 个 自 洽 的 理论 体系 来 讲 , 应 该 把 测量 装置 
与 待 测 体系 看 成 一 个 复合 体系 . 但 通常 人 们 只 对 待 测 体系 的 测量 结果 有 兴趣 (而 不 
理会 测量 装置 的 结果 ) ,此 时 人 们 就 应 把 待 测 体 系 看 成 复合 体系 的 一 个 子 体系 ,用 
约 化 密度 矩阵 去 描述 测量 结果 . 
设 待 测 体系 ( 记 为 A) 的 一 组 力学 量 完全 集 下 的 共同 本 征 态 记 为 |n) ,相应 本 
征 值 为 FF 
Fl|n) = F, |n) 
在 以 {|n)} 为 基 矢 的 表象 中 ,体系 的 量子 态 |y) 可 以 表示 为 
|W = 之 C， In),， CG, = (nl|y), 之 1C， 1 全 1 (1. 2.73) 
按 波 函 数 的 统计 诠释 ， cu 表示 在 |y) 态 下 测量 下 得 到 F， 的 概率 . 与 |1y) 相 应 
密度 矩阵 为 
p= IW yl= CC In ml (1. 2. 74) 
描述 的 是 一 个 纯 态 , 它 既 有 对 角 元 | C.|? ,也 有 非 对 角 元 pww 一 CC , 它 刻 画 纯 态 的 
相干 性 . 
在 测量 过 程 中 ,应 把 测量 装置 ( 记 为 B) 与 待 测 体 系 ( 记 为 A) 视 为 一 个 复合 体 
系 . 设 测量 时 A 处 于 |n)4 态 ,相应 地 测量 装置 处 于 | 8,》a 态 ,而 复合 体系 处 于 量 
子 态 
| Wa = 之 C， |n)a |$a)B (1. 2.75) 


对 复合 体系 来 讲 ， 这 是 一 个 纯 态 (但 一 般 为 纠缠 态 , 见 1. 3 节 ) ,相应 的 密度 矩阵 为 


@ 参阅 p. 21 所 引 Cantrell & Scully 的 文献 。 
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pa = [fa8 ng|= CCi |n)alga)s alm|al$n| (1.2.76) 


在 测量 时 ,通常 人 们 只 对 待 测 体 系 A 的 量子 态 有 兴趣 ,此 时 描述 此 子 体系 A 的 量 
子 态 就 应 该 用 如 下 的 约 化 密度 矩阵 ， 


pa 一 tra(php) 一 2) sr |ps |gv ya 
= CC Bgr |$a)B na alm| alg |$u)B (1. 2.77) 


= 1C,|?|n (an|= > pop 
式 中 p, 王 |1C,|?,p, 二 1n) 《xn| (ps 描述 体系 A 的 纯 态 ). ps 描述 的 是 体系 A 的 一 个 


0。 0。 。 。 。 。 。 。 。 。 。 


处 于 纯 态 |n) 的 概率 . 而 这 正 是 波 函 数 的 统计 诠释 的 含义 . 
以 下 以 测量 一 维 粒 子 的 坐标 x 为 例 来 说 明 . 选 二 zx, 坐标 z 的 本 征 谱 是 连续 
的 (一 co<z( 实 ) 一 十 co). 设 待 测 体系 处 于 量子 态 |y) ,选择 坐标 表象 


WD = |arlz) (zly) = [dy(z) 1z) (1. 2. 78) 


p= wegl= [drary ny (zz) (x (1. 2.79) 
描述 的 是 一 个 纯 态 ,o 既 有 对 角 元 ,也 有 非 对 角 元 . 在 测量 体系 的 坐标 时 ,测量 装置 
与 被 测 体系 作为 一 个 复合 体系 的 量子 态 表示 成 

[Wm = [dry zalg Ce))s (1.2. 80) 
当 被 测 体系 处 于 坐标 本 征 态 | zx)4 时 ,测量 装置 B 所 处 的 量子 态 为 |8 (zx))s, 它 依 
赖 被 测 体系 的 坐标 测 值 zx. 1y)ap 是 (A 十 B) 体 系 的 一 个 纠缠 态 . 与 之 相应 的 密度 甜 
阵 为 
pnaa = | yan aB CY 
=| [dzdz'y ny Cx) | zalg x) ($C) az 
对 于 复合 体系 来 讲 ,这 是 一 个 纯 态 . 但 如 人 们 关心 的 只 是 待 测 体系 A 的 量子 态 (而 
不 管 测量 装置 ) ,这 就 需要 用 如 下 约 化 密度 矩阵 来 描述 : 


mm 一 tom) = [dea ($2) pa |$ C7))s 


(1. 2. 81) 


=|||azaz az’scg Ce) | gC Vp 0g Ce) | ea a ag | $C) 
a | aazazac 二 


|dzlscD1:1z)zl= |azpcoDlz)tzl (1. 2. 82) 
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它 描述 体系 A 的 一 个 混合 态 . 测量 坐标 后 ,A 处 于 坐标 本 征 态 |z) 的 概率 为 p(x) 
二 |y(z) 1, 这 就 是 Born 的 波 函 数 统计 诠释 的 含义 . 


1.3 复合 体系 的 纠缠 态 


A. Einstein、B.，Podolsky 和 N. Rosen 在 1935 年 发 表 了 一 篇 简短 但 很 重要 
的 文章 (后 来 被 称 为 “EPR 伴 雇 ")9. 同年 稍 后 ,E，Schr6dinger 发 表 了 一 篇 后 来 被 
称 为 “ 猫 伴 雇 ”(cat paradox) 的 著名 文章 2.“ 纠 缠 态 ”(entangled state) 这 个 词汇 首 
次 出 现在 Schr6dinger 这 篇 文章 中 . Schr6dinger 所 讨论 的 理想 实验 中 的 “ 猫 态 ”, 就 
是 一 个 纠缠 态 [ 见 1. 4 节 , 式 (1.4.14)]. 而 EPR 伴 脖 一 文中 ,就 以 二 粒子 体系 的 相 
对 坐标 x 一 (zi 一 z2) 和 总 动量 了 一 (pi 十 ps) 的 共同 本 征 态 为 例 ,来 说 明正 统 的 量 
子 力学 理论 是 不 自治 的 8. 二 粒子 体系 的 (z, P) 的 共同 本 征 态 [ 见 1.3.1 节 ， 
式 (1. 3.2)] 就 是 一 个 纠缠 态 ( 关 于 纠缠 态 的 确切 含义 ,将 在 下 面 讲述 ). “EPR 伴 
廖 ” 和 Schr6dinger 的 “cat paradox” 两 篇 文章 对 正统 的 量子 力学 基本 原理 和 概念 的 
诠释 (所 谓 Copenhagen 诠释 ) 提 出 了 激烈 的 批评 . 


1.3.1 EPR(Einstein-Podolsky-Rosen) 伴 廖 简 介 


为 了 便于 初学 者 理解 “EPR 伴 雇 ”原文 内 容 , 下 面 做 一 个 简单 介绍 . 
“EPR 伴 廖 "一 文 主要 针对 两 个 方面 来 对 正统 的 量子 力学 理论 提出 如 下 批评 ， 


其 一 是 : “the wave function does not provide a complete description of the 


Re eel ed 即 波 函 数 对 于 物理 实在 "physical ely 的 描述 


® 。0 。 。0 。 
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usually a that the wave i a contain a complete description of the 
physical reality of the system in the state to which it corresponds”( 原 文 ,p. 778). 
Einstein 有 一 句 名 言 :“] can’t believe that God plays dice. ” 

什么 是 “物理 实在 ”? EPR 一 文 给 出 如 下 定义 : 

“If, without in any way disturbing a system, we can predict with certainty 
(i. €. with probability equal to unity) the value of a physical quantity, then there 


© A. Einstein B. Podolsky &. N. Rosen, Phys. Rev., 47(1935),777. Can quantum mechanical de- 
scription of physical reality be considered complete? 

同年 稍 后 ,N. Bohr, Phys. Rev. 48(1935) ,696 ,以 完全 相同 的 文章 标题 对 EPR 的 文章 做 了 回答 . 

©® E. Schrodinger, Naturwissenschaften 23 (1935), 807 ~ 812，823 ~ 828，844 ~ 849，Die 
gegenwirtige Situation in der Quantenmechanik. 此 文 的 英 译 “The present situation in quantum mechanics”， 
以 及 EPR 伴 廖 一 文 ,后 来 收集 在 本 A. Wheeler & W.，Zurek 主编 的 文集 中 ,Quantum Theory of Measure- 
ment (Princeton Univ, Press. , Princeton, N. J. 1983). 

加 C.D. Cantrell and M. O. Scully, Physics Reports, 43, No. 13, (1978), 499~508, The EPR par- 
adox revisited. 
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exists an element of physical reality corresponding to this physical quantity. ” 
根据 此 定义 ,文中 首先 分 析 了 如 下 例子 . 考虑 一 维 粒子 的 量子 态 [原文 式 (2)] 
po, (ZT) 一 eitoz 信 (1. 3. 1) 


它 是 粒子 动量 p 一 一 这 区 的 本 征 态 ,本 征 值 为 po. 在 此 态 下 ,粒子 具有 确定 动量 值 


Po， 所 以 粒子 动量 是 “物理 实在 ”但 由 于 yy 并 非 粒 子 坐 标 z 的 本 征 态 (zy 和 常量 ， 
四 ,这 个 量子 态 不 能 确切 预言 粒子 的 坐标 . 而 要 想 知道 粒子 的 坐标 ,只 能 靠 测量 . 
但 测量 粒子 的 坐标 后 ,粒子 将 不 再 处 于 原来 的 量子 态 少 因此 ,他 们 认为 (按照 他 们 
对 “物理 实在 ”的 定义 ) ,在 此 y 态 下 ,粒子 坐标 不 是 一 个 “物理 实在 ”. 

文中 还 进一步 讨论 了 一 般 情况 . 设 两 个 力学 量 A 和 B 不 对 易 ,[A,BJ 天 0, 则 
A 和 B( 一 般 说 来 ) 不 能 具有 共同 本 征 态 ,因而 A 和 B 不 能 同时 是 “物理 实在 ”. 

其 二 是 指出 ,正统 的 量子 力学 理论 中 , 波 函 数 的 描述 是 不 自治 的 ( 见 前 页 引 
Cantrell & Scully 一 文 ). 文中 分 析 了 一 个 具体 例子 , 即 二 粒子 体系 的 相对 坐标 z 一 
《zi 一 Zz) 与 总 动量 P 二 pi 十 ps 的 共同 本 征 态 [原文 式 (9)],(z 本 征 值 为 zo,P 本 
征 值 为 0) 


to0 
pT1 ,TX2 ) Se | ep rtrdp Es 2nh6(z1 er xo) (1. 3. 2) 


首先 测量 粒子 1 的 动量 ,动量 本 征 态 为 up 《x1) 一 er, 《本 征 值 为 p)( 一 2<<p 一 
十 ce). plz ,2Z2) 用 此 本 征 态 展开 如 下 : 


oo 
ey [wz uz dp (1. 3.3) 


式 中 ys (zz) 二 ew% mo)6 正 是 粒子 2 的 动量 本 征 态 ,本 征 值 为 一 p. 因此 , 当 测 得 粒 
子 1 的 动量 为 bp 时 ,粒子 2 的 动量 则 应 取 一 Zp. 

其 次 测量 粒子 1 的 坐标 ,坐标 本 征 态 为 v(x1) 二 (zi 一 x), 本 征 值 为 x( 一 o 
<2z< 十 co). ylx1 ,zs) 用 此 本 征 态 展开 为 


co 
GZ Te ) = [gw (zxi) dz (1. 3. 4) 


上 式 中 
pz XT2) 一 27 太 SCzs 一 ( 工 一 Zo)) 

这 正 是 粒子 2 的 坐标 本 征 态 ,本 征 值 为 (x 一 zo). 因此 , 当 测 得 粒子 1 位 置 在 z 处 
时 ,粒子 2 的 位 置 就 是 (z 一 zo) ,两 者 相距 zo (常量 ). 

EPR 一 文 指出 :由 于 两 个 粒子 相距 很 远 (zo 可 以 是 一 个 很 大 的 距离 ) ,对 粒子 
1 进行 的 任何 测量 (动量 ,或 坐标 ) ,都 不 会 影响 到 粒子 2 的 状态 [此 即 定 域 性 (lo- 
cality) 概 念 ]. 然而 按 上 述 分 析 , 粒子 2 究竟 处 于 什么 状态 ? 是 y, (zx;)? 还 是 
pz《z2)? 由 此 ,他 们 批评 “量子 力学 的 描述 是 不 自治 的 ”. 
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后 来 ,Bohm 把 EPR 伴 雇 表述 得 更 简单 明了 0. 考虑 自 旋 为 去 的 二 粒子 体系 ， 


处 于 自 旋 单 态 (S=0) ,例如 正 负 电子 偶 素 e+ 一 e 的 基态 (S 一 0, 了 上 一 0,J 一 0) ,这 是 
一 个 在 空间 旋转 下 不 变 的 量子 态 . 在 :<<0 时 ,是 束缚 态 . 在 :一 0 时 刻 , 设 经 过 光 分 
裂 ( 见 图 1. 1) ,两 个 粒子 沿 相反 方向 运动 . 在 光 分 裂 过 程 中 ,未 引入 角 动 量 来 干扰 
体系 的 自 旋 态 , 亦 即 在 过 程 中 总 自 旋 守恒 ,S=0. 设 在 t 宇 T 时 刻 两 粒子 已 互相 远 
离 ,彼此 已 无 相互 作用 . 


G: J 


图 1.1 
取 自 C.D, Cantrell and M. O. Scully, Phys. Reports, 43(1978),499. 


二 粒子 体系 的 自 旋 单 态 是 守恒 量 完全 集 (S? , S.) 的 共同 本 征 态 ,S$ 二 si 十 ss 是 
总 自 旋 . S$? 本 征 值 SC(S 十 1) 二 0,S, 本 征 值 M, 一 0. 考虑 到 ,尽管 Ls1.,S.]==[sz.， 
S:] 二 0, 但 Ls.,5?] 关 0,Lsz.,S*] 关 0, 作 为 (5? ,S.) 的 共同 本 征 态 , 自 旋 单 态 不 是 
(5s1 ,52z) 的 共同 本 征 态 ,而 是 (51.,s2.) 的 两 个 共同 本 征 态 ( 直 积 态 ) 的 释 加 . 事实 上 ， 
自 旋 单 态 通 常 表示 为 (采用 (5s1. sz.) 表象, 参见 卷 工 ,9.4 节 ) 


= _ 
[Wu =CI 不着 六 | y)1| 个 2] (1. 3. 5) 


| 4 ) 与 | ?分别 表示 单 粒 子 自 旋 的 = 分量 .一 土 亏 的 本 征 态 . 式 (1. 3. 5) 是 两 个 


© D., Bohm, Quanium Theory (Constable and Co. London, 1954). 
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直 积 态 | 个 )1 | y )。 和 | +y )1 | 个 ); 的 等 权重 的 相干 又 加 . 考虑 到 自 旋 单 态 (S=0) 
是 空间 旋转 不 变态 ,可 以 证 明 ( 参 见 1. 3.2 节 , 表 1. 1) 
| ta = 全 
/2 
亦 即 可 以 表示 成 (51; ,sz; ) 的 两 个 共同 本 征 态 的 等 权重 的 相干 一 加 . 
现在 来 考虑 测量 第 一 个 粒子 的 自 旋 z 分 量 (图 1. 1, 上 图 ). 如 测量 结果 为 sz 一 


(概率 为 1/2) , 按 量子 力学 理论 ,由 式 (1. 3.5) 可 知 ,粒子 2 的 自 旋 < 分 量 必 为 52， 


[ls = 地 )|s = 一 去 ) 一 | siz = 一 去 )| sz 一 二 到 )] (l; 3.6) 


一 一 去 ,两 个 测量 结果 彼此 确切 关联 . 
但 我 们 也 可 以 测量 第 一 个 粒子 的 自 旋 = 分 量 (图 1. 1, 下 图 ). 如 测 得 结果 su 一 
去 ; 则 按 式 (1. 3. 6) ,粒子 2 的 自 旋 zx 分 量 必 为 wx 一 一 总 . 


按 EPR 的 论点 , 当 z 之 工 以 后 ,由 于 两 粒子 已 经 相距 很 远 ,不 再 有 相互 作用 , 测 
量 粒 子 1 的 自 旋 ,不 应 对 粒子 2 的 自 旋 态 有 任何 影响 (此 即 “ 定 域 性 ”的 概念 ). 试 


问 ,粒子 2 究竟 处 于 | ss, 一 一 去 ) 态 ,还 是 | 5 一 一 去 ) 态 ?所 以 认为 量子 力学 对 于 


这 种 测量 的 描述 是 不 自治 的 . EPR 伴 廖 的 Bohm 表述 , 比 EPR 原来 文献 中 的 表述 
更 为 单纯 ,所 以 后 来 对 EPR 伴 雇 的 争论 ,大 多 数 以 它 作为 对 象 . 但 争论 一 直 停留 为 
纯 思辨 性 的 或 纯 哲 学 观点 上 的 争论 . 直到 1964 年 Bell 根据 定 域 实在 论 得 出 一 个 
著名 的 不 等 式 ( 后 来 人 们 称 之 为 Bell 不 等 式 ) 后 ,人 们 才 有 可 能 通过 实验 观测 来 判 
断 究竟 是 量子 力学 理论 正确 ,还 是 定 域 实在 论 正确 . 

Cantrell & Scully 曾经 提出 一 个 从 量子 力学 理论 来 说 明 EPR 伴 廖 的 方案 . 其 
要 点 如 下 :对 于 一 个 复合 体系 的 子 体系 进行 的 测量 ,是 一 个 不 完 各 的 测量 ,因而 对 
它 的 任何 一 个 子 体系 的 量子 态 的 描述 ,必须 用 约 化 密度 矩阵 形式 来 描述 . 按照 
1. 2. 3 节 的 讨论 ,对 于 自 旋 为 1/2 的 二 粒子 体系 , 当 处 于 空间 旋转 不 变 的 自 旋 单 态 
| 六 zs 时 ,无 论 采 用 式 (1. 3.5) 还 是 式 (1. 3. 6) 的 展开 ,在 对 于 单个 粒子 1 进行 的 自 
旋 测量 后 ,描述 另 一 个 粒子 2 的 自 旋 态 ,都 应 用 下 列 约 化 密度 矩阵 来 描述 ， 

Pa 3( 

这 是 一 个 完全 混合 态 . 在 此 态 下 ,测量 粒子 2 的 自 旋 时 , 它 在 任何 方向 的 分 量 都 可 
以 出 现 土 1/2, 而 且 出 现 的 概率 相同 ( 均 为 1/2). 这 是 自 旋 完全 不 极 化 态 . 因此 ,他 
们 认为 ,EPR 伴 雇 一文 对 量子 力学 正统 理论 提出 的 指责 是 不 成 立 的 . 

附注 D ”考虑 质量 为 m 的 二 自由 粒子 体系 , 令 z= 二 zi 一 zz (相对 坐标 ),X== (zi 十 zo)/2( 质 
心 坐标 ),P==(pi 十 po) (总 动量 ),p 二 (pi 一 ps)/2( 相 对 动量 ),Hamilton 量 为 日 (#8 十 胡 )/2m 


@ 参阅 :M. Q. Ruan and J. Y. Zeng, Chin. Phys. Lett. ,20(2003) ,1420. 
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一 芯 /2p 十 P2712M,M 一 2m( 总 质量 ) ,py 二 m/2( 约 化 质量 ). (z,P) 构 成 一 组 对 易 力 学 量 完 全 集 , 其 
共同 本 征 态 | x==a,P=5) 在 (zi ,zz) 表 象 中 表示 为 

(zisx2 |x=a,P= 5b) S| 
可 以 看 出 , 当 P=6b==0 时 ,上 式 就 化 为 式 (1. 3. 3) (除了 一 个 不 关 紧 要 的 归 一 化 因子 之 外 ). 由 于 
[pn ;Pj=[pz ,Pj=0, 但 [pi ,zxj 关 0,[pz ,zj 关 0; 式 (1. 3.7) 作 为 (xz, 了 P) 的 共同 本 征 态 ,不 可 能 是 
(pi ,pz) 的 共同 本 征 态 ,而 只 能 是 (pi , ps) 共同 本 征 态 的 全 加 


(zz2 |x=a,P= b= 


We 一 22 一 0) (1. 3.7) 


| (Zz2) » up's/2 CT1) (1. 3. 8) 
式 中 


fs/2 (Tz2) 一 lip 8/2)z2 mh 


Ups (TX1) = -1 @iCp'+8/2)z1 大 


分 别 是 p: 和 ps 的 本 征 态 (本 征 值 为 p= 二 p' 十 6/2, pz 二 一 p 十 6/2). 因此 ,在 二 粒子 态 (1. 3.7) 
下 ,尽管 两 个 粒子 可 以 相距 很 远 (a 很 大 ) ,对 于 粒子 1 的 动量 p 的 测量 , 测 值 如 果 为 p' 十 5/2， 
则 同时 测 得 粒子 2 的 动量 ps 的 测 值 必 为 ps 二 一 p 十 6/2( 因 而 P 二 加 十 po 二 防 . 换言之 ,对 于 二 
粒子 态 | x==a,P=5b) ,不 管 两 个 粒子 相距 a 多 么 远 , 分 别 对 两 个 粒子 同时 测量 py 和 pz (概率 关 
0) 的 结果 ,彼此 确切 相关 联 , 这 就 是 量子 非 定 域 性 (quantum nonlocality). 这 种 态 人 们 称 之 为 纠 
缠 态 . 注意 ,对 于 一 给 定量 子 态 ,两 个 给 定 的 对 易 力 学 量 的 同时 测量 ,是 否 纠缠 ,并 不 依赖 于 所 取 
表象 . 容易 验证 ,如 采用 动量 (pi , ps) 表象 , 即 (pi ps | z= 二 a,P 二 5) ,同时 测量 如 和 ps 的 结果 也 
彼此 确切 相关 . 

考虑 到 [zi ,Pj] 关 0,[zxz ,Pj 关 0, 作 为 (x,P) 的 共同 本 征 态 , | x 二 a,P=5) 不 可 能 是 (zi ,zz) 
的 共同 本 征 态 , 而 是 它们 的 共同 本 征 态 的 和 到 加 . 例如 ,采用 (zi ,zz) 表 象 ， 

(zyz|z 一 aP 一 从 二 aa 一 忆 十 a)8Czl 一 必 ) 
(1. 3.9) 

上 式 中 ,3(Cm 一 忆 ) 是 六 的 本 征 态 (zi 二 zx ) ,5(zz 一 x 十 a) 是 zs 的 本 征 态 (zs 二 x 一 a), 所 以 ,对 
Zz1 和 zz 的 同时 测量 (概率 关 0) 结 果 , 彼 此 确切 相关 . 

还 可 以 证 明 ,(X,p) 构 成 一 组 对 易 力 学 量 完全 集 ,在 它们 的 共同 本 征 态 | X=a,p 一 56) 下 , 同 
时 测量 (zi ,zz) 或 (pi ,ps) ,其 结果 (概率 关 0) 彼 此 确切 相关 ,例如 ， 


(zi | X= a,p = 6)= L i 人 —a) 


本 
二 | zz) fax’2aca 十 x 一 2a)6Cz1 一 过 ) 
(1. 3. 10) 
(pispr|X—ap— 人 一 名 
本 | ap’2ac. —p +25)8Cp — p’) 
(1.3.11) 
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应 该 提 到 ,对 于 两 个 一 维 自 由 粒子 组 成 的 体系 » pi, Pp2 ,P,P 为 守恒 量 , 但 TZT1»T2 ,T,X 不 是 
守恒 量 (它们 与 五 都 不 对 易 ) ,因此 本 征 态 | zx 二 a,P=5) 与 | X 一 az 一 0) 都 不 是 定 态 . 例如 ,在 


初始 (二 0) 时 刻 , 设 体系 处 于 本 征 态 | xz 二 a,P=0) (不 计 及 不 关 紧 要 的 常数 因子 ) 


azz | gt = 0) = dn — ze —a) (1. 3. 12) 
计算 给 出 
__1 / 1 ‘(xz—z—a) i | 
az | gt > 0)) = | exp| 2 一 电 Ip 
一 总 A op| 2 二 一 作 本 二 | (1. 3. 13) 
所 以 


| (zizs | y(t > 0)| ee (1. 3.14) 


它 不 依赖 于 两 个 粒子 的 坐标 . 这 不 足 为 怪 ,因为 任何 自由 粒子 的 波 包 ,最 后 一 定 会 扩散 到 全 空 
间 , 而 对 于 理想 的 6 波 包 , 这 种 扩散 将 在 瞬间 发 生 . 从 实验 的 观点 来 看 ,很 难 用 这 种 纠缠 态 来 展 
示 测量 结果 之 间 的 确切 关联 和 量子 力学 中 的 非 定 域 性 . 


1.3.2 自 旋 为 1/2 的 二 粒子 的 自 旋 纠缠 态 ,Bell 基 


两 个 自 旋 为 1/2 (无 王 1) 的 粒子 ,s 一 mV/2,s 一 oz/2. 其 自 旋 态 用 4 维 Hilbert 
空间 的 一 个 矢量 来 描述 . (51,, sz) 构成 一 个 CSCO, 其 共同 本 征 态 记 为 
| 人 2) YY Di) ys) yy 不 ?aa (1. 3. 15) 
它们 都 是 两 粒子 自 旋 态 的 直 积 , 称 为 直 积 态 或 可 分 离 态 (separable state) ,所 张 开 
的 空间 , 称 为 角 动量 非 耦合 表象 . 而 常用 的 角 动 量 耦 合 表象 的 基 是 另 一 个 CSCO 
(5S? ,S.) 共 同 本 征 态 , 记 为 | SM) ,S=si 十 sz 是 两 粒子 的 总 自 旋 . 其 中 | S 二 0,M==0》 
为 自 旋 单 态 ,1S 二 1,M 二 0, 土 1) 为 自 旋 3 重 态 . 
|11)1» s | 个 个) ，|1 一 1 二 | y y )12 


| 10)12 = 个 ya 十 | y 个 )12) (1. 3. 16) 


100)1 0 人 一 | y ‘D12) 


其 中 |11)w 二 | 个 | 个) 和 |1 一 1)w 二 | 小) | ys 是 可 分 离 态 ,而 |00)。 和 
| 10 不 可 能 表示 为 两 粒子 自 旋 态 的 直 积 , 称 为 纠缠 态 (entangled state). 这 不 足 
为 怪 ,因为 S: 一 Si 十 = 为 单 体 算 符 ,而 


3 = (si 十 5)2 一 3 十 25 和 序 C3 十 mn i 


却 为 二 体 算 符 . 为 构成 所 有 基 矢 都 是 纠缠 态 的 表象 ,应 选择 由 二 体 自 旋 算 符 构成 的 
CSCO. 例如 ,著名 的 Bell 基 就 是 (0102; ,01y02,,o1z02z) 中 任何 两 个 算 符 构成 的 
CSCO 的 共同 本 征 态 , 如 表 1. 1 所 示 . 
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形式 为 cuosp(a,p 一 z, yz) 的 二 体 算 符 共 有 9 个 ,它们 满足 下 列 对 易 关 系 @ 
[ooayotvas] 天 0， 对 于 a = 二 asB' 关 PB, 或 a 关 a,B' = 二 B ee 
[L61028 ,01w028 | = 对 于 a’ = a,B" = 有 ,或 a < a,B" 天 有 
对 于 二 粒子 (s 二 1/2) 体 系 ,可 以 构造 如 下 6 组 二 体 算 符 ,每 一 组 中 任何 两 个 二 体 算 
符 都 构成 一 个 CSCO 


(Glz02z 901y02y »01z02z) » Olz02x01y02y01z02z 一 二 六 
(olzazy 901y02x 901z02z) » Olzx02y0 1y02x0 1z027x 一 一 1 
(G1s02¢ 9O01z02y ,01y027) 9 Olz02x01x02y01y02z 一 1 


(1. 3. 18) 
(G1lz02y 901y02z901202z)» G1z02901y02201202z 一 1 


(G1y02z 901202y 01202z)， O1y02x01x02y0 17027 一 1 


(G1z027 ?GOlzI 2z ,01y02y) 9 Olzx027x01702x01y02y 一 1 


表 1.1 Bel 基 ( 归 一 化 因子 未 写 出 ) 
表 中 |a=D=| 和),|a= 一 D=| ,|6=D=|z,|6=-D=|2),|w=D=|»,|o=—lD)=|». 


二 体 算 符 的 本 征 值 


(01y ya2y) 


表象 
mlm 
amas 
me 
er 


注意 , 式 (1. 3. 18) 所 示 各 组 CSCO 的 共同 本 征 态 ,可 以 是 2 项 或 4 项 直 积 态 的 
从 加 . 但 不 难 验 证 ,这 些 本 征 态 的 单 粒子 约 化 密度 矩阵 都 为 


1 1 0 
六 (1. 3. 19) 


其 秩 ~ 一 2. 使 它们 都 表示 成 只 含 两 项 直 积 态 


| > 十 | yy) 


| yy) 十 | yy) 


| yy)— | yy) 


| 39)— | yy) 


其 去 向 未 生态 ,如 表 1. 2 


‘© M.Q.Ruan andJ.Y.Zeng,Phys. Rev. ,A70(2004),052113. 
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表 1.2 (G1yozw ,01:02, ouzcsz) 中 任何 两 个 二 体 算 符 构 成 的 CSCO 的 共同 本 征 态 


二 体 算 符 的 本 征 值 


i EE 
ES 
| =- | = 外 人 I 
EE 


对 于 直 积 态 , 单 粒子 约 化 密度 矩阵 的 秩 r==1.7 宇 2 的 态 称 为 纠缠 态 . 注意 , 秩 
不 依赖 于 表象 选择 . 式 (1. 3. 18) 所 示 6 组 二 体 算 符 的 共同 本 征 态 的 单 粒 子 约 化 密 
度 的 秩 均 为 2, 无 论 在 任何 非 耦合 表象 中 ,都 不 能 表示 成 直 积 态 的 形式 ,所 以 这 些 
共同 本 征 态 都 是 纠缠 态 . 每 一 组 共同 本 征 态 都 有 3 个 优选 表象 . 此 外 ,这 6 组 共同 
本 征 态 不 仅 ”一 2， 而 且 都 可 以 表示 为 两 个 直 积 态 的 等 权重 的 相干 到 加 ,人 们 习惯 
称 它们 为 最 大 纠缠 态 . 这 6 组 纠缠 态 的 纠缠 度 相同 . 这 些 纠缠 态 的 特点 是 ;一 个 粒 
子 自 旋 某 分 量 的 测量 结果 (概率 二 1/2) 与 同时 对 另 一 粒子 自 旋 某 分 量 的 同时 测量 
结果 (概率 二 1/2) 确 切 相 关联 . 例如 ,对 于 最 常见 的 Bell 基 ( 表 1. 1)， 粒子 1 的 自 旋 
分 量 o 与 粒子 2 的 相同 方向 分 量 we 一 zy 的 同时 测量 结果 , 钙 此 确切 关联 
而 对 表 1. 2 所 示 纠 缠 态 态 ,01y 与 02z，01: 与 02y,01z 与 03: 的 同时 测量 结果 ,彼此 确切 
关联 . 

附注 将 9 个 二 体 自 旋 算 符 awezgp,《a,B 一 z+,y,z) 放 在 3X3 的 9 个 小 匣子 中 (oozg 简 记 为 
ap) ,构成 一 个 大 方块 [图 1. 2(a)]. 然后 分 别 沿 水 平和 垂直 方向 反复 摆 放 此 大 方块 , 沿 平面 中 士 
45" 方 向 斜率 土 1) ,把 斜 线 上 相 邻 的 三 个 小 方块 内 的 二 体 算 符 乘 起 来 ,就 是 式 (1. 3. 18) 所 示 的 代 
数 关 系 式 (反映 SUzC9SU; 对 称 性 ). 在 形式 上 ,图 1.2Ca) 类 似 中 国 古代 《 易 经 ) 中 阐述 的 九宫 图 


| zz) 一 i | Ee 
| zz)+i| zz) 
| zz)+i| zz) 


| zz)—i| zz) 
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[图 1. 2(b)], 图 中 4 十 5 十 6 一 15,2 十 5 十 8 一 15;4 十 3 十 8 一 15,9 十 5 十 1 一 15,2 十 7 十 6 一 15;4 十 9 
十 2 一 15,3 十 5 十 7 一 15,8 十 1 十 6 一 15. 
练习 1 设 a 与 b 为 空间 任意 方向 的 单位 矢量 ,计算 在 自 旋 单 态 | 太 ) = 


| 人 yy )a 一 | y 个 )1z ] 下 , C61*， a) (gs，5b) 的 平均 值 为 


(mad(Co 太一 2( 厅 | (ao 及 | 厅 )i 一 一 (有 (1. 3. 20) 
提示 利用 (@i 十 @z) | 六 六 二 0; 以 及 (go， a) (eo: 中 一 a，b 十 gp。 (aXb); 或 见 ( 量 子 力学 
习题 精 选 与 剖析 (第 二 版 ) ,上册 ,6. 50 题 . 


1.3.3 ”光子 偏振 态 与 双 光子 纠缠 态 


光子 是 电磁 场 量子 , 自 旋 为 1, 静 质量 为 0, 因 而 无 静止 参考 系 . 自 旋 指向 总 是 
与 光子 运动 方向 垂直 . 这 表现 为 经 典 电磁 波 为 横 波 , 即 电场 与 磁场 方向 与 波 传播 方 
向 垂直 (以 下 取 传 播 方向 为 = 轴 , 即 波 矢 沿 z 轴 方向 ). 习惯 上 取 电 场 方向 为 偏振 方 
向 . 任何 偏振 态 均 可 分 解 两 个 互相 垂直 的 线 偏 振 态 ,例如 ,水 平方 向 (z) 和 垂直 方 
向 (y) 的 线 偏振 态 , 记 为 |z) 和 |y) (图 1. 3). 绕 z 轴 旋转 9 角 后 ， 


|z) —> |x(0)) = cosO|x) + sing|y)» (1. 3. 21) 
|y) 一 | y(0)) =— sing|zx) 十 cosg|y》 (1. 3. 22) 
或 表示 成 
|z(O)》 cosO sing\ /|zx) |z) 
(0p) (i | (| 
cosO sing 
R, = 1. 3. 
00 | (1. 3. 23) 


图 1.3 


RK.(0) 是 实 正 交 和 矩阵 ,描述 坐标 系 绕 = 轴 旋 转 0 角 . 由 于 绕 定 轴 的 旋转 群 为 Abel 
群 ,Re(O) 是 可 约 化 的 . 不 难 证 明 ,R.(9) 的 两 个 本 征 态 可 以 表示 成 


工人 _1fi 
IR) 雪上 IL) se (1. 3.24) 
分 别称 为 右 旋 和 左旋 偏振 态 , 相 应 的 R.(0) 的 本 征 值 为 et2. 不 难看 出 ,R,(0) 二 ei 
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的 生成 元 (无 穷 小 算 符 ) 为 0 
3z 一 C =- (1. 3. 25) 
1 0 
而 |R) 和 |LL) 是 s 的 本 征 态 ,s 本 征 值 分 别 为 土 1,s, |R) 二 |R),s.|L) 二 一 |). 这 
反映 光子 自 旋 ;二 1( 而 不 是 1/2). 
在 量子 力学 中 , 右 旋 和 左旋 光子 态 习 惯 上 记 为 | 十 ;和 | 一 》 
1 


| 十 》 二 


一 一 工 C| zy 一; 
[= 后 (| 一 ily)) 
不 难看 出 ,sy| 士 ) 一 士 | 士 ), 即 | 十 ?和 | 一 是” 本 征 态 , 本 征 值 为 士 1, 分 别称 为 右 
旋光 子 态 和 左旋 光子 态 . 
现在 来 考虑 双 光 子 体系 . 设 一 个 光子 沿 十 z 轴 方 向 传播 , 另 一 个 往 一 z 轴 方 向 
传播 , 则 下 列 双 光 子 偏振 态 


(1. 3. 26) 


| 十 )1 | 一 )s ,| 一 )1 | 十 )。 (1. 3. 27) 
是 双 光子 体系 总 自 施 投影 S, 一 si 十 5 一 0 的 本 征 态 . 它们 对 于 绕 z 轴 是 旋转 不 变 


的 [注意 ,光子 自 旋 沿 传播 方向 的 投影 , 称 为 螺旋 度 (helicity). 由 于 两 个 光子 传播 
方向 相反 ,所 以 两 个 光子 的 螺旋 度 是 相同 的 ]. 注意 , 式 (1. 3. 23) 所 示 两 个 偏振 态 并 
非 纠缠 态 . 但 借助 它们 可 以 构造 
1 
| 大) = | )s 土 | 一 )1 | 十 );) (1. 3. 28) 
它们 是 双 光 子 的 偏振 纠缠 态 ,仍然 是 总 自 旋 投影 .二 0 的 本 征 态 . 
设 绕 = 轴 旋 转 9 角 后 的 z 轴 和 >y 轴 方 向 的 线 偏 振 态 分 别 记 为 |z(O) 和 |y(0)》 
[ 见 式 (1. 3. 23)]. 定义 算 符 (相当 于 电子 的 5 沿 0 角 方向 的 分 量 ) 
r(0) = |7x(0)) (zx(0)|— |y(0))(y(0) | (1. 3. 29) 
显然 
. r(O0)|z(0)》 一 十 |zG0)》， tO | yO =— |y(0)) (1. 3. 30) 
即 |zC9)) 和 | y(0)) 都 是 C0) 的 本 征 态 ,本 征 值 为 土 1. 式 (1. 3. 29) 是 算 符 r(9) 的 谱 
表示 [ 见 1.1 节 , 式 (1.1.27)]. 
练习 2 计算 在 双 光 子 纠缠 态 (1. 3. 28) 下 zc (091)zz (6) 的 平均 值 . 
考虑 到 | y+ )a 态 对 z 轴 旋转 的 不 变性 ， 
wg | nD) 0) | Gr) =12 (gt |n (Or —0)| yg) 


= Cz|r(@ — 0) | zs ta(yl|re (0 —0)|»)2] 


@ 注意 ,不 要 因为 出 现 o, 矩阵 而 误 以 为 光子 的 自 旋 为 1/2. 
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经 过 计算 得 ( 注 ) 
1 (gt | nO )r (0) | Gt) = cos: (@ —0)— sin (0 一 外) = cos2(0, — 0) (1.3.31) 
( 注 ) 令 0 一 4 一， 
az | 0 | za =2z | x02 azb| zs 一 (zy (0yO| 2 
= o( ca sg 人 -a o( canes 0 () 
sn0 0 cos 0 0 
一 cos 0— sin ?0 
类 似 有 
2(y|rz(0) | y)2 = cos? 0 一 sin2 0 


1.3.4 Bell 不 等 式 与 实验 检验 


在 量子 力学 基本 原理 和 概念 的 长 期 争论 中 ,J. Bell(1964) 做 出 了 突出 的 贡 
献 0. 他 分 析 了 自 旋 为 1/2 的 两 个 粒子 (处 于 自 旋 单 态 ) 的 自 旋 分 量 的 关联 ,对 正统 
量子 力学 理论 与 定 域 隐 变 量 (local hidden variable) 理论 (基于 EPR 观点 而 发 展 起 
来 的 理论 ) 进 行 了 比较 ,Bell 给 出 了 基于 定 域 隐 变 量 假定 而 得 出 的 不 等 式 ( 后 来 
被 称 为 Bell 不 等 式 ) ,从 而 把 问题 从 思辨 性 的 争论 定量 论 和 具体 化 ,并 可 根据 实 
验 观测 结果 来 判明 哪 一 种 理论 是 正确 的 . 这 类 不 等 式 也 适用 于 分 析 处 于 纠缠 态 
的 双 光 子 的 极 化 关联 @. 通过 Aspect 等 人 3 及 后 来 更 精密 的 实验 观测 ,都 肯定 正统 
量子 力学 理论 是 正确 的 ,而 定 域 隐 变 量 理论 所 给 出 的 不 等 式 与 实验 观测 结果 明显 
不 符 . 

在 分 析 自 旋 为 1/2 的 两 个 粒子 (处 于 自 旋 单 态 ) 的 自 旋 沿 任意 两 个 方向 投影 的 
关联 时 ,Bell 基于 下 列 两 个 假定 : 

(1) 存 在 隐 变 量 (假定 连续 变化 ); 

(2) 定 域 性 . 
实验 证 明 , 自 旋 为 1/2 的 粒子 ,测量 其 自 旋 s 一 a/2( 无 一 1) 沿 任何 方向 分 量 的 测 值 ， 
只 有 两 种 可 能 , 即 士 1/2(c 的 任何 分 量 只 能 取 士 1). 设 测量 粒子 1 的 mi 沿 空间 方 
向 a 的 投影 (g,。 a) 所 得 结果 记 为 A(a,1) , 它 依赖 于 方向 a 和 隐 变 量 * ,而 ACa,7) 
三 土 1. 设 粒子 2 的 6 沿 5 方 向 的 投影 (go:* 5) 的 取 值 记 为 BC(b,4), 它 依赖 于 b 和 
4( 但 不 依赖 于 a) ,BC(b,X) 二 土 1. 两 个 粒子 的 自 旋 沿 不 同方 向 a 和 6b 的 投影 的 关联 


© J. Bell, Physics, 1(1964)195, “On the Eienstein-Podolsky-Rosen Paradox. ” J. Bell, Rev Mod. 
Phys. , 38(1966)447, “On the problem of hidden variables in quantum mechanics. ”. 

©® J.F. Clauser, M. A. Hore, A. Shimony & R. A. Holt, Phys. Rev, Lett., 23(1969), 880， 
“Proposed Experiment to Test Local-Hidden-Variable Theories. ” 

@ A. Aspect, P. Grangier & G. Roger, Phys. Rev. Lett., 47(1981), 460, “Experimental Tests of 
Realistic Local Theories via Bell’s Theorem”; Phys. Rev. Lett., 49(1982), 91, “Experimental Realization 
of Einstein-Podolsky-Rosen-Bohm Gedanken Experiment: A New Violation of Bell’s unequalities. ” 
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为 A(a,)B(b,A). 考虑 到 在 现今 实验 中 隐 变 量 4 尚未 能 被 人 们 揭示 出 来 , 设 隐 变 
量 有 一 个 分 布 p0)，|oQ)d = 1( 归 一 化 ). 在 实验 中 观测 到 的 关联 是 已 经 对 隐 
变量 进行 了 平均 后 的 结果 , 即 

Plasb) = | dp ACa,N) BD) (1. 3. 32) 


它 相 当 于 量子 力学 中 的 《六 | (Co1 * a) (os * b)| fy 12 . 
现在 来 考虑 粒子 1 自 旋 沿 a( 或 a ) 方 向 的 投影 与 粒子 2 自 旋 沿 b( 或 方向 
的 投影 的 关联 的 相互 关系 . 可 以 看 出 


Pla,b) —P(a,b) =-|aew [LACe,A) BC — ACa, XW) BC ,2)] S 


=|[ pW {Aa Wd BB VTL ACa’ ABCD ,0)) 


— [do {A WB VLA DBD C1. 3.33) 


考虑 到 
—1<A(a VBE,AN) 去 1 一 1 委 AG)BG ,A Al (1.3.34) 


IPlasb) — Pa,b’)| 
< [dp WE tA BE ,DI+ dp Wt AG, BD,N)] 


二 2 土 [P(a’,b’) 二 Pla’,b)] (1. 3. 35) 
| ab) — ab)| 过 2 土 [(ab') 十 《ab)] | (1. 3. 36) 


对 于 两 个 粒子 处 于 自 旋 单 态 且 a ==b ==c 的 情况 (两 个 电子 沿 同一 方向 的 投 
影 ) ,考虑 到 对 于 自 旋 单 态 , 《cc) 二 一 1, 而 人 bc) 二 (cb), 式 (1. 3. 36) 化 为 
| 《abp) 一 《ac)| 过 2 土 [一 1 十 《(&e)] 
由 于 一 1 十 (pc 入 0, 上 式 可 化 为 
| 《abp) 一 《ac)| 声 2 十 [一 1 十 《be)] 
即 | (ap 一 (ac)| 委 1 十 (pc》, 亦 即 
|Pla,b)— Pla,c)|<1+P(b,c) (1. 3. 37) 
此 即 Bell 不 等 式 , 适 用 于 自 旋 为 1/2 的 二 粒子 体系 处 于 自 旋 单 态 的 情况 . 

可 以 证 明 , 上 列 Bell 不 等 式 与 量子 力学 理论 是 矛盾 的 . 例如 ,假设 a,b,c 三 个 
方向 依次 相差 60", 按 量子 力学 自 旋 单 态 下 的 计算 值 [ 见 式 (1.3.20)](a2) 一 
一 cos(r/3) 一 一 1/2,(bc) 一 一 cos(rV/3) 一 一 1/2, 而 人 ac) 一 一 cos(2rV/3) 一 1/2, 代 人 
式 (1. 3. 36) ,左边 二 | 一 1/2 一 1/2| 二 1, 而 右边 二 1 一 1/2 二 1/2. 然而 1 入 1/2, 所 以 ， 
量子 力学 理论 与 Bell 不 等 式 矛盾 . 

检验 Bell 不 等 式 的 实验 工作 ,是 对 双 光 子 体系 做 的 . 但 以 上 分 析 可 类 似 用 来 
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讨论 处 于 纠缠 态 的 两 个 光子 的 自 旋 (偏振 ) 沿 不 同方 向 的 投影 的 关联 . 与 自 旋 为 1/2 
的 粒子 的 自 旋 沿 nC(0) 方 向 投影 ao. n 相当 的 量 是 [ 见 式 (1. 3. 29)] 
(0) = |x(0)) (zxC0) |— |y(0))(y(0) | 
光子 1 的 自 旋 沿 a, (a ) 方 向 的 投影 mm (a) Cr(a )) 分 别 简 记 为 ala ). 类 似 , 光 子 2 
的 自 旋 沿 bC5b ) 方 向 投影 分 别 简 记 为 6(5 ). 注意 ,aa .6 二 土 1. 
先 讨论 a = 二 b ==c 的 情况 . 不 难 验 证 
a(b—ce) = ab(1— bc) (1. 3. 38) 
(可 分 下 列 三 种 情况 ,6 一 c 一 0,2, 一 2 来 验证 ). 对 隐 变 量 分 布 积分 (| dXpG)… ) 
后 ,上 式 化 为 
(ab) — (ac) = (ab(1+ bc)) (1. 3. 39) 
注意 ,at 一 士 1, 上 式 右边 | (ap(1 十 pc))| 委 |((1 一 5c))|. 再 考虑 到 1 一 bc 之 0, 得 
1 一 5))| 一 1 一 (8c). 于 是 式 (1. 3. 39) 化 为 
| ab) — (ac) [1— (be) (1. 3. 40) 
可 以 证 明 , 上 列 不 等 式 与 量子 力学 理论 也 是 矛盾 的 . 例如 ,处 于 偏振 纠缠 态 
| 六) 的 光子 对 ,考虑 wa.b、c 方 向 依次 相差 30" ,按照 量子 力学 理论 [ 见 式 (1. 3. 31)] 
《ap 一 (pc 一 cos(r/3) 一 1/2,(ac) 一 cos(2r/3) 一 一 1/2, 代 入 式 (1. 3. 40) ,左边 一 
11/2 十 1/2| 三 1 ,右边 王 1 一 1/2 王 1/2, 然 而 (1 共 1/2) ,所 以 与 式 (1. 3.40) 矛 盾 . 
对 于 更 一 般 的 情况 ,a’ 关 b ,我们 注意 到 a、a’ 22 三 士 1, 由 此 可 以 证 明 
(gaa )b— (a—a)b’ 一 士 2 (1. 3. 41) 
(分 别 考虑 两 种 情况 a 十 a = 二 0,a 一 a 一 0, 即 可 证 明 ). 对 隐 变 量 分 布 pC4) 求 平均 
后 ,得 


ab) 十 lab) 一 《ab ) 二 (ab’) = (9) (1. 3. 42) 
式 中 0 二 土 2 . 显然 | (0)| 委 2. 因此 
| (a6) 二 《ab) 一 《ab 十 lab')| 过 2 (1. 3. 43) 
或 写成 : 
|Pla,D)+Pla’,b) — Pla,b’)++ Pla’ ,0)|<2 (1. 3. 44) 


此 即 CHSH(Clauser-Horne-Shimony-Holt) 不 等 式 . 

为 了 看 出 上 式 与 量子 力学 理论 矛盾 ,可 以 分 别 让 a、b、a 、b 方向 依次 相差 
22. 5*(x/8) , 按 量子 力学 理论 [ 见 式 (1. 3. 31)] 

(ab) = (a%b) = (ab’) = cos(x/4) = 1/V2 
(ab’) = cos(3x/4) =—1/V2 

式 (1. 3. 43) 左 边 等 于 2 V2 ,而 右边 等 于 2, 式 (1. 3. 43) 给 出 2 V2 委 2 的 荒 廖 结果 . 

Aspect 和 他 的 同事 们 首次 对 处 于 偏振 纠缠 态 | yt! ?的 光子 对 进行 偏振 关联 的 实 
验 , 来 检验 CHSH 不 等 式 . 纠缠 光子 对 是 激发 态 Ca 原子 衰变 过 程 中 产生 的 . 每 个 光 
子 经 过 开关 (switch) 后 指向 两 个 检 偏 器 (polarization analyzer) , 检 偏 方向 可 以 任意 调 
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整 . 两 个 光子 在 被 检测 时 已 相距 约 12m 远 , 相 当 于 光 传 播 40ns 时 间 ,这 个 时 间 远 长 
于 开关 的 周期 时 间 (cycle time of switch) ,以 及 两 个 光子 在 飞行 过 程 中 所 历时 间 
差 , 这 足以 保证 对 两 个 光子 测量 时 ,光子 已 在 飞行 过 程 中 ,并 且 已 在 空间 明显 分 开 . 
测量 结果 与 量子 力学 预期 值 相符 ,而 与 CHSH 不 等 式 明 显 偏离 达 5 个 标准 偏离 
(five standard deviations). 后 来 ,更 精确 的 实验 也 肯定 了 Aspect 等 人 的 结果 . 


1.3.5 GHZ 态 , 定 域 实 在 论 与 量子 力学 的 矛盾 


一 个 二 态 量 子 体系 , 称 为 一 个 量子 比特 (qubit). 两 个 量子 比特 的 最 大 纠缠 态 ， 
即 Bell 基 , 已 在 1. 3. 2 节 中 讨论 过 了 . 下 面 介 绍 多 个 量子 比特 Cmultiqubit) 的 纠缠 
态 . Greenberger-Horne-Zeilinger2 构造 了 一 种 类 型 的 3- 和 4- 量子 比特 的 纠缠 态 ， 
后 来 人 们 称 之 为 GHZ 态 . 例如 ,最 常见 的 3- 量 子 比特 的 GHZ 态 为 


十 [| 个 人 > 土 |y yy)]， 二 [| 不 Vy 人 > 土 | y 个)] 


V2 V2 
1 J 
顾 CI 人 4 十 IYY4)]， 顾 CI 和 +4) 土 IV44)] (1. 3. 45) 


利用 

oz| 4)=|1y), ol4)=ily), ol 人) 一 | 个 》 

oz| y 一 | 个》，o| yy 一 一 让 人 》， ol yy 一 一 | +y) 
不 难 证 明 ,GHZ 态 , 式 (1. 3. 45) 是 (01s02y03y ,01y02z03y 301y02903z ;01z02z037 ) 中 任何 一 
个 3 体 自 旋 算 符 的 本 征 态 ( 见 表 1. 3). 但 这 4 个 3 体 自 旋 算 符 并 不 函数 独立 ,它们 
满足 下 列 关系 


(1. 3. 46) 


(G12:02y03y) (01y02203y) (01y02y037) (01:02z03z) 一 一 1 
因此 ,这 4 个 3 体 自 旋 算 符 中 任何 3 个 ,都 构成 一 个 CSCO, 它 们 的 共同 本 征 态 就 
是 式 (1. 3. 45). 


表 1.3 3- 量 子 比 特 的 GHZ 态 ( 归 一 化 因子 1/W2 未 写 出 ) 


表 中 zyy,yzxy，… 是 go1zo2yo3y ,01y02z03y，… 的 简 记 . 


(zzyz) 表 象 
| 不 不 个 ) 士 | YY》 
| 不 人 +) 士 | yy 人) 
| 个 + 不 ) 士 | 了 不 省》 
| 人 yy) 士 | y 个 不 》 


© D.M.Greenberger, M. A. Horne and A. Zeilinger，in Bell’s Theorem, Quantum Theory and 
Conceptions of the Universe ，M Kafatos 主编 (Kluwer, Dordrecht, 1989), p. 73; D. M. Greenberger, M. 
A. Horne, A. Shimony and A. Zeilinger, Am. J. Phys, 58(1990), 1131. 
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与 此 类 似 ,4- 量 子 比 特 的 GHZ 态 


i 
半 全 玉 


1 1 
0 
LEAYy Ey yy 工 [| 不 十 椒 》 士 | 不 村 二 沐 


V2 V2 
1 1 
万 CI ttY 4 二 IY 4 厄 CI 4 YY) 土 [Y 4 4 人 4)] 


(1. 3. 47) 
是 表 1.4 中 所 示 9 个 4 体 自 旋 算 符 的 本 征 态 .但 这 9 个 4 体 自 旋 算 符 并 不 函数 独 
立 , 而 存在 4 个 函数 关系 ( 注 :zzzz=otuczsaazaiz，…) 

(ZZZZ)(CYyyyy) = (rryy) (Wrr) = (ryry) yryr) = (ryyr) (wry) = (zz) 
因此 ,它们 之 中 任何 4 个 函数 独立 的 4 体 自 旋 算 符 都 构成 一 个 CSCO, 它 们 的 共同 
本 征 态 , 即 式 (1. 3.47). 例如 ,可 以 看 成 (osazaaasadzyalzaaaaayadty yalzaayaayadz 901202y 
0304z) 所 构成 的 CSCO 的 共同 本 征 态 . 


表 1.4 4 | GHZ 态 ( 归 一 化 因子 1V2 未 写 出 ) 


(z,z,zyz) 表 象 
和 


| 不 个 不 ) 士 | 了 不 十 》 
| 个 个 二) 士 | yy 人 4 


| 个 二 不 不 ) 士 | 了 不 了 二》 


| yy 十 | 不 二 不》 


| 不 二 不) 士 | 了 不 不 站》 


| 个 汪汪) 士 | y 人 个 和》 


还 可 以 构造 类 似 于 式 (1. 3.45) 的 GHZ 态 
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后 i 
Ot 


应 4 人 4] 让 二 让 人 
可 以 证 明 9 它们 是 (Cola2y0aay 9OlyO2xO 3x 9 Ol1xO0 2y0 3x » Olx02x03y ) 的 本 征 态 . 由 于 (G1y02y03y ) 
(G1y02x0 3x) (G1x02y0 3x ) (01x0 2x03y ) 一 一 1, 所 以 这 4 个 算 符 中 任何 3 个 都 可 以 构成 一 个 
CSCO, 它 们 的 共同 本 征 态 即 GHZ 态 , 式 (1. 3. 48). 
类 似 于 式 (1. 3. 47) 的 4 量子 比特 的 GHZ 态 


十 [| 个 个 人 > 土 计 VV VV)]， 十 [C| 人 Vy 个 人 > 土 | y 个 Vy)] 


(1. 3. 48) 


VE 总 
应 CI 和 4 人 44 二 YY 5 
让 Ct 人 Dt yy 应 CI VY) 土 计 Y 人 4)] 
UP Sl 


(1. 3. 49) 

是 9 个 4 体 自 旋 算 符 Czzzyyzzyzyzyzrzyyzzzyzyyy，yZyy， yyTYs yyyT, zzzz) 
的 本 征 态 . 但 9 个 算 符 并 非 函 数 独立 ,而 存在 4 个 函数 关系 

Czzzy) YYYT) 一 (CTYT) (YTY) = (TYTT) (YLYY) = (CTyyy)(CXZZZ) 

一 一 (zzzz) 

它们 当中 任何 4 个 函数 独立 的 4 体 自 旋 算 符 都 构成 一 个 CSCO, 其 共同 本 征 态 就 
是 GHZ 态 , 式 (1. 3. 49). 多 个 量子 比特 的 GHZ 态 的 构造 方法 以 及 相应 的 CSCO， 
可 参阅 文献 9. 

六 量子 比特 的 GHZ 态 的 共同 特点 是 它们 的 所 有 粒子 约 化 密度 矩阵 的 秩 


0。 0。 。 .0 .0 :0 。 0 .0 0 。0 0 。0 。 


7 一 2,R 一 1,2……， [会 ] 》 [这 | 为 不 大 于 今 的 最 大 整数 ， 即 k 粒子 约 化 密度 和 矩阵 总 可 
以 化 为 


1 0 位 六 关 "天 


112 "Lk = 1 2 入 


(1. 3. 50) 


© M. Q. Ruan and J]. Y. Zeng, Phys. Rev., A70 (2004), 052113. 
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事实 上 ,2- 量 子 比 特 的 GHZ 态 , 就 是 Bell 基 ( 见 表 1. 1). Bell 基 与 N- 量 子 比 
特 (N 宇 3)GHZ 态 有 下 列 明显 不 同 的 性 质 :(a) 每 一 组 Bell 基 都 存在 3 个 优选 表 
象 (如 表 1. 1 与 表 1. 2) ,而 每 一 组 N( 疡 3) 量子 比特 的 GHZ 态 ,都 只 有 一 个 优选 表 
象 ,在 此 表象 中 GHZ 态 可 以 表示 为 两 项 直 积 态 的 相干 又 加 [ 见 式 (1. 3. 45)， 
(1. 3. 47) , (1. 3. 48) 与 (1. 3. 49)]; (b) Bell 不 等 式 理论 只 是 表明 定 域 实在 论 (local 
realism，LR) 与 量子 力 学 理论 的 统计 预言 (statistical prediction) 是 矛盾 的 . 而 对 于 
NN( 之 3) 量 子 比 特 的 GHZ 态 ,不 仅 其 统计 预言 ,更 重要 的 是 其 确切 预言 (perfect 
prediction) , 与 LR 理论 截然 矛盾 . 0 

先 以 3 量子 比特 GHZ 态 , 式 (1. 3.45) 为 例 .对 于 去 [| 4 人 4) 一 | 949] 
GHZ 态 , 按 LR 理论 ,3 个 自 旋 为 1/2 的 粒子 的 g 沿 a 方向 (a 二 zx,y,z) 的 分 量 m; 
(i 二 1,2,3) 有 下 列 关系 ( 见 表 1. 3): 

Mm2y m3y 一 1 ,miym2rm 3y 二 1 ,miym2ym 3r 一 1 
由 此 , 按 LR, 可 得 (注意 maz? 一 1, 一 1,2,3,a 一 zy，z) 
mzm2ymsy) (7121y7722z7723y ) Miym2ym3z ) 一 111z7112z7123z 一 1 
然而 按照 量子 力学 理论 ( 见 表 1. 3) ,ouczosz 的 测 值 应 确切 为 其 本 征 值 一 1， 
mizm2zm3z 一 一 1 

所 以 LR 与 量子 力学 的 确切 预言 尖锐 矛盾 . 而 实验 测量 结果 @ 肯 定量 子 力学 的 确切 
预言 正确 ,而 与 LR 理论 矛盾 . 


类 似 ,对 于 人 量子 比特 的 GHZ 态 去 [| 人 个 个 个 ) 一 | 小)]( 见 表 1.4)， 


按照 LR 理论 ,msmzzmszmsz 一 一 1， mzm2zmaymay 一 —1,mzm2ymsymaz 一 —1. 因 
而 , 按 LR 理论 ,可 得 
《72lz772 2z7723z171724z ) (7121z772.2z7723y7724y ) Msm2ymsym sz ) Miz 2y772 3z772 4y 2 1 


而 按 量子 力学 理论 ( 见 表 1. 4) ,01s02yo3z04y 的 测 值 应 确切 为 其 本 征 值 十 1, 即 
mzm2ymszmay 一 十 1 

所 以 LR 与 量子 力学 理论 的 确切 预言 尖 税 矛盾 . 实验 结果 8 肯定 量子 力学 的 确切 预 

言 正确 ,而 与 LR 理论 矛盾 . 


1.3.6 量子 不 可 克隆 定理 
Wotters & Zurek (1982) 在 给 Nature 杂志 的 一 篇 短文 中 ,根据 量子 态 又 加 原 


@ 见 前 引 Greenberger，Horne & Zeilinger 的 文献 ,或 见 M. O. Scully & M. S. Zubairy,， Quantum 
Optics (Cambridge University Press, 1997),p. 529~531. 

© J.W.Pan, D.Bouwmeester, M. Daniel, H. Weinfurter and A. Zeilinger, Nature, 403(2000), 515. 

©® Z. Zhao, T. Yang, Y. A. Chen, A. N. Zhang, M. Zukowski andJ. W. Pan, Plhys. Rev. Lett., 
91(2003) ,180401. 
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理 ,得 出 了 下 列 一 个 论断 ;一 个 未 知 的 量子 态 不 可 能 被 完全 精确 复制 . 后 来 被 人 们 
称 为 量子 不 可 克隆 定理 (quantum non-cloning theorem). 这 个 定理 的 实质 已 经 列 
含 在 量子 力学 的 最 基本 的 原理 之 一 , 即 量子 态 合 加 原理 之 中 ,实际 上 可 以 认为 是 量 
子 态 倒 加 原理 的 一 个 重要 推论 . Wotters & Zurek 是 以 光子 偏振 态 为 例 来 论证 的 . 
但 此 论证 可 以 适用 于 任何 二 态 体系 . 这 个 定理 后 来 又 有 人 做 了 推广 CQ@. 

Wotters & Zurek 的 论证 简 述 如 下 (更 全 面 和 深入 的 论述 , 见 原始 文献 9) : 设 
二 态 体系 的 态 空间 的 两 个 正 交 归 一 基 矢 记 为 10) 和 |1). 采用 Panli 表象 


1 0 
oo= | D=| (1. 3. 51) 
0 1 


按照 量子 态 倒 加 原理 ,这 个 二 态 体系 的 任何 一 态 1y) 都 可 以 表示 成 10; 和 |1) 的 线 
性 全 加 , 即 


|) =al0)++6|1)，|al?: 十 |6|:=1 (1. 3. 52) 
设 复制 装置 的 初 态 为 | A). 量子 态 的 完全 精确 复制 过 程 可 以 表达 如 下 : 
[A = |Ay) lp 1y) (1. 3. 53) 


|A,) 是 复制 后 复制 装置 所 处 状态 , 它 可 以 依赖 于 ,也 可 以 不 依赖 于 被 复制 的 量子 
态 | 少 . 设 |0? 以 及 与 它 正 交 的 |1? 可 以 被 这 个 装置 完全 精确 复制 , 即 
1A)10) —> |Ao)10)10),|A)|1) —> |A1)11)|1) (1. 3. 54) 
试问 体系 的 任何 一 个 状态 |y)[ 见 式 (1. 3.52)] 是 否 也 能 被 这 个 装置 完全 精确 
复制 ? 
该 文 的 回答 是 否定 的 . 理由 如 下 : 按 式 (1. 3. 52) 
|A)|y) = |A)(al0)+6|1)) = alA)|0)++6|A)|1) 
按 式 (1. 3. 54) 假 定 
|A)|y) >alAo)10)10)++61A1)11)11) (1. 3.55) 
下 面 分 两 种 情况 来 讨论 : 
(1) 设 |Ao) 关 141), 则 上 式 所 示 复 制 出 来 的 体系 处 于 混合 态 ,不 可 能 是 要 复制 
的 纯 态 |1y) 1y) (不 计 及 归 一 化 问题 ) ,因为 
[WW =(Cal0)+6|1)) Cal0)+6|1)) 
二 a?|0)|10) 十 2a510)1|) 十 11) 11) (1. 3. 56) 
(2) 如 | Ao) == |Ai), 则 式 (1.3.55) 所 示 复 制 出 来 的 体系 处 于 下 列 纯 态 
oca10)10) 十 511) 11) ,是 一 个 纠缠 态 , 它 也 绝 不 可 能 是 式 (1. 3. 56) 所 示 状 态 . 


@ H.P. Yuen, Phys. Lett., 113A(1986),405. 

® G. M.D’' Ariano and H. P. Yuen, Phys. Rev. Lett., 76(1996), 2832. 

®@ H. Barmnum, etal. Phys. Rev. Lett., 76(1996), 2812. 

@ ”介绍 量子 不 可 克隆 定理 的 中 文 文献 ,可 参阅 郭 光 灿 , 段 路 明 , 物 理 ,27(1997) ,54. 
©® W. K. Wotters and W. H. Zurek, Nature, 299(1982),802. 
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(证 毕 . ) 

Yuen 等 (上 页 文献 O) 进 一 步 发 展 了 量子 不 可 克隆 定理 的 内 容 . 他 们 假定 复 
制 过 程 可 以 用 一 个 么 正 变换 来 描述 ,他 们 证 明 : 当 且 仅 当 两 个 量子 态 正 交 时 ,它们 
才 可 能 被 同一 个 复制 装置 克隆 . 


® 0 0 0。 0。 0。 。 0。 .0 .0 。 。 。 


证 明 

设 两 个 量子 态 | yg) 与 1y) 可 以 被 同一 个 复制 装置 克隆 
U|A)|yg) = |Ao)| yg) | yg) (1. 3. 57a) 
UlA)|g) = |A) lg |g) (1. 3. 57b) 


式 中 UU=UUT 二 1,U 是 描述 复制 过 程 的 么 正 变换 . 式 (1. 3.57b) 取 共 斩 , 并 与 
式 (1. 3. 57a) 取 内 积 , 得 
Cg [go) = (gn | yo) Ai|Ao) (1. 3. 58) 
由 于 | 《Ai|Ao) | 过 1, 所 以 要 求 
[Cg lp) le | gly)’| (1. 3. 59) 
而 只 当 (y | yg) 二 0, 上 式 才 能 满足 , 即 要 求 两 个 待 复制 量子 态 | 与 | ) 正 交 . 
以 上 讨论 的 是 对 纯 态 的 复制 . Barnum 等 (上 页 文献 @) 还 进一步 研究 了 混合 
态 的 复制 问题 ,提出 量子 不 可 播送 定理 (non-broadcasting theorem). 
Patti 等 0(2000 年 ) 提 出 了 量子 态 不 可 删除 定理 ,题名 :“Impossibility of dele- 
ting an unkown quantum state”. 有 兴趣 的 读者 也 可 参阅 原始 文献 


1.3.7 量子 远程 传 态 


纠缠 态 不 仅 对 理解 量子 力学 的 基本 概念 有 重要 意义 ,近年 来 已 在 一 些 前 沿 领 
域 ,特别 是 在 量子 信息 论 中 得 到 广泛 应 用 .下面 简单 介绍 一 下 纠缠 态 在 量子 远程 通 
信 (quantum teleportation) 中 的 应 用 . 

1993 年 Bennett 等 8 提出 了 一 个 利用 纠缠 态 来 远程 传送 一 个 量子 态 信 息 的 方 
案 . 不 久 , 奥 地 利 的 Zeilinger 研究 组 SB 和 意大利 的 一 个 研究 组 8 分 别 在 实验 上 利用 
挛 生 光子 对 的 偏振 纠缠 态 成 功 地 实现 了 一 个 光子 偏振 态 的 远程 传送 . 

Bennett 等 的 理论 方案 (参见 图 1. 4) 简 述 如 下 :此 方案 的 目的 是 要 求 一 个 发 送 
员 Allice 把 一 个 自 旋 为 1/2 的 粒子 的 自 旋 态 

1$8)==al 和) 二 +6b| 人 ;>，|al? 十 |6|? = (1. 3. 60) 

发 送 给 远 处 的 接收 员 Bob，Allice 与 Bob 之 间 有 一 条 经 典 通 信道 (如 电话 ) ,以 传 


A. K. Patti and S. L. Braunstein, Nature, 404(2000),164. 

C. H. Bennett et al., Phys. Rev. Leti., 70(1993),1895. 

D. Bouwmeester, J. W. Pan, K. Mattle, M. Fibl, H. Weinfurter and A. Zeilinger, Nature, 390 
，575. 

D. Boschi et al. , Phys. Rev. Lett., 80(1998),1121. 
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递 测量 过 程 中 技术 上 的 信息 ,但 发 送 员 Allice 对 于 要 传送 的 量子 态 |18) 可 能 一 无 
所 知 . 


Allice 经 典 通信 首 Bob 


1$), 


粒子 2 粒子 3 


I 


图 1.4 Bennett 等 的 量子 态 远程 传递 方案 示意 图 


传送 程序 如 下 ， 
(1) 设 有 一 个 自 旋 为 1/2 的 粒子 ( 记 为 1) 处 于 | $8)1 态 ,存放 在 Allice 处 , 即 
|g)1 =al¢4) tol y), lal?+12l?= (1. 3. 61) 
(2) 制 备 一 个 EPR 对 ,由 粒子 2 和 3 组 成 (它们 的 自 旋 都 是 1/2), 处 于 纠缠 态 
I )zs, 即 
四 1 
| 太 >23 一 庆 [ 个 ?| | y 2| 个 3] (1. 3. 62) 
然后 把 粒子 2 发 送 给 Allice, 把 粒子 3 发 送 给 Bob. 
(3)Allice 使 用 可 以 识别 4 个 Bell 基 的 装置 ,对 粒子 1 和 2 进行 测量 ,与 此 同 
时 Bob 对 粒子 3 进行 自 旋 测量 . 这 对 于 由 自 旋 为 1/2 的 3 个 粒子 组 成 的 体系 的 自 
旋 态 的 测量 ,是 一 个 完备 测量 . 3 粒子 体系 处 于 自 旋 态 
| Vi 一 181| 扩 )23 (1. 3. 63) 
上 述 测量 自 旋 态 的 过 程 ,可 以 认为 是 一 个 重 纠缠 (reentanglement) 过 程 , 即 把 
| 严 ) 王 1g 1 太 )s 按 照 粒 子 1 和 2 的 Bell 基 展开 ， 而 粒子 3 处 于 相应 的 一 个 自 
旋 态 ,直接 计算 可 以 得 出 (利用 1. 3.2 节 , 表 1.1) 


| 更 ?1z A 个 3 一 0 ys) 


十 | 凡 )i( 一 al 个) 十 2 ys) (1. 3. 64) 

十 18 D1 C6| 个 )s 十 al yy)s) 

十 | 12(—b| 和 二 Tal y 3)] 
Allice 每 一 次 测量 的 结果 ,可 能 是 4 个 Bell 基 中 的 某 一 个 ,概率 都 相同 ( 均 为 1/4)， 
与 此 同时 ,Bob 测 得 的 粒子 3 的 自 旋 态 将 是 式 (1. 3. 64) 所 示 的 相应 的 量子 态 . 见 
表 1. 5. 
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表 1.5 


Allice 测 得 的 粒子 
和 态 
1 和 2 的 纠 纺 态 Bob 测 得 粒子 3 的 自 旋 
= 和 0 
| 1 —a| 人 )3—6 | ya) =U1 | gs， | 1) 
下 0 
| 好 > 一 上 | 个 )s 十 5| y)3= ( 让 一 U2z | $)3, Uz= = > 1) 
| $7 )12 56| $4)3+ta| ys 一 3 一 Us | $)3, Us= 
a/3 1 0 
b 0 一 1 
| $+ )12 —6| 4)3+al| y )s 一 ( 1) -局 | #3, Us = ( i a 


(4)Bob 测 得 的 粒子 3 的 自 旋 态 ,是 待 传送 的 自 旋 态 |$) 经 过 某 种 么 正 变 换 U; 
(i 三 1,2,3,4) 作 用 后 的 结果 . 究竟 是 哪 一 个 么 正 变换 ,只 能 由 Allice 通过 经 典 通信 
道 告诉 Bob. 例如 ,Allice 测 得 的 Bell 基 为 |g )1 ,她 就 把 此 信息 ( 即 Us ) 告 诉 Bob. 
Bob 随即 用 与 Us : 相应 的 操作 把 他 测 得 的 粒子 3 的 自 旋 态 Us | gs 恢复 成 待 传送 
的 量子 态 | gs， 即 

Us'U; | $)s 一 |g)s 
这 样 ,量子 态 | 8)1, 就 已 传送 给 远 处 的 Bob 了 , 即 | 8),, 只 不 过 现在 由 粒子 3 来 扮 
演 粒 子 1 的 角色 罢了 . 这 里 要 特别 提 到 ， ee 原来 的 粒子 1 的 自 


“近年 来， 重子 远程 传 态 实验 工作 陆续 取得 重要 渴 展 ， ee 
关 文 献 0~®. 

关于 Bennett 的 量子 远程 传 态 方案 ,有 几 点 值得 提 到 : 

(1)Bennett 等 在 文献 中 强调 , 他 们 的 方案 并 不 能 用 来 进行 超 光速 的 量子 传 
态 ,因为 方案 中 需要 借助 一 条 经 典 通信 道 (图 1. 4). 

(2) 在 Bennett 等 的 方案 中 ,EPR 对 的 纠缠 性 起 了 关键 作用 . 可 以 证 明 ,Bell 基 


的 单 粒 子 约 化 密度 矩阵 都 是 却 D (Is 是 2X2 单位 矩阵 ), 矩 阵 的 秩 Crank) 均 为 2. 


ee | 不 不 ?| yy fy ys 中 任何 一 个 
态 ,可 以 证 明 , 不 可 能 完成 量子 远程 传 态 @. 


@ Y.H.Kim, S.P. Kulik and Y. Shih, Phys. Rev. Leti., 86(2001), 1370, Quantum teleportation of 
a polarization state with a complete Bell state measurement. 

® A.Furusawa, et al,, Science, 282(1998), 706, Unconditional quantum teleportation。 

@ M.Aspelmeyer, et al. , Science, 301(2003),621, Ionesdistanoe free-space distribution of quantum 
entanglement. 


@® J.Y.Zeng, H.B.Zhu and S.Y.Pei, Phys. Rev., A65(2002),052307. 
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再 以 二 粒子 ( 自 旋 1/2) 的 角 动量 类 表象 为 例 ,其 4 个 基 矢 |SM,) 是 (S*,S.) 的 
共同 本 征 态 ,$= 去 (a 十 os) 是 总 自 旋 ,5? 的 本 征 值 为 SCS 十 1),S 一 0,1, 而 S. 本 
征 值 为 M,. 其 中 |00) 为 自 旋 单 态 , 即 |y), 而 110), 11, 土 1) 为 三 重 态 , 110) 即 


[入 》 100) 与 110) 都 是 纠缠 态 ,但 |11) 二 | 个 个 ;和 |1, 一 1) 二 | yy ) 则 为 直 积 态 . 
容易 证 明 
18)1100)w = 二 100)s 加 十 二 110) 全 十 序 11D)a E 
a) 
18)1110)a =- 去 oo 人 _ i 二 lo 人 上 十 让 11D)。 () 


+ 站 1 一 Da( 上 


| 8)1111)% = 站 ls( Js 二 io)e(。 上 + 人 (oh 
| 8)111, — 1)2 一 计 100)" 合生 二 站 Do 人 。 je 11 一 1 ( 


(1. 3. 65) 


可 以 看 出 , 若 采用 粒子 2 和 3 的 直 积 态 , | 11)w 或 |1, 一 1)zs ,就 完全 不 能 实现 
|g%》 态 的 远程 传递 ,即使 采用 纠缠 态 , 100)zs 或 |10)s ,完成 1g%》 的 远程 传递 的 概率 
也 只 有 1/2. 其 根源 在 于 二 粒子 ( 自 旋 1/2) 的 耦合 表象 的 4 个 基 矢 中 ,只 有 |00? 和 


110) 为 纠缠 态 , 而 |11? 和 | 1, 一 1 都 是 直 积 态 ,其 单 粒子 约 化 密度 矩阵 为 ( 由 


0 0 
秩 为 1. 
3) 在 1. 3. 5 节 中 已 提 到 , N 粒子 ( 自 旋 1/2) 体 系 的 GHZ 态 的 所 有 上 粒子 约 


化 密度 矩阵 的 秩 均 为 2[ 见 式 (1. 3. 50)] ,一 1,2,…,| 全 | 因此 ,借助 于 处 于 GHZ 


态 的 N 粒子 ( 自 旋 1/2) 体 系 ,并 不 能 传递 2 个 或 多 个 粒子 ( 自 旋 1/2) 的 任意 量子 
态 . 为 进行 2 粒子 或 多 粒子 ( 自 旋 1/2) 的 任意 态 的 传递 ,需要 借助 其 他 类 型 的 纠缠 
态 ,它们 的 约 化 密度 矩阵 应 具有 更 高 的 秩 . 


1.4 Wigner 函数 ,量子 态 的 测量 与 制备 


1.4.1 Wigner 函数 
在 经 典 力学 中 ,一 个 粒子 的 运动 状态 ,用 它 在 每 一 时 刻 的 坐标 和 动量 , 即 相 空 
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间 中 的 一 个 点 来 描述 . 在 量子 力学 中 ,由 于 波动 -粒子 两 象 性 ,一 个 体系 的 量子 态 ， 
用 Hilbert 空间 中 的 一 个 矢量 (方向 ) 来 描述 , 记 为 右 矢 |y) ,而 在 一 个 具体 的 表象 
中 , 则 用 态 矢 |y) 在 各 基 矢 方向 的 分 量 来 刻画 . 如 选用 一 个 连续 表象 , 则 量子 态 表 
示 成 一 个 波 函 数 ( 复 ). 例如 ,在 坐标 表象 中 ,量子 态 |y) 表 示 成 (x1y) 一 yx). 量子 
态 包含 了 体系 的 全 部 信息 . 

在 量子 力学 中 ,单个 (individual) 粒 子 (或 体系 ) 的 量子 态 是 不 能 观测 的 , 即 在 
原则 上 不 能 用 实验 来 测定 ,但 对 于 在 同样 实验 条 件 下 制备 出 来 的 粒子 (或 体系 ) 所 
构成 的 系 综 Censemble) 而 言 ,量子 态 的 测量 则 是 有 意义 的 9@. 近年 来 ,量子 态 测量 
的 实验 工作 ,已 取得 一 些 重要 进展 @. 现今 已 进行 的 测量 量子 态 的 实验 工作 ,是 测 
量 与 波 函数 或 密度 矩阵 等 价 的 Wigner 函数 @, 它 是 定义 于 相 空间 中 的 一 个 实 函 数 
[ 见 式 (1.4.1)], 它 具有 准 概率 分 布 函数 的 性 质 . 但 Wigner 函数 并 非 粒子 坐标 和 
动量 的 联合 测量 分 布 , 因为 这 是 违反 Heisenberg 的 不 确定 度 关 系 的 . 特别 是 
Wigner 函数 既 可 以 取 正 值 , 也 可 以 取 负 值 ,后 者 正 是 非 经 典 性 质 的 反映 . 此 外 ,在 
量子 态 的 制备 以 及 量子 工程 (quantum engineering)( 或 称 波 函数 工程 ) 等 领域 也 取 
得 相当 的 进展 @. 

与 量子 态 | 或 密度 算 符 op 二 |y) (yy| 相应 的 Wigner 函数 定义 如 下 : (为 表述 
简单 ,下 面 以 一 维 粒子 为 例 . 多 维 粒子 或 更 复杂 的 体系 的 Wigner 函数 ,也 可 类 似 
定义 ) 

W(xz,p) =7 | 《Zz 十 S)ygz 和 Eendr 
1 


= 二 [~ (Xz 一 x |o|Zz 十 Xx) ee 扩 dx/ 
Th ~ 7 


os > 
-| zz pyls tr) ede 


te8 R 了 
| p° (THIIT— x dr (1.4.1) 


页 (z, 力 也 可 以 表示 成 动量 空间 的 波 函数 的 积分 ( 注 1) 


© A.Royer, Foundation of Physics，19 (1989 ) 3, Measurement of quantum states and the Wigner 
function. 

©® G.M.D'Ariano and H. P. Yuen, Phys. Rev. Lett., 76(1996), 2832, Impossibility of measuring 
the wave function of a single quantum system. 

@ 例如 ,Ch. Kurtsiefer, T. Pfau & J. Mlynek, Nature, 386(1997), 150, Measurement of the Wign- 
er function of an ensemble of helium atoms. 

@® E. Wigner, Phys. Rev., 40 (1932), 749, On the quantum correction for thermodynamic 
equilibrium. 

@ 例如 ,参阅 T. Hey and P. Walters, The New Quantum Universe, chap. 9 (Cambridge University 
Press，2003) ;中 译文 ,《 新 量子 世界 》, 雷 奕 安 译 ( 湖 南 科学 技术 出 版 社 ,2005). 
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W(z,p) 一 7 _。 二 p’ lplp 十 加 >e 2 dp 
一 其 (pp lg) ylp tp ye dp 


oo 
=H) $s (PHP OR Pp edp. 
二 ceo 7 / 
| p+ gp Bedp (1. 4. 2) 
式 中 $(p 一 p==(p 一 p' 1y). 
( 注 1) 式 (1.4.1) 作 Fourier 变换 ,得 
W(z,p) = 点 zs|| az ap dp’e —i(ztz)p Cs (p’ ) eg (p ) eer 


= 去 || dp'ap3C2p—p pe eg (pC) 


9p', 2) | 二 2,dp'dy 二 2dudv, 得 


Ss Pi , ] 一 人 
人 Spouto pu 0p +p -2p p20, | Gh) 


Wp) = | | dudod Cp — We ng Cut gu— 


= 二 au rf * (p+ oR pO— ov) 
把 " 换 成 加 , 即 式 (1. 4. 2). 


1，Wigner 函数 的 性 质 


《有 (z, 力 ) 为 相 空 间 中 的 实 函 数 
W’ (zx,p) = W(z,p) (1.4.3) 
在 式 (1. 4. 1) 中 令 x = 一, 即 可 证 明 上 式 . 
(2)W(z,p) 具 有 准 概率 分 布 的 含义 , 即 ( 注 2) 


away = y° Cz) (1.4.4) 


jw = $° (p) $C) (1.4.5) 


J (XT)y《z) 和 8*(p)$(p) 是 大 家 熟知 的 粒子 在 坐标 空间 和 动量 空间 的 概率 分 布 
密度 . 


( 注 2) 把 式 (1.4.1) 代 入 式 (1.4. 4) ,利用 |aaeeon 一 2zhi83(2z ) = 态 NCz) ,得 


we, Ddp = ay (z 十 z)Wz 一 了 )8Cz) = YY Cz) 
~ 4. 5). 
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计算 如 下 ( 注 3) 
Fe = [dzdpw zs pf = |p° Df nndr .4.6) 
这 与 直接 用 坐标 表象 中 的 波 函 数 jy(z) 来 计算 f(xz) 的 平均 值 公 式 一 致 . 


( 注 3) 利用 式 (1. 4. 1)， 
f(z) =| [dzdpwCz, pf) 一 吉 |||azapazy (z+z Yr— zr mf) 


=||ardzy" (z+ x pz) fF = ao Df Dy 
此 即 式 (1.4. 6). 类 似 可 以 证 明 式 (1. 4.7)、(1. 4. 8). 
对 于 只 与 动量 有 关 的 力学 量 eCp) (如 动能 = 产 /2m), 平 均值 也 可 类 似 计算 
如 下 : 
ED =|Jardpwozsp)ecp) = |$° (pgCp) $Cp)dp 
(1. 4.7) 
=|y* CDg( 一 远 刀 )4Cz)dz 
这 与 用 波 函 数 y(z) 或 $(p) 计 算 glp) 平 均值 的 公式 一 致 . 
不 难 证 明 , 对 于 如 下 形式 f(z) 十 g(p) 的 力学 量 [ 例 如 五 =p?/2m 十 V(z)j, 平 
均值 也 可 计算 如 下 : 


Pa =|[azdpwz, PLC) + gCp)] 
=|y DLf CD +e lADd .4.8) 


=|$* (PLC 3 + gCp)]$Cp)dp 
(4) 一 般 说 来 ,WCz, 思 ) 既 可 取 正 值 ,也 可 取 负 值 ,所 以 不 能 像 经 典 物理 中 那样 ， 


把 W(z,p) 看 成 粒子 在 同一 时 刻 坐 标 取 zx. 动量 取 .p 的 概率 密度 (这 种 描述 是 违反 不 
确定 度 关系 的 ). 然而 可 以 证 明 ,对 于 准 经 典 态 (quasirclassical state) ,W(xz,p)>0. 


图 1. 5 给 出 了 一 维 谐振 子 的 较 低 两 个 能 量 本 征 态 的 Wigner 函数 . 其 中 基态 
波 函 数 (Gauss 波 包 ) 相 应 的 Wigner 函数 为 ( 取 自 然 单 位 m== 友 二 w 王 1) 


Wo (zx,p) = Let >0 (1. 4.9) 
具有 相 空 间 中 的 旋转 不 变性 . 对 于 激发 态 , 则 W(x,p) 可 正 可 负 , 呈 现 明显 的 非 经 
典 特 征 . 还 可 以 看 出 ,Wo《z,P) 在 z= 二 p 二 0 点 出 现 高 峰 ,Wi (zx,p) 则 有 一 峰 一 谷 . 
对 于 最 理想 的 准 经 典 态 一 一 谐振 子 相 干 态 ,WCz,p) 图 形 与 Wo 《zx,p) 相 似 ,但 
随时 间 演 化 ,其 高 峰 位 置 在 相 空 间 做 圆周 运动 ( 见 2. 5. 3 节 ). 
2. Wigner 函数 随时 间 的 演化 


利用 Schr6dinger 方程 
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(a) 基态 (b) 第 一 激发 态 
图 1. 5 谐振 子 能 量 本 征 态 的 Wigner 函数 


~ 2m 
A 力 满足 ( 注 4) 


Es ee 区 及 + 加 ( 全 十 ( 天 (了 
_pPaW,aVvaw (各 ) 二 ( 弱 )(3)… 
1 


m a op 31 aps 


当 OC 到) 项 可 以 忽略 (或 #V/93z = 二 0, 对 4 宇 3) 情 况 
aoW_ _ paoW ,aVvoaw 


(1.4.11) 


oat m oz 9z 9p 
与 经 典 统计 物理 中 Liouville 定理 形式 上 相同 ( 注 5). 


IW __ p aW. , ay aW. 
or m 9 并 gz 9p 


(1. 4. 12) 


(1. 4. 13) 


( 注 4 为 方便 ,把 W(z,p) 的 定义 式 (1.4. 1) 改 写成 
WCzsp) = | dW" Cet DUE Dem 
利用 方程 (为 简单 起 见 , 波 函 数 中 的 时 间 变量 :未 明显 写 出 ), 可 得 出 
| 
+ 译 [VCz+T DV Dy Cot Wr} em 


十 于 [VCz 十 力 一 VCGz 一 切 ] 久 (et Dr} em 
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上 式 中 第 一 项 分 部 积分 后 ,可 以 化 为 
一 到] dy {e-em 


0 9 一 
一 一 Z£| ay{yz—» 3 全 十 2 + (zt+»y) 2 } ee 


十 co 
= 一 坪 世 | dy Cz 十 Dz 一 e294 一 一 卫 硫 起 W(zsp) 


m 9ZJ 一 
第 二 项 计算 ,可 利用 VC(z 十 y) 和 V(x 一 y) 的 Taylor 展开 


VD Vy 交 二 2 
AX( 奇 ) 


4! ar 
于 是 第 二 项 化 为 


2i 1 VCz) 1 
pV 
2 


= 一 多 二 2 二 二 do ew, (21)™ 
天 和 ar ap 直 | dy (z+WIHUI— Ye (时 ) 


1 
A 
4( 奇 ) 


A ow a7 
于 是 式 (1. 4. 11) 得 证 . 
( 注 5) 按 经 典 正则 系 综 分 布 

Welz,p) Ce®E,B= 1/kT,E= p/2m+ Vz) 
& 为 Boltzmann 常量 . 利用 Liouville 定理 ,dW./dt 二 0, 而 
时 -从 + (各 交 1 各 
_ aW。 ay MW ,aW, 
Var drap oat 


Ho 
医 dyy gp”* (zt yr OT— y) ee 


dt 


所 以 


aW: __ pb aW, , aV aW 
at m gr 9zr ap 


式 (1. 4. 13) 得 证 . 
1.4.2 Schr6dinger 猫 态 , 介 观 与 宏观 Schrodinger 猫 态 的 制备 


1935 年 Schrodingerg 提出 了 一 个 理想 实验 (后 来 人 们 称 之 为 Schr6dinger 
猫 ) ,对 波 函 数 的 统计 诠释 提出 责难 . 在 他 的 理想 实验 中 ,有 一 只 可 怜 的 猫 被 关 在 笼 
子 里 ,第 内 放置 有 一 个 毒药 瓶 , 瓶 的 开关 由 一 个 放射 性 原子 装置 控制 . 当 此 原子 处 
于 激发 能 态 ( 记 为 | 个 7) 时 ,瓶子 是 关闭 的 , 猫 未 受到 毒药 损害 ,是 活 的 . 而 当 原 子 
牙 迁 到 基态 ( 记 为 | y )) 后 ,伴随 有 光子 释放 出 来 , 它 将 启动 瓶 的 开关 装置 ,于 是 毒 
药 被 释放 出 来 , 猫 就 被 毒 死 . Schr6dinger 用 下 列 波 函 数 来 描述 ( 猫 十 原子 ) 这 个 复 
合体 系 的 量子 态 

1y) 二 a| 活 猫 )| 个 十 8| 死 猫 》| y > 


@@ 见 p.25 所 引 Schr6dinger 的 文献 . 
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[ax 上 十 1p8 一 (1.4. 14) 
按 波 函数 的 统计 诠释 , | | : 表示 原子 处 于 激发 态 而 猫 是 活 的 概率 , | 8| : 表示 原子 处 
于 基态 而 猫 是 死 的 概率 . 换言之 , 猫 是 处 于 不 死 不 活 的 状态 . 在 宏观 世界 中 , 猫 非 死 即 
活 , 二 者 必 居 其 一 . 因此 ,量子 力学 的 统计 诠释 有 悖 日 常生 活 经 验 , 是 难以 接受 的 . 

最 近 美 国 Corolado NIST(National Institute of Standards and Technology) 的 
C。，Monroeo 等 成 功 地 实现 了 在 介 观 尺度 上 的 Schr6dinger 猫 态 . 他 们 把 囚禁 在 
Paul 阱 中 的 "Be 离子 ,首先 通过 激光 致 冷 ,制备 在 谐振 子 的 基态 (描述 ?Bet 的 质心 
运动 ). "Be- 的 原子 核 自 旋 为 [一 3/2( 按 照 壳 模 型 ,?Be 核 的 4 个 质子 已 配对 , 自 旋 
为 0,5 个 中 子 中 未 配对 的 中 子 处 于 ps 能 级 ). 而 价 电 子 最 低能 态 是 处 于 2s 能 
级 ,因此 原子 的 总 角 动量 下 二 1,2. 考虑 到 磁 相 互 作用 ,?Be- 的 最 低 两 条 能 级 形成 
超 精 细 分 裂 结构 ,其 中 下 二 2, Mz 二 一 2 为 基态 ,F 一 1,Mr 一 一 1 为 激发 态 ,分 别 记 
为 | y 和 | 个), 两 能 级 相差 为 war/y2r 一 1. 25GHz( 见 图 1. 6). 


外 > 


> 


O xX 
图 1.6 ?Bet 的 Schrodinger 猫 态 
?Bet 的 核 自 旋 为 I 一 3/2( 按 原子 核 壳 模 型 @ ,9Be+ 核 的 最 低能 态 中 ,4 个 质子 和 4 个 中 子 已 经 配对 ,对 
自 旋 无 贡献 ,未 配对 的 奇 中 子 处 于 psys 能 级 ). ?Bet+ 有 3 个 电子 ,有 两 个 电子 填 满 第 一 电子 壳 , 而 价 电 
子 处 于 2s1z 能 态 . 所 以 ?Be+ 总 角 动 量 F 一 1,2. 考虑 到 核 与 价 电子 的 磁 作 用 ,9Bet 的 最 低能 态 为 = 
2,MF 一 一 2, 记 为 | ), 较 高 能 态 为 ==1, MF = 一 1, 记 为 | 和 ), 两 能 级 相距 AE/h = wpr /2x 二 
1. 25GHz. 实验 中 交替 使 用 可 控制 时 间 的 短 脉冲 激光 作用 ,使 9?Be+ 在 | 个 ) 和 | + ) 之 间 做 Rabi 振荡 ， 
并 交替 用 微波 场 作用 ,使 9Be+ 的 质心 运动 从 谐振 子 基态 激发 到 相干 态 | zl ;或 | zz). 最 后 ,让 ?Be+ 的 
质心 运动 相干 态 波 包 与 ?Bet 内 部 态 相 纠缠 ,形成 Schrsdinger 猫 态 (1. 4. 15). 详细 讨论 , 见 文献 〇 . 


他 们 通过 能 控制 持续 时 间 的 激光 脉冲 以 引起 "Be "在 | 4 和 | y ?两 个 内 部 态 
之 间 的 Rabi 振荡 ,实验 中 还 交替 使 用 微波 辐射 场 的 作用 ,使 "Be 的 质心 运动 从 谐 
振子 基态 激发 到 谐振 子 的 相干 态 , 最 后 实现 了 "Ber 的 质心 运动 相干 态 波 包 与 ?Be1 


QO C.Monroe, D. M. Meekhof, B. E. King and D. J. Wineland, Science, 272 (1996), 1131, A 
“Schrodinger Cat”, Superposition State of an Atom. 
@ 参阅 M. G. Mayer and J. H.D. Jensen, Elementary Theory of Nuclear Structure, 1955. 
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内 部 态 的 纠缠 态 

= lt 141] (1.4:15) 
其 中 |zi) 和 | x) 分 别 描述 波 包 中 心 在 zx: 和 zz 处 的 相干 态 , | 个 和 | vy) 分 别 为 
"Be 的 内 部 激发 态 和 基态 . 相干 态 波 包 本 身 宽度 Az1、Azs 守 7nm, 而 两 个 波 包 中 
心 相距 为 |xi 一 x; | 守 80nm, 所 以 两 个 波 包 在 空间 是 明显 分 开 的 (在 介 观 尺度 上 ). 
与 Schr6dinger 猫 态 (1. 4. 14) 比较 , 波 函 数 (1.4.15) 中 的 |z1) 和 |zz) 分 别 与 | 活 
猫 ) 和 | 死 猫 ) 态 相对 应 . 式 (1. 4.15) 就 是 介 观 尺度 的 Schrodinger 猫 态 ,或 称 为 猫 
仔 (kitten) 态 . 

Monroe 等 所 制备 出 来 的 这 种 Schr6dinger 猫 仔 态 , 式 (1. 4. 15) ,实质 上 就 是 
"Be 的 一 种 纠缠 态 , 即 描述 ?Be! 的 质心 运动 的 相干 态 ( 中 心 分 别 在 xz1 和 zs 点 ) 与 
其 内 部 态 (| 人 和 | y )) 的 纠缠 态 . 式 (1. 4. 15) 中 所 示 的 两 个 态 之 间 有 确切 的 相位 
关系 ,从 而 可 产生 可 以 观测 到 的 干涉 现象 . Monroe 等 还 进行 了 一 系列 操作 以 改变 
两 项 的 相对 相位 和 振幅 ,并 研究 它们 对 干涉 现象 的 影响 . 他 们 观测 的 结果 肯定 了 量 
子 态 大 加 原理 的 正确 性 ,真实 地 展示 了 量子 力学 中 的 非 定 域 性 . 

近年 来 ,相继 有 许多 制备 不 同形 式 的 Schr6dinger 态 的 实验 报道 . 例如 ,Fried- 
man 等 0 在 超 导 量子 干涉 仪 (SQUID-superconducting quantum interference de- 
vice) 上 实现 了 两 个 宏观 的 磁 通 态 (magneticflux states) 的 相干 符 加 ,其 中 一 个 磁 
通 态 相应 于 几 个 微 安 的 顺 时 针 方 向 电流 , 另 一 个 磁 通 态 则 相应 反 时 针 方 向 的 同 量 
电流 . van der Wal 等 @ 在 有 3 个 Josephson 结 的 超 导 环 上 实现 了 两 个 反 向 的 持续 
电流 态 (persistent-current states) 的 相干 到 加 ,电流 强度 为 0. 5 微 安 ,相应 于 成 百 
万 的 Cooper 对 的 质心 运动 . 最 近 , Liebfried 等 8 报道 了 制备 6 原子 Schr6dinger 猫 
态 的 实验 工作 . 每 一 个 原子 的 量子 比特 态 空间 ,由 ?Bet 离子 的 基态 的 两 个 超 精 细 
. 分裂 态 张 开 . 此 猫 态 是 两 个 6 原子 态 的 等 权 相 干 释 加 ,其 中 一 个 6 原子 态 是 每 一 个 
原子 都 处 于 ?Ber 的 稍 低 的 那 条 超 精细 态 , 另 一 个 6 原子 态 则 是 每 一 个 原子 都 处 于 
Bet 的 稍 高 的 那 条 超 精 细 态 . 有 兴趣 的 读者 可 查阅 原始 文献 . 


“1.4.3 量子 工程 (quantum engineering) 


在 美国 物理 学 会 1959 年 Pasadena 会 议 上 ,R. P. Feynman 做 了 一 个 标题 为 
“Thereys plenty of room at the bottom2” 的 报告 @, 副 标题 为 “an invitation to enter 
a new field of physics”. 很 多 人 认为 ,这 个 报告 标志 “纳米 技术 ”Cnanotechnology) 


J. R. Friedman，et al. , Nature, 406(2000) ,43. 

C. H. van der Wal, et al. , Science, 290(2000) ,773. 

D. Leibfried, et al. , Nature, 438(2005) ,639. 

T. Hey and P. Walters, The New Quantum Universe, chap. 9(Cambridge University Press, 2003); 
中 译本 ,《 新 量子 世界 》, 雷 奕 安 译 ,湖南 科技 出 版 社 ,2005. 
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的 发 轨 . 所 谓 “ 纳 米 技术 ”, 是 指 对 实物 进行 纳米 (nm) 尺 度 上 的 操作 . lnm 一 10-"m， 
相当 于 20 个 左右 氨 原 子 Bohr 半径 a 的 长 度 (4 二 0. 053nm). Feynman 在 报告 中 设 
想 , 有 朝 一 日 能 实现 对 物质 原子 按 人 们 要 求 的 一 定 规律 重新 排列 . 他 说 : 

“...it would be, in principle, possible (I think) for a physicist to synthesize 
any chemical substance that chemist writes down. Give the orders and the physi- 
cist synthesizes it. How? Put the atoms down where the chemist says, and so 
you make the substance. ” 

可 能 是 由 于 技术 上 的 困难 ,Feynman 的 设想 ,在 相当 长 一 段 时 期 内 还 未 能 实现 . 
W.E. Lamb 在 Physics Today 上 的 一 篇 文章 中 中 ,引用 了 作家 Mark Twain 的 一 句 名 
言 , Everybody talks about the weather but nobody does anything about it”. 

这 种 情况 在 20 世纪 末 有 了 较 大 改变 . 例如 ,D. Eigler 和 他 的 同事 们 (IBM 在 
美国 加 州 的 Almaden 研究 中 心 ), 用 扫描 隧道 显微镜 (STM, scanning tunnelling 
microscopy) 对 单个 原子 进行 操控 制备 出 世界 上 最 小 的 IBM 标识 (ogo) 图 案 ( 见 图 
1.7) 以 及 很 壮观 的 量子 畜 栏 (quantum corral) ( 见 图 1. 8). 他 们 还 把 一 个 一 个 的 原 
子 排列 起 来 ,构成 一 些 人 工分 子 Cartificial molecule). 


图 1.7 
取 自 上 页 文献 @,p. 85. 这 是 用 原子 排列 成 的 IBM 标识 . D. Eigler 等 把 少量 氨 原 子 置 于 一 块 
清洁 的 镍 表面 附近 ,在 低温 (4K) 下 ,用 STM 对 一 个 一 个 氨 原 子 进 行 操 控 , 放 在 指定 位 置 ， 
最 后 用 35 个 氰 原子 排列 成 IBM 这 3 个 字母 . 
又 如 Weinacht 等 2 的 报告 中 ,利用 裁剪 了 的 激光 脉冲 (tailored laser pulses) 
对 原子 中 的 电子 波 函 数 按 选 定 的 形状 进行 造形 . W. P. Schleich@ 评论 说 ,这 类 工作 


® W.E Lamb, Physics Today, 22(1969),23~28. 
©® T.C.Weinacht,et al ,Nature,397(1999),233. 
@ W.P.Schleich, Nature,397(1999),207. 
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图 1.8 量子 畜 栏 (quantum corral) 
显示 受 束缚 电子 的 表面 电子 波 , 取 自 p. 53 所 引文 献 @,p. 184. 


对 于 量子 计算 和 选 链 化 学 (bond-selective chemistry) 有 重要 应 用 . 有 兴趣 的 读者 可 
以 跟踪 这 方面 的 进展 . 
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第 2 章 量子 力学 与 经 典 力 学 的 关系 
2.1 对 应 原理 


有 关 对 应 原理 (correspondence principle) 的 系统 阐述 ,最 早 见 于 Bohr 1918 年 
的 文章 了 ,而 正式 使 用 对 应 原理 这 个 词汇 最 早 见 于 他 1920 年 的 文章 9~@. 对 应 原 
至 提出 ,在 大 量子 数 极限 情况 下 ,量子 体系 的 行为 将 渐 近 地 站 于 与 经 典 力学 体系 相 
同 .然而 应 该 提 到 ,对 应 原理 思想 的 萌芽 ,在 Bohr 1913 年 发 表 的 划时代 的 论 
文 9 一 一 “伟大 的 三 部 曲 ”(great trilogy) 中 已 可 以 明显 看 出 ( 见 其 中 第 一 篇 论 
文 ,第 3 节 ), 尽 管 文中 并 未 出 现 对 应 原理 这 个 词汇 ©. 1913 年 12 月 ,在 哥本哈根 物 
理学 会 上 的 报告 中 ,Bohr 又 特别 强调 了 这 个 思想 的 重要 性 ?. 从 Bohr 1913 年 的 文 
章 开始 ,差不多 整个 10 年 中 ,Bohr 的 思想 对 于 原子 物理 学 和 量子 理论 的 发 展 有 极 
深刻 的 影响 . 这 个 时 期 的 量子 理论 ,有 人 称 之 为 “早期 量子 论 ”(the old quantum 
theory) 或 称 为 “对 应 原理 的 量子 力学 ”(the quantum mechanics of the correspon- 
dence principle)@. 它 与 Planck-Einstein 的 关于 辐射 的 量子 理论 一 道 ,扮演 了 “A 
provisional quantum mechanics of simple system” 的 角色 @. Bohr 的 早期 量子 论 为 


0 0。 0。 0。 0。 0。 0。 .0 0。 。 。 0。 0。 。 0。 。 。 。 0。 。 。 。 。 。 


理学 家 Heisenberg 正 是 通过 Bohr 的 对 应 原理 这 座 桥 梁 , 最 终 建立 了 微观 体系 的 
新 力学 一 一 矩阵 力学 . Heisenberg 的 矩阵 力学 的 提出 ,可 以 认为 是 Bohr 对 应 原理 
的 逻辑 上 发 展 的 结果 ®. 

不 少 原 子 物理 学 的 教材 中 ,在 讲述 Bohr 理论 时 把 角 动 量 量子 化 条 件 放 在 
很 突出 的 地 位 . 这 可 能 出 自 教学 法 的 考虑 . 但 应 强调 ,量子 化 条 件 并 非 Bohr 理 
论 中 最 实质 性 的 部 分 . 从 历史 事实 来 看 , 角 动 量 量子 化 条 件 并 不 是 Bohr 一 人 


N. Bohr, Proc. Dan. Acad. Sc. (1918) , (8)4,No. 1,part, 工 , 工 . 
N. Bohr, Z. Phys. ,2(1920) ,423. 
N. Bohr, The Theory of Spectra and Atomic Constitution (Cambridge University Press, 1922). 
J. Rud. Nielsen 编 , Niels Bohr Collected Works ,Vol 3,The Correspondence Principle(1918~1923) 
(North-Holland, 1976). 

© N.Bohr,Phil. Mag. ,26(1913),1,476,857. 

@ F.Hund,The History of Quanium Theory (Harper & Row, New York,1974); 英 译本 :G. Reece 
译 ,1974,George G. Harap. & Co. ;中 译本 : 甄 长 萌 、 徐 辅 新 译 《 量 子 论 的 成 长 道路 》( 高 等 教育 出 版 社 ， 
1994). 

® N.Bohr,Fysisk Tidsk,12(1914),97. 
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四 四 电 晶 


的 贡献 0. FF. Hund 认 为 ,Bohr 量子 论 的 主要 贡献 有 两 点 (上 页 所 引文 献 @) ， 
(1) 光 谱 学 中 的 Rydberg-Ritz 组 合 原则 


y= 下 (7 ) — Fn,,***) (2. 1. 1) 
是 Bohr 理论 中 的 量子 关系 式 | 
= El(n,°*)— EC(n,,*) (2. 1. 2) 
的 表现 . 
(2) 频 率 
y= [En+tr)— ECn)]/h (2. 1. 3) 


当量 子 数 很 大 时 (n>1,n 污 7),v 将 趋 于 经 典 特征 频率 v(E) 的 zt 信 . 

后 一 点 正 是 对 应 原理 的 体现 . 在 Bohr 第 一 篇 文章 2 第 3 节 中 正 是 根据 这 个 思 
想来 推导 出 氢 原 子 能 级 公式 ,并 在 同一 节 中 由 此 而 得 出 了 圆 轨 道 的 角 动 量 量子 化 
条 件 . 

Bohr 本 的 . 他 认为 他 的 理论 
中 有 两 条 最 基本 的 假定 ， 

(1) 原 子 能 够 而 且 只 能 够 稳定 地 存在 于 与 离散 的 能 量 对 应 的 一 系列 状态 中 ,这 
些 态 称 为 定 态 . 因此 ,体系 能 量 的 任何 改变 ,包括 吸收 或 发 射电 磁 辐 射 ,都 必须 在 两 
个 定 态 之 间 以 跃迁 的 方式 进行 . 

(2) 在 两 个 定 态 之 间 路 迁 时 ,吸收 或 发 射 的 辐射 频率 v 是 惟一 的 ,其 值 由 

二 EF’ 一 户 ( 频 率 条 件 ) (2.1.4) 
给 出 . 这 里 及 是 Planck 常量 ,E 与 是 所 考虑 的 两 个 定 态 的 能 量 ( 设 EE). 
ee Bohr Ee 耸 最 核心 的 思想 有 两 条 : de i 


0 0。 。 。0 0。 。 。0。 。 。 0。 。 。 


0。 。 。 0。 。 。 。 0。 .0 0。 。0。 。0。 0。 。 。 。 


i 在 后 发 展 起 来 的 量子 放学 中 仍然 被 保留 

当然 ,只 根据 这 两 个 假定 还 不 能 把 原子 的 离散 能 量 确定 下 来 . Bohr 是 怎样 求 
出 氨 原 子 能 级 的 呢 ? 在 他 的 1913 年 的 第 一 篇 文章 的 第 1 节 中 得 出 了 和 氢 原子 能 级 ， 
在 第 2 节 中 利用 所 得 到 的 能 级 公式 和 频率 条 件 分 析 了 氧 原子 和 He! 的 光谱 ,在 第 
3 节 中 则 基于 对 应 原理 的 思想 来 论证 他 文章 第 1 节 中 一 些 做 法 的 正确 性 . 下 面 简 
述 一 下 Bohr 的 思路 . 设 电 子 在 Coulomb 场 


V(r) 一 一 (2.1.5) 


@ P. Ehrenfest,Verh. D. Phys. Ges. ,15(1913)451 一 文 在 分 析 转 子 运 动 时 ,已 提出 了 角 动 量 量 子 化 条 
件 . 更 早 一 些 ,J. W. Nicholson, Monthly Not. Astr. 72(1912) ,49,139,677,692, 诸 文中 已 提 到 ,让 电子 的 轨道 
角 动 量 等 于 h/(2n). Bohr 的 “伟大 的 三 部 曲 ” 的 文章 中 就 提 到 了 Nicholson 的 工作 . 

@ 见 Bohr(1913) 的 “伟大 的 三 部 曲 ”. 

@” 见 前 页 注释 文献 

@® N.Bohr,Proc. Dan. Acad. Sc. (1922) , (8)4. No. 1,part HL. 
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中 运动 (对 类 所 离子 < 一 Ze2z). 考虑 束缚 态 (E<0) , 按 经 典 力学 ,电子 轨道 是 一 个 椭 
圆 . 设 半 长 轴 为 <, 半 得 轴 为 0, 焦 距 c= Va 一 下, 偏心 率 e= 二 c/a, 则 电子 能 量 玉 只 
依赖 于 长 轴 的 值 为 ( 见 本 书 8. 1 节 , 附 录 1) 


E=—k/2a (2. 1. 6) 
电子 轨道 的 周期 工 也 只 与 a《 因 而 只 与 能 量 EF) 有 关 
T2 = 4r:ma’ /xk (2. 1.7) 
m 为 电子 质量 ( 约 化 质量 ) ,因此 ,电子 轨道 运动 频率 
ee -3/2 1 2 3 
"一 示 二 区 a NE (2. 1. 8) 


以 上 完全 是 经 典 力学 的 结果 . 现在 来 考虑 如 何 进 行 量子 化 . 
Bohr 认为 ,在 这 些 经 典 轨道 中 只 有 某 些 离散 的 能 量 所 对 应 的 状态 才 是 稳定 
的 ,而 这 些 离散 的 能 量 用 正 整 数 ”来 标记 . 他 假定 
oe Py My (2.1.9) 
了 (n) 无 量 纲 . 但 如 何 确定 f(n)? Bohr 提出 ,当量 子 数 n 很 大 时 ,量子 理论 所 得 结 
果 应 该 与 经 典 力学 相同 . 利用 
‘(Cn 1 
人 
4 A 1 


h(E) dE dn 


EQ/,_ rd 
三 人 EE) (2. 1. 10) 


考虑 电子 从 轨道 (n>1) 跃 迁 到 相 邻 的 (n 一 1) 轨 道 ,An 王 1, 两 条 轨道 的 能 量 差 很 
小 , 按 式 (2. 1. 10) ,得 


AE = E’(n)An = E’(n) 
一 _ Fdlnv 
= /( BR (2.1.11) 


Bohr 认为 ,在 之 1 情况 下 ,既然 放出 辐射 之 前 和 之 后 的 轨道 频率 之 比 非常 接近 于 
1, 按 照 电 动力 学 ,可 以 期 望 放出 的 辐射 的 频率 与 电子 轨道 运动 频率 之 比 也 应 很 接 
近 于 1, 即 AE 二 hy(E) , 亦 即 要 求 


limf’'(n) =1 -ES (2.1.12) 
特别 是 ,如 果 经 典 轨道 频率 为 
vy(E) cc |E|” (2. 1. 13) 
按 式 (2. 1. 12) , 即 要 求 n 很 大 时 
f=1—7Yy 
因而 
Fn = (1 一 yn 十 常数 (2. 1. 14) 
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对 于 Coulomb 场 [ 见 式 (2. 1. 8)] ,7 一 3/2. 因此 ,除了 一 个 与 无 关 的 常数 之 外 ,能 
量 歼 (2) 可 表示 为 


E(n) 一 一 FE) (2. 1. 15) 
联合 式 (2. 1. 8) ,得 
En =—— 2 (2.1.16) 
对 于 类 氧 离子 (ce 一 Ze: ), 有 . 
ECn) =—— 2 = 一 Se (2.1.17) 


Bohr 认为 ,可 以 合理 地 设想 此 公式 对 于 量子 数 n 小 的 轨道 也 适用 . 这 就 是 氨 原 子 
(类 氧 离子 ) 的 Bohr 能 级 公式 , 式 中 n 二 1,2,3,…, 称 为 主 量子 数 . 

既然 稳定 态 的 能 量 是 量子 化 的 ,可 以 想到 ,相应 的 轨道 半径 也 是 量子 化 的 . 对 
于 氢 原 子 LZ 一 1, 参 见 式 (2. 1. 6) 与 (2. 1.17)]， 


4 二 2 了 (2. 1. 18) 
式 中 
ao 一 hi? /me? 


称 为 Bohr 半径 . 类 似 , 稳 定 轨道 的 频率 也 是 量子 化 的 ， 


sD) = EW /RW =— En = EP (2.1.19) 
设 电子 轨道 为 圆 形 , 则 其 轨道 角 动 量 为 | 
J =maiw 一 2ra2y 一 1 页 ，7 一 1)2,3，… (2. 1. 20) 


此 即 角 动 量 量子 化 条 件 . 注意 :在 Bohr 原来 的 文章 中 , 它 是 作为 一 个 推论 给 出 的 . 
能 量 , 就 需要 先 找 出 经 典 轨 道 频率 对 能 量 的 依赖 关系 v(E). 一 般 说 来 ,这 是 比较 麻 
烦 的 . 反之 ,如 直接 把 角 动量 量子 化 条 件 作为 假设 ,就 可 以 比较 简单 地 求 出 量子 化 
的 定 态 能 量 . 这 也 许 是 在 后 来 几 年 中 人 们 把 注意 力 转 向 深入 研究 角 动 量 量子 化 的 
原因 之 一 . 

对 应 原理 还 可 以 用 来 分 析 更 一 般 的 跃迁 . 设 原子 从 能 级 E(n) 跃 迁 到 能 级 
开 (2 一 z) ,7 六 1,7 六 r, 放 出 的 辐射 频率 

[E(n) — En— zr) |/h 

应 为 经 典 轨道 频率 v(E) 的 t 倍 , 即 


ri 和 i 
所 以 
议 请 三 到 于 (2.1.21) 
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在 分 析 力学 中 ,对 于 一 个 周期 运动 ,有 下 列 关系 [ 见 本 节 附录 式 (2. 1. 35)]: 


i (2. 1. 22) 
其 中 
J 一 中 da (2. 1. 23) 


称 为 作用 量 (action),p 与 g 分 别 为 正则 动量 和 正则 坐标 . 可 证 明 J 为 绝热 不 变 
量 0. 比较 式 (2. 1. 21) 与 (2. 1. 22) ,得 dJ 二 hdn, 再 利用 式 (2. 1. 23) ,得 


J = 和 pdg 二 地， n= 1,2,3,. (2. 1. 24) 


此 即 Sommerfeld 等 推广 了 的 量子 化 条 件 @@. 但 更 深入 研究 发 现 ,借助 相 空间 积分 
形式 的 量子 化 条 件 , 式 (2. 1. 24) 所 进行 的 计算 ,有 时 会 得 出 荒 廖 的 结果 @, Ehren- 
fest 等 列举 了 一 些 情 况 来 说 明 这 一 点 @@. 相反 ,利用 对 应 原理 却 可 以 得 出 有 意义 
的 结果 人 . 

在 光谱 观测 中 ， 除了 谱 线 波长 (频率 ) 之 外 ， 还 有 一 个 重要 的 可 观测 量 , 即 谱 线 
的 相对 强度 , 它 与 相应 的 跃迁 概率 成 比例 . 对 此 问题 ,量子 化 条 件 是 完全 无 能 为 力 
的 ， 但 根据 对 应 原理 杀 可 以 在 一 定 程度 上 处 理 此 问题 . Einstein 对 此 有 重要 贡献 @. 
例如 ,考虑 原子 从 已 (2) 能 级 通过 自发 辐射 路 迁 到 一 条 较 低能 级 EECn 一 z) , 按 Ein- 
stein 的 自发 辐射 的 量子 理论 ,单位 时 间 放 出 辐射 能 量 为 


dE _ ee 
= A (2. 1. 25) 


如“ 为 自发 辐射 系数 ,w 为 辐射 频率 . 如 知道 了 42- ,就 可 以 计算 自发 辐射 相应 的 
谱 线 的 相对 强度 . 但 如 何 计算 A:""? 在 量子 力学 提出 以 前 ,惟一 的 办 法 只 能 借助 
于 对 应 原理 . 当 n>1,n>t 时 ,相应 的 自发 辐射 频率 为 v, 一 zw, 即 经 典 轨道 频率 v 
的 + 信 . 以 下 以 电 偶 极 辐 射 为 例 . 在 经 典 电动 力学 中 , 把 电 偶 极 矩 P 做 Fourier 
展开 


证 沾 
P= 3 卫 .exp(i2rry) (2. 1. 26) 


t=—00 


@ 见 L.D.Landau and E. M. Lifshitz, Mechanics, 3rd ed. ,p. 154, 49 节 ( 世 界 图 书 出 版 公司 ,北京 ， 


© A.Sommerfeld,Menchener Ber. ,(1915) ,425,429;(1916) ,131. 
@@ W.Wilson,Phil.Mag. ,29(1915) ,795. 
@ 见 56 页 注释 @Hund 一 书 . 
©® P.Ehrenfest and G. Breit, Proc. Aust. ,23(1922),989;Z. Phys. ,9(1922) ,107. 
© P.Ehrenfest and R. C. Tolman, Phys. Rev. ,24(1924),287. 
O@ Bohr 在 Gittingen 曾经 该 谐 地 说 “Up with the correspondence principle! Down with the phase- 
integral!”( 见 56 页 注释 @Hund 一 书 . ) 
A. Einstein, Z. Phys. ,18(1917) ,121. 
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要 求 P 为 实 , 所 以 P-, 二 P: . 可 求 出 
BP =— (2ry,)? >)P,r?exp[i2nmt] 
(B)? = (2r,)* >)P, Perr ?exp[i2mv.(r+r 可 
对 时 间 求 平均 后 ,只 有 = 性 一 ns 所 以 


一 (2rwy,) > |P, lr (2. 1. 27) 
EO a 
dE 2 可 
5 BP (2. 1. 28) 
如 局 限于 讨论 频率 为 v= 二 zw 的 辐射 , 则 由 式 (2. 1. 27) 与 (2. 1. 28) 可 得 
dE 4(2r04， vp 
下 一 人 (mw.)*|P.,| (2. 1. 29) 
比较 式 (2. 1. 25) 与 式 (2. 1. 29) ,注意 v 一 vw ,得 出 自发 辐射 系数 0 
A = 0 J|P.|? (2. 1. 30) 


根据 对 应 原理 还 可 以 类 似 处 理 受 Ws ee 

应 该 提 到 ,除了 前 面 提 到 的 Bohr 关于 对 应 原理 的 表述 (在 大 量子 数 极限 下 ， 
量子 物理 学 将 回 到 经 典 物 理学 ) 外 ,还 有 另 一 种 表述 , 即 Planck 的 表述 @ 一 当 
Planck 常数 h->0 时 ,量子 物理 学 将 回 到 经 典 物 理学 . 他 的 表述 是 基于 如 下 考虑 ， 
他 得 出 的 黑体 辐射 能 量 密度 公式 (Planck 公式 ), 当 h->0 时 ,将 回 到 经 典 物 理学 中 
的 正确 的 Rayleigh-Jeans 公式 . Hassoun & Kobeg@ 认为 ,两 种 表述 可 以 同样 使 用 ， 
“Both formulations are used concurrently in the sense that the Planck constant 
goes to zero and the appropriate quantum number goes to infinite, subject to a 
constraint that their product be fixed at the appropriate classical action. ”例如 ,对 
于 电子 的 圆 轨 道 运 动 的 角 动 量 量子 化 条 件 ,J 一 态 , 这 里 经 典 的 作用 量 就 是 角 动 量 
J ,当天 -~0, 就 要 求 n>co, 使 它们 的 乘积 为 J( 有 限 值 ). 

Bohr 对 应 原理 的 应 用 , 可 参阅 文献 @. 对 Bohr 对 应 原理 的 批评 , 可 参阅 
文献 @. 


@ 如 把 | P.| : 换 为 电 偶 极 矩 算 符 (一 ar) 在 初 态 和 末 态 之 间 的 矩阵 元 的 模 的 平方 ,就 是 平常 量子 力学 
0 自发 辐射 系数 ， 、 
M. Planck, Vorlesungen uber die Theorie der Warmestrahlung (Barth, Leipzig, 1st ed. 1906,2nd ed. ， 
人 
@_G.Q. Hassoun and D, H. Kobe,Am. J. Phys. ,S7(1989) ,658 一 661. 
@ F.S.Crawford,Am. J. Phys. ,57(1989),621~628, 
® C.Leubner, M. Alber and N. Schupfer, Am. J. Phys. ,56(1988),1123~1129., 
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附录 
考虑 一 维 势 阱 V(z) 中 粒子 的 周期 运动 ( 见 图 2. 1)， 
粒子 动量 
P(E,zx) =+ Vom(E—V(z)), a<zr<b 
(2. 1. 31) 
下 为 粒子 能 量 ( 守 便 ),a、 为 转折 点 , p(E,a) 二 pC(E,5b) 
一 0. 定义 相 空 间 中 的 积分 


J(E) = 中 dz (2.1. 32) 
J(E) 称 为 作用 量 中 表示 对 运动 积分 一 个 周期 . 运动 轨道 
(包括 cb) 与 粒子 能 量 有 关 . 把 作为 参数 , 计算 


dJ/dE , 即 
d b 本 b ap ap 
日 .eg,pdaz=| 芝 tz+AED 强 -ED 强 -| 22dz 
因此 
县 7 = 让 dz = Staz (2. 1. 33) 
由 式 (2. 1. 31) 易 于 看 出 ,3p/9E 二 m/p 二 1/v, 所 以 
df] _ fdz 『 
坚 =$ 蛙 = 和 =T (2.1.34) 
了 为 运动 周期 . 设 "为 频率 , 则 
y= dE/dJ (2. 1. 35) 
作用 量 J 还 可 表示 成 
J =pdr = aEdt — 2E.T = 2E./» (2. 1. 36) 


式 中 ,及 一 帮 /2xz 为 粒子 动能 , 互 是 其 平均 什 
五 = 于 md 
例 1 一 维 谐振 子 ,Hamilton 量 为 
H= 好 /2m 十 寺 me?z? 
对 给 定 瑟 = E, 相 空间 轨道 为 一 椭圆 , 半 轴 分 别 为 V2m 巨 和 V3E]ma7 ,椭圆 面积 为 x VWE。 
V2E]mar = 2xE/w, 而 了 一 中 pdz 正 是 此 籽 圆 的 面积 ,所 以 


J = 2xE/w 
显然 
dE/dJ = w/2x=y 
例 2 粒子 在 一 维 "匣子 "(0<z<a) 中 运动 ,速率 为 w, 碰 到 匣 壁 后 则 弹性 反射 , 运动 频率 
一 攻 ,能量 E- 坟 mo 一 2mo27 ,而 
. 62 . 


J =fpdr = 2may »。 2a = 4ma?y 


由 此 得 
E= J?/8ma’ 
因而 
| Dee 
d] dm Y 


例 3 平面 转子 . 转动 惯量 为 1, 角 动量 = 4,w 为 角 频 率 ,能 量 为 一 去 Iw? ,所 以 


J =fLdp = 2xL = 2xlw 
= J?/8rI 


加 =J/4w1== 妆 一 v 
可 以 证 明 ,作用 量 J 为 绝热 不 变量 (详细 证 明 , 见 p. 60 所 引 Landau & Lifshitz 一 书 ， 


人 


2.2 Poisson 括号 与 正则 量子 化 


Poisson 括号 [定义 兄 书 末 附 录 A. 2, 式 (A. 2. 10)] 最 早出 现在 1809 年 Pois- 
son 的 一 篇 文章 中 0. 这 篇 文章 讨论 了 用 分 析 力 学 处 理 天 体 微 扰 问题 . 例如 ,在 其 他 
行星 的 影响 下 ,太阳系 的 一 个 行星 的 椭圆 轨道 参数 如 何 改 变 的 问题 . 但 只 在 Jacobi 
发 现在 正则 变换 下 Poisson 括号 具有 不 变性 @ 之 后 ,Poisson 括号 的 重要 性 才 引 起 
人 们 注意 . 

和 矩阵 力学 的 建立 过 程 中 , Heisenberg 据 弃 了 电子 具有 连续 轨道 的 概念 , 代 之 
以 用 两 个 指标 来 标记 的 不 连续 的 力学 量 @( 后 来 Born 等 人 认识 到 这 就 是 矩阵 @, 它 
el Gd se ) 换 言 之 ,从 经 典 力学 到 和 矩阵 力学 的 过 


@® S.D.Poisson, Journal de !’Ecole Polytechnique ,8(1809) ,266. 

©® C.G.]J.Jacobi,Vorlesungen iiber Dynamik,1842~1843(Reimer Berlin,1866). 

@ W.Heisenberg,Z. Physik,33(1925),879. 

@® M.Borm,W. Heisenberg and P. Jordan,Z. Physik,35(1926),557. 
以 上 两 文 的 英 译文 , 见 B. L. van der Waerden, Source of Quantum Mechanics ,p. 261 一 276 ,321 一 385(Dover， 
New York,1968). 

©® C.Lanczos,The Poisson bracket; 
J. Mehra, The golden age of theoretical physics: P. A. M. Dirac’s scientific work from 1924~1933. 

以 上 两 文 载 于 Aspect of Quantum Theory, ed. by A. Salam and E. P. Wigner (Cambridge University 
Press, 1972). 

@ P.A.M.Dirac,Proc. Roy. Soc. (London),109(1925),642. 
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以 把 正则 方程 建立 在 Poisson 括号 的 形式 下 而 避免 用 瓦 的 微 商 . 他 提出 保留 
Poisson 括 叶 的 形式 ,但 对 其 定义 要 重新 审定 , 即 用 适当 的 代数 形式 的 定义 来 代替 
经 典 力学 中 Poisson 括号 的 定义 (用 微 商 表示 ). 他 认识 到 ,如 果 用 不 对 易 代数 运算 
代替 微 商 , 则 将 出 现 与 经 典 概念 根本 背离 的 现象 . 经 过 深入 分 析 后 ,Dirac 发 现在 量 
子 力学 中 ,经 典 Poisson 括号 应 代 之 为 对 易 式 9 


1LCh4B 一 BA) 一 工 
{A,B) 一 贰 (4B 一 BA) 一 贰 [LA,B] (2. 2. 1) 


容易 证 明 ,经 典 Poisson 括号 所 满足 的 代数 法 则 [ 见 附录 A. 2, 式 (A. 2. 11)], 对 于 
LA,Bj], 也 完全 适用 . 
可 以 看 出 ,在 Dirac 理论 中 出 现 了 不 对 易 代数 . 他 认为 自然 界 中 存在 两 种 量 ， 
一 种 是 g 数 (qnumber) ,它们 之 间 的 乘法 一 般 是 不 对 易 的 , 另 一 种 是 c 数 (c 
number) ,它们 之 间 的 乘法 是 对 易 的 . Dirac 认识 到 ,为 要 使 理论 与 实验 观测 相符 ， 
不 可 避免 要 引进 g 数 . 按 Dirac 的 理论 ,经 典 力学 中 最 基本 的 力学 量 一 一 正则 坐标 
和 动量 之 间 的 Poisson 括号 
(qi,p;} = Sg (2; 2. 2) 
应 代 之 为 
Lg ,p; | = 过 6 (2. 2. 3) 
即 gq; 和 ;是 不 对 易 的 . 式 (2. 2. 3) 正 是 量子 力学 的 基本 对 易 式 . 这 种 办 法 称 为 正 


穷 多 个 自由 度 的 体系 ,在 场 量子 化 过 程 中 将 出 现 无 穷 大 困难 . (例如 ,参见 11. 2 节 、 
11. 3 节 关 于 电磁 场 的 量子 化 . ) 

Dirac 还 发 现 ,量子 力学 中 很 多 问题 可 以 用 代数 方法 方便 地 解决 . 角 动 量 的 代 
数理 论 ( 卷 工 ,10. 2 节 ) 就 是 一 个 漂亮 的 例子 . 他 和 Pauli 还 运用 代数 方法 成 功 地 求 


@ 例如 ,考虑 Poisson 括号 {AB,CD})， 
一 方面 (4B,CD)}={(AB,C}D+C(AB,D)=A{(B,C}D+(4,C}BD+CA{B,D} 十 C(A,D)}B 
另 一 方面 (4B,CD}=A{B,CD} 十 (4A,CD)}B=AC(B,D) 二 4A(B,C}D+C(A,D)}B 十 {A,C}DB 
由 此 得 
(AC—CA){B,D}={A,C} (BD—DB) 
要 求 重新 定义 Poisson 括号 ,但 保持 代数 关系 不 变 , 即 
(AC—CA){B,D}o={A,C}a(BD—DB) 
考虑 到 A、B、C.D 在 Poisson 括号 中 的 地 位 无 其 差异 ,如 取 
{A,C}acc (AC—CA), {B,D}oacc (BD—DB) 
则 不 会 出 现 矛 盾 ,在 经 典 力学 中 AC 一 CA=0, 在 量子 力学 中 ,如 一 般 地 要 求 AC 一 CA==0, 即 {A,C}a= 二 0, 就 
没有 什么 意义 . 所 以 要 求 AC 一 CA 了 0, 这 样 就 出 现 了 “乘法 ”的 不 对 易 性 . 再 考虑 到 能 够 回 到 经 典 力学 ,可 以 
设想 让 {A,C}acc(AC 一 CA)/k. 此 时 , 当 回 到 经 典 力学 ,无 ->0, 而 AC 一 CA 一 0, 就 不 出 现 矛 盾 . 其 次 ,再 考虑 
Poisson 定理 ( 见 附 录 A. 2) ,车 A,C 为 守恒 量 , 则 {A,C} 也 是 守恒 量 . 为 保证 {A,C} 的 厄 米 性 ,在 {A,C}o 定义 
中 还 要 乘 上 一 个 虚数 b, 即 {4,C)a=(AC 一 C4)/ 访 ,此 时 
{A,C}# ={A,C}o 
。64 。 


出 了 氧 原子 能 级 公式 @. 在 Dirac 的 代数 理论 中 ,除了 平常 的 代数 运算 外 ,还 增加 了 
厄 米 共 生 运 算 . 两 个 量 A 与 B 乘积 的 厄 米 共 绒 (AB)* 一 B+ A+. 一 切 可 观测 量 下 
都 要 求 为 自 共 斩 (F” = 二). 特别 是 正则 坐标 与 动量 ,要 求 


qt = gq;， pt = ps (2. 2.4) 
可 以 证 明 , 假 设 A、B 是 gp 的 整 函 数 , 则 ( 见 注 1) 
lim L(AB— BA) = {A,B} (2. 2. 5) 
天 >0 这 


按 正 则 量子 化 程序 ,经 典 力学 中 的 正则 方程 G4 一 {gq;, 屯 },P, 二 {pi, 态 ) ,将 代 
之 为 


1 
/ed 次 4@ 瓦 一 Fu) 


所 = (pH — Hpn) (2. 2. 6) 
而 一 般 的 力学 量 随时 间 的 演化 ,遵守 下 列 方程 
dF_ 3F ,1 二 
宇 = 芝 十 去 CEHE 一 HE) (2. 2.7) 


经 典 Poisson 括号 在 正则 变换 下 的 不 变性 (Jacobi 定理 , 见 书 末 附 录 A. 3) ,在 
量子 力学 中 相应 的 表述 变 得 十 分 简单 , 即 所 有 代数 关系 在 相似 变换 (similar 
transformation) 下 的 不 变性 . 特别 是 在 相似 变换 S 下 ， 

4 > QQ = SasS 
ps > P: = SprS! (2. 2. 8) 
qi、ps 以 及 一 切 力 学 量 之 间 的 代数 关系 在 形式 上 都 保持 不 变 . 当然 ,为 了 保证 自 共 
斩 性 不 改变 ,要 求 这 些 变换 满足 
So (2. 2. 9) 
即 为 么 正 变换 . 


( 注 1) 以 一 维 粒子 为 例 , 利 用 基本 对 易 式 ， ol 流 , 不 难 证 明 ,[9" ,pj 一 m 流 9” ! ,m 为 
正 整数 , 即 g*p 二 pg" 十 m 太 gq” 1. 
考虑 A 二 gq",B 一 产 ,m 和 n 为 正 整数 , 则 
AB=g"p"=—g"pp" "=—(pq"+mihq" ')p" =pq"p" +mihg" pr 
=p(pq’ 十 7 访 g ) pr +miig"™ pr =—p gp" "+2mihg"™ pr" +O) 
一 … 一 加 g" +mmihig"! p”!+Oh?) 
这 样 就 证 明了 


lim 南 [o 加] 一 rng™ pr 一 (9) Ca) 


@ W. Pauli,Zeit. Physik,36(1926) ,336; 英 译文 见 p. 63 所 引 van der Waerden 的 书 ,p. 387 一 415. P. 
A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. A110(1926) ,561, 其 中 部 分 内 容 也 可 在 上 书 p. 417~427 中 找到 . 
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其 次 考虑 A 二 gp' ,B= 二 g*p" ,kL.m、n 均 正 整 数 ,不 难得 出 
[gp’',q"p"] = 9°[Lg ,pp + gp ,9p 
利用 式 (a) ,得 
li [gp ,gp"]—g (dp pt {pg} 
=nkg"tt-! prti! —migp"! gipr 
=nkg"t*! tl —mlgt™ prt"! 十 OCG#) 
={gp',g"p")} 
设 A、B 为 整 函 数 , 即 可 展开 为 
A 二 一 Sang'p’ 9 B Bag Dbmg"p” 
不 难 证 明 式 (2. 2. 5). 
附录 正则 量子 化 程序 的 一 些 讨论 


在 坐标 表象 中 ,粒子 坐标 被 看 成 一 个 普通 的 数 ,而 动量 则 表示 成 算 符 . 按照 上 述 正则 量子 化 
程序 ,通常 把 粒子 动量 写成 


9 
p; 二 一 议 3 (2. 2. 10) 
显然 , 它 满足 正则 对 易 式 
[Lg ,p;] = 访 35 


但 应 注意 ,这 种 算 符 表示 式 (2. 2. 10) 只 在 Cartesian 坐标 系 中 才 正 确 . 对 于 曲线 坐标 系 ,不 可 一 
概 把 动量 算 符 都 写成 这 种 形式 ,否则 会 犯错 误 . 这 里 还 涉及 动能 和 Hamilton 算 符 的 正确 写法 的 
问题 . 

经 典 力学 中 ,粒子 动能 一 般 表示 为 


T= 去 Me 兰 去 MCds/de) (2. 2.11) 
ds 为 粒子 空间 轨道 曲线 的 线段 元 . 在 常用 的 直角 坐标 系 中 d2 一 dz2? 十 dy?z 十 dz? ,所 以 
T= (+ +) | (2. 2. 12) 
正则 动量 定义 为 
3 p: = 9T/9z2 = Mz 
p, = 9T/95 = My (2. 2. 13) 
p: = 9T/9z = Mz 
因而 
Me ， 2 2 2 
T= a Pr tp,+p:) (2. 2.14) 
按 正则 量子 化 程序 , p, 、, .分别 表示 成 
人 9 人 和信 9 和信 9 
六 的 让 下放 二 大 二 (2. 2. 15) 
而 动能 算 符 表示 成 
全 1 As ， 2) 和 __ 所 /9 9 92 
T= 有 (人 十 全 十 公 ) = 2 (2 2 (2. 2. 16) 
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在 球 坐标 系 中 ,dz 一 dz 十 2dp 十 这 sin?9dg ,所 以 
T= 二 M+ tsint bg) 
正则 动量 分 别 为 


p, = 9T/ar = Mr 
po = 9T/96 = Mr’6 
po = 9T/99 = Mr’ sin208 
所 以 


sa 
T= (加 十 声 毅 二 ? 
在 过 渡 到 量子 力学 时 ,相应 的 算 符 如 何 表示 ? 有 人 认为 ,可 以 作 如 下 替换 
刀 福 全 一 一 访 苏 ， 加 久 一 一 次 部 ， 加 一 镶 一 一 入 训 
因而 动能 算 符 表示 成 
A__ 有 /9 19 1 9 
个 一 于 ( 订 + 产 拓 + Zom039) 
但 这 是 错误 的 . 实际 上 ,利用 坐标 变换 关系 式 


X= rsingcosg, y= rsingsinp， z= rcosO 


及 道 变换 
= VT+©Y+Y, 0=arctan( V+y/z), 9= arctan(y/z) 
从 个 的 直角 坐标 表示 式 (2. 2.16) 可 以 导出 


a da Ea 

7 Find 0 0 0 + Faimo a ) 

Em Ls 

a rd 0 36 + Tain 9g ) 

2 2 
玖 人 sing 6 20 9g¢ 3 ) 


这 才 是 正确 的 结果 , 它 与 式 (2. 2. 21) 不 同 . 
此 外 , 式 (2. 2. 20) 中 所 示 分 一 一 这 元 并 非 厄 米 算 符 ,正确 的 结果 是 
全 一 一 法 ( 芳 十 二 = 一 庄 士 她 r 一 态 
下 面 来 证 明 其 厄 米 性 质 . 


(2. 


(2. 


(2. 


(2. 


(2. 


(2. 


(2. 


2 


2. 


2; 


2. 


17) 


18) 


19) 


20) 


.21) 


. 22) 


23) 


.24) 


(2. 2. 25) 


p, 的 厄 米 性 质 表现 在 :对 于 任意 平方 可 积 波 函 数 yj, 要求 (yg, Pj) == (BY, 办 =(y Bp) 


即 (ys,,0) 一 (ypP,J)* 一 0. 此 式 左边 为 


EV | agp] singao] rar| yr + p+ (i arg) 4] 


上 式 中 的 径 向 积分 为 
[oly } Raopt ona = 三 um = 


。67。 


上 式 为 0 的 理由 是 :(a) 对 于 平方 可 积 波 函数 y, limry 一 0; (b) 对 于 满足 下 列 条 件 limz2V(r) 一 0 
的 势 函数 (通常 势 场 都 满足 此 要 求 ) , 波 函 数 在 r->0 的 渐 近 行为 只 能 是 yocr ,1 二 0,1,2,…, 才 是 
物理 上 允许 的 ,因此 limry 一 0 

式 (2. 2. 20) 与 (2. 2. 21) 错 误 的 原因 是 :在 球 坐标 系 中 ,各 单位 矢 e ey、es 都 不 是 常 矢 量 , 它 
们 依赖 于 粒子 位 置 > 而 改变 . 这 与 直角 坐标 系 很 不 相同 . 在 直角 坐标 系 中 r= re. 十 ye, 十 ze。， 
ee, 和 e。 为 常 矢量 (与 7 无 关 ). pi 


9 
V= 元 十 o 艺 ey Er (2. 2. 26) 
es = __ 有 /9 0 9 
而 一 一 读 V ,因而 T=/2M 一 tee) 
在 球 坐 标 系 中 ,r 二 re 
9 1 93 
V=e es r Wi rsing ag ee 
但 
Vi 1 9 1 a2 
了 训 十 站 ts 
正确 的 结果 是 [参见 式 (2. 2. 24)] 
Vi 2393._ 1 ainga1 1 9 (2. 2. 28) 


ar rar sing 90 a0 a 
式 (2. 2. 25) 所 示 全 的 厄 米 性 还 可 如 下 看 出 :一 丢 忆 一 二 r ,全 ,由 于 和 有 份 不 对 易 ,一 达 之 
是 非 厄 米 算 符 . 但 可 用 如 下 方案 使 其 变 成 为 厄 米 算 符 , 即 换 为 去 (十 r .分 + 介 . 工 ) 一 


一 此 (二 r .Y 二 Y 。 工 ). 再 利用 式 (2.2.27)， 


1 ae 
7sin0 9p“ 


a 
7 


+ 之 ( 因 二 e, E es Be sinte, ) 


位 


按 式 (2. 2. 25) ,可 求 出 
全 =- 大 (起 + 生生) (2. 2. 29) 
可 见 动能 表示 式 (2. 2. 24) 的 前 两 项 正 是 如 ?/2M, 与 经 典 力学 中 动能 表示 式 (2. 2. 19) 的 第 一 项 
对 应 ,可 称 为 径 向 动能 . 而 个 可 表示 成 


从 2 
公 pr 1 个 3 
了 一 记 十 I 

2M 2M’ 

(2. 2. 30) 

分 2 

es 
rn . 全 36sing3 20 gg a9) 


式 (2. 2. 30) 右 边 第 二 项 则 表示 粒子 的 角 向 动能 (转动 能 ). 
对 于 二 维 中 心力 场 中 粒子 的 动量 和 动能 算 符 的 表示 式 也 可 以 类 似 讨论 . 此 时 ,通常 采用 平 
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面 极 坐标 来 处 理 , 在 此 曲线 坐标 系 中 ,ds 一 do 十 pr dg ,经 典 粒子 的 动能 表示 式 为 

T=M( $s) = M(B? + PY) 
正则 动量 为 | 

ps =3T/96 = Mi, po =9T/99 = Mp'Y 
所 以 
T= 高 (区 + tt) 
在 进行 量子 化 时 ,相应 的 算 符 应 如 何 如 与 式 (2. 2. 20) 相 似 ,把 
Pp 一 各 一 一 丢 坟 ， po > P,=— 法 各 

并 把 动能 算 符 表示 成 [把 式 (2. 2. 34) 代 入 式 (2. 2. 33)] 


这 也 是 错误 的 . 
事实 上 ,从 动能 算 符 在 Cartesian 坐标 系 中 的 表示 式 


人 一 帮 ( 生 + 弛 ) 


出 发 , 按 坐 标 变换 


工 一 0cosp， y= psinp 
及 道 变换 
p= VT+Y, p= arctan(y/z) 
可 以 求 出 


个 开 1/3 9 # 19393,.19 
二 全 (二 = = p9 pr 39) 
这 才 是 个 的 正确 表示 式 . 它 与 式 (2. 2. 35) 并 不 相同 . 

式 (2. 2. 34) 与 式 (2. 2. 35) 错 误 的 原因 可 如 下 看 出 : 


首先 ,一 和 芳 并 非 厄 米 算 符 . 在 极 坐标 系 中 


Pp = pep, VO 
单位 矢 6，。 和 es 并 非常 矢 , 而 (了 一 一 过 V) 
@, A 
Pp 一 
(+t) (四 2 =) 
= 一 法 (了 十 十) 


经 对 称 化 后 ,得 


(2. 2. 31) 


(2. 2. 32) 


(2. 2. 33) 


(2. 2. 34) 


(2. 2. 35) 


(2. 2. 36) 


(2. 2. 37) 


(2. 2. 38) 


(2. 2. 39) 


(2. 2. 40) 


(2. 2. 41) 
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(2. 2. 42) 


正确 的 径 向 动量 算 符 可 以 取 为 
信 ../9 1 .1 9 信 
和 一 访 ( 施 十 部 ) 一 寺 启 训 fo pr 


它 的 厄 米 性 可 如 下 证 明 : 对 于 任意 平方 可 积 的 波 函数 y 可 以 证 明 ,Cg, 人 p) 一 (gs sp)” 一 0, 因 
一 放 dp|- pdp| 六部 人 00- 4( 广 (9) | 
二 og apLYew" 部 Yop 一 op 部 Yey")] 


为 此 式 左边 为 


一 一 浏 dp| "ap 六 hm 
(2. 2. 43) 


= 一 法 | 
(因为 对 于 平方 可 积 波 函 数 ， ei pp=0， i 接受 的 波 函数 lpVoy 一 0. ) 


动能 算 符 表示 式 (2. 2. 39) 也 可 如 下 求 出 . 
9 区 | 


利用 式 (2. 2. 40) 
Vi: 二 V.V= (4h+ a (e 元 上 + pe 
a 1 a 1 9 1 3 
有 人 
二 ,第 4 项 化 为 


9 1 
i es 
这 (e O 39 p 
1 
。， 第 3 项 化 为 二 


ap 
gz 
项 为 0 ,利用 pe 一 。 


考虑 到 。 。 了 ,一 0, 上 式 第 2 
13 
F328" 所 以 
人 2 1919 
MY 产 ( 了 5 二 ZF) 
即 式 (2. 2. 39). 
如 利用 式 (2. 2. 42) ,可 算出 
TY (3 1 2 13_ 工 
仿 = 一 起 (六 Fr ee ww) (2. 2. 44) 
用 此 表示 式 代入 式 (2. 2. 32), 用 一 起 序 代 痊 nn 
_ 守 Sn i 
一 a4(38 + 二 本 子 F)+ Bhp (2. 2. 45) 
? /8mp’. i 
(2. 2. 46) 


个 
与 式 (2. 2. 39) 相 比 ,多 出 一 项 丰 
个 一 Bra 二 (人 /2 A, + /2) | 


) ,分 = 一 寺 也 .与 三 维 粒 子 的 动能 表示 式 相 比 [ 见 式 (2. 2. 30)]， 
(2. 2. 47) 


~ BP ~ BR/2) Bt /2) 
…) 中 , 设 线段 元 ds 表示 成 
(2. 2. 48) 


更 一 般 说 来 ,在 曲线 坐标 系 (gq ,9 ,g， 
ds 一 28s dq dg 


i 
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g; 为 空间 的 度 规 张 量 . 令 det(gy ) 一 gg5 一 ,G6 的 值 是 行列 式 ‖ g; ‖ 中 元 素 g; 的 余 因 式 ， 
Gg = go ,而 


De’gn = (2.2.49) | 
驻 称 为 gj; 之 道 . 在 此 曲线 坐标 系 中 ， 
w= 声 az Vs 乏 (2. 2. 50) 
而 
i# vy? (2. 2.51) 
2m a 


这 就 是 在 曲线 坐标 系 中 动能 算 符 的 表示 式 @. 
例 1 平面 极 坐 标 系 ,ds 二 dF 十 fdy ,所 以 


eo-( 1)) 


det(gy) =0, Vg=p 


不 难 求 出 
] 0 
CD = 人 2 
2 
MB 
例 2 球 坐 标 系 ,ds 二 dr 十 ?dP 十 sin?0dg， 
1 0 0 
(85) 一 |0 rr 0 
0 0 72sin20 
所 以 det(g; )= 二 rtsin?0,Vg 二 rsin9, 而 
1 0 0 
(gy)= |0 r? 0 
0 0 (rsin0 
9 2 9 1 92 


2 — 19 Cs 
Wp 0 


注意 :即使 在 Cartesian 坐标 系 中 ,动量 算 符 表 示 式 也 有 不 定性 @. 按 正则 对 易 关 系 
[全 ,分 ] 一 迁 (2. 2.52) 


在 坐标 表象 中 ,通常 取 公 一 z, 包 .一 一 法 艺 . 但 如 算 符 表示 式 换 为 


全 一 Zz. 一 一 迅 芭 十 g(z) (2. 2. 53) 


g(z) 为 任 一 函数 ,显然 它们 仍 满足 正则 对 易 式 (2. 2. 52). 此 时 ， 动量 全 的 本 征 态 不 再 是 平面 波 ， 


0 0。 0。 。 。 。 。 。 。 


@ 见 W. Pauli,Die Allgemeinen Prinzipen der Wellen Mechanik, Handbuch der Physik, Bd. 24(1946). 
©® R.Shankar,Principles of Quantum Mechanics, Plenum,2nd ed. p. 224(New York,1994). 
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因为 本 征 方程 
by= | 一 过世 十 g(z) | C0) = 加 pz) (2. 2. 54) 


的 解 不 再 是 ex“. 试问 ,物理 情况 是 否 因此 有 所 改变 ? Shankar 书 中 认为 ,量子 力学 中 的 波 函 数 
本 身 并 非 直接 观测 量 . 人 们 观测 的 只 是 力学 量 的 本 征 值 .观测 值 的 概率 分 布 及 平均 值 . 动量 算 符 
表示 式 的 上 述 改动 ,相当 于 基 矢 (坐标 的 本 征 态 ) 作 了 一 个 么 正 变换 


|z) 一 |X) = eY®/ |r) (2. 2. 55) 
式 中 
Fn =| drgz) ,2 Sg (C2. 2. 56) 
显然 ,在 此 基 矢 变换 下 ,坐标 算 符 表示 式 不 变 . 
全 = 二 x 一 对 = EW/relD os zr (2. 2. 57) 


。 但 动量 算 符 表示 式 人 一 一 读 辽 将 变 为 
分 if (zx. 全 ifl(z) a fl Se 9 jz 一 一 1 9 
P= ein 让 er = eso ( 法 元 )ex fh 一 一 法 其 +g(z) (2. 2. 58) 


此 即 式 (2. 2. 53). 在 此 么 正 变换 下 ,观测 结果 不 改变 . 
2.3 ”Schr6dinger 波动 力学 与 经 典 力学 的 关系 


2.3.1 Schridinger 波动 方程 与 Jacobi-Hamilton 方程 的 关系 
设 粒子 在 势 场 V(r) 中 运动 . 含 时 间 的 Schr6dinger 方程 表示 为 
入 39 一 (一 起 VV)y (2. 3. 1) 
试 把 波 函 数 的 模 与 相位 分 开 . 令 


y = Re (2. 3. 2) 
(R,S 为 实 ), 代 人 式 (2. 3. 1), 经 过 计算 ,分 别 让 实 部 == 实 部 , 虚 部 == 虚 部 ,得 
R=—— RV'S+2VR. VS) (2. 3. 3a) 
t 2m 
TR a 
守 = [友人 SV 一 站 全 ] (2. 3. 3b) 


方程 (2. 3. 3) 与 (2. 3. 1) 完 全 等 价 . 现 分 别 讨论 其 物理 意义 . 
首先 可 证 明 , 式 (2. 3. 3a) 即 概率 守恒 的 微分 表示 式 . 利用 尺 与 S$, 可 以 把 粒子 
在 空间 的 概率 密度 p 和 流 密度 j 表示 成 


p= gl? =R’ (2. 3. 4) 
re ey ] /下 
j= Ptec)=(Y Ve 
2 _R 
= 去 |R(3 VRIRVS)+e.c. | VS (2. 3.5) 
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容易 看 出 ,2R 乘 以 式 (2. 3. 3a) ,可 表示 成 

3o+V.7=0 (2. 3.6) 
这 正 是 概率 守恒 方程 . 如 设想 处 于 同一 个 y 态 的 粒子 数目 很 大 ( 系 综 概念 ), 则 p 可 
理解 为 多 粒子 体系 的 空间 分 布 密度 ,而 j 表示 粒子 流 密度 , 式 (2. 3. 6) 即 粒子 数 守 
恒 方 程 ,或 流体 力学 中 的 连续 性 方程 (反映 质量 守恒 ). 流体 的 速度 场 分 布 为 

v= j/p= VS/m CO 

其 次 ,可 以 看 出 ,在 经 典 极限 下 , 式 (2. 3. 3b) 与 经 典 力 学 中 的 Jacobi-Hamilton 

方程 相当 . 因为 当 基 >0 时 , 式 (2. 3. 3b) 中 不 项 可 略 去 ,化 为 


他 + 3- A (2.3.8) 


S > A. 4). 
用 式 (2. 3.7) 代 入 式 (2. 3. 8) ,得 


gS,1 » ee 
取 梯 度 ,并 利用 式 (2. 3. 7) ,得 


mv+tm(v: V)v+VV=0 
再 利用 流体 力学 中 的 常用 公式 
全 一 V+ (wv: V)v 
得 
mv——W (2. 3. 10) 
此 即 经 典 流体 力学 中 的 速度 场 的 运动 方程 ,是 Newton 方程 在 流体 力学 中 的 表述 . 
对 于 定 态 ， 


守 0 全 一 一 已 (粒子 能 量 ) (2. 3. 11) 
式 (2. 3. 3a) 化 为 [参见 式 (2. 3. 6)] 
V.j=0 (2. 3. 12) 
而 式 (2. 3. 3b) 化 为 
VS (py) = WR (2. 3. 13) 
当天 ->0 时 ,得 
(VSY’ 


=E—V . (2. 3. 14) 


。 73 。 


即 不 显 含 时 间 的 作用 量 满足 的 Jacobi-Hamilton 方程 [ 见 附录 A.4, 式 (A. 4. 10)]. 
*2.3.2 Schridinger 波动 方程 提出 的 历史 简 述 


在 Planck-Einstein 的 光量 子 论 的 启发 下 ,L. de Broglie 提出 中 , 与 光 具 有 波动 -粒子 两 象 性 
相 类 比 ,实物 粒子 (mm 天 0) 也 应 具有 波动 性 ,他 称 之 为 物质 波 . 

这 个 信息 被 传 到 了 苏 黎 士 . 在 联邦 工学 院 和 苏 黎 士 大 学 联合 举办 的 一 次 学 术 报告 会 上 , 资 
. 深 教授 P. Debye 建议 @ E. Schrodinger 研究 一 下 de Broglie 的 论文 . 后 来 一 次 会 议 上 ， 
Schrodinger 对 de Broglie 的 工作 作 了 一 个 漂亮 而 清楚 的 说 明 , 并 提 到 ,根据 在 一 个 定 态 轨道 上 
只 能 容纳 整数 个 波长 的 波 的 要 求 ( 驻 波 条 件 ), 就 可 以 导出 Bohr 和 Sommerfeld 的 量子 化 法 则 . 
Debye 当即 指出 ,这 种 做 法 还 很 幼稚 . 作为 Sommerfeld 的 学 生 ,Debye 深 知 ,要 真正 研究 波动 , 必 
须 建立 波动 方程 . Schr6dinger 认真 考虑 了 这 个 意见 . 几 个 星期 之 后 ,他 在 一 次 会 议 上 终于 提出 
了 他 的 波动 方程 @. 

Schrodinger 在 建立 波动 力学 的 过 程 中 ,受到 了 de Broglie 思想 的 启发 . 他 了 解 到 19 世纪 爱 
尔 兰 数学 家 R. Hamilton 已 注意 到 粒子 力学 与 几何 光学 的 相似 . 一 方面 ,在 粒子 力学 中 有 一 条 最 
小 作用 原理 一 一 即 自然 界 中 粒子 在 给 定 两 点 之 间 所 走 的 轨道 是 使 作用 量 S 取 最 小 值 (8S 二 0) 的 
轨道 ( 见 书 末 附 录 Al1). (当时 人 们 称 S 为 Hamilton 主 函 数 ,现今 ,按照 Feynman, 已 普遍 把 它 称 
为 作用 量 . ) 利 用 最 小 作用 原理 , 即 可 导出 经 典 力学 的 基本 方程 (Lagrange 方程 或 Newton 方程 
等 ). 另 一 方面 ,在 几何 光学 中 ( 光 被 看 成 由 微粒 子 组 成 )， 有 一 条 最 短 光 程 原理 (Fermat 原 
理 ) 一 一 光 从 一 点 到 另 一 点 所 走路 径 是 需 时 最 短 的 路 径 . 根据 Fermat 原理 , 即 可 导出 几何 光学 
的 三 条 基本 定律 :(1) 在 均匀 介质 中 光 沿 直线 传播 ;(2) 反 射 定律 ;(3) 折 射 定律 . 在 19 世纪 中 期 ， 
通过 Fresnel, Young 等 人 的 干涉 和 衍射 实验 ,人 们 已 认识 到 光 的 波动 性 ,波动 光学 已 经 建立 , 支 
配 波动 光学 运动 的 基本 规律 就 是 Huygens 原理 ;人 们 已 了 解 到 , 当 光 波长 趋 于 零 时 (短波 极限 )， 
波动 光学 就 回 到 几何 光学 . 

按照 de Broglie 的 观点 ,与 光一 样 ,实物 粒子 (mm 天 0) 也 应 具有 波动 -粒子 两 象 性 . 试问 ,支配 
实物 粒子 波动 的 运动 规律 应 是 怎样 ? 能 否 从 几何 光学 与 波动 光学 的 关系 中 找到 什么 借鉴 ? 
Schrodinger 就 是 按 此 思路 来 建立 起 他 的 波动 力学 的 @. 

在 波动 光学 中 , 设 光波 用 下 列 函数 描述 

Z=aes (2. 3. 15) 
a 是 波幅 ,#$ 是 相位 . 相位 在 空间 的 变化 与 波长 有 关 . 当 波 长 一 0 时 ,干涉 和 衍射 现象 随 之 消失 ， 
而 波动 光学 规律 将 代 之 为 几何 光学 . 从 波动 的 观点 来 看 “几何 光学 中 光线 按照 需 时 最 短 的 路 径 
行走 (Fermat 原理 )”. 在 数学 上 相当 于 :“ 波 从 一 点 到 另 一 点 的 传播 过 程 中 , 波 的 相位 $ 的 变化 


0 0000 000 0 。。 


@ L.de Broglie,Comptes Rendus,177(1923),507;Nature,112(1923),540. 

@ 见 F. Bloch, Physics Today,29(1976),23. 

@@ E.Schrodinger, Ann. der Physik ,79(1926),36,489;80(1926)437;81(1926)109;79(1926),734. E. 
Schrodinger, Four Lectures on Wave Mechanics (1928, Cambridge University Press). 论文 的 英 译本 , 见 EE. 
Schrodinger, Collected Papers on Wave Mechanics (Chelsea, New York,1978) ;Wave Mechanics, Gunter Lud- 
wig 编 (Pergamon,Oxford,1968). 

@ 参阅 :D, Derbes,Am. J. Phys. ,64(1996) ,881. 


。74 。 


子 的 波动 的 函数 也 许可 以 近似 表示 成 

J = Res/ (2. 3. 16) 
这 里 S 除 以 Planck 常数 ,是 出 自 量 纲 的 考虑 (使 相位 S/# 变 成 无 量 纲 ). Schrodinger 很 了 解 
Hamilton-Jacobi 方程 ( 见 附录 A4) 


2 
总 + 小 ( 珀 ) +Yco =0 (2. 3.17) 


在 许多 情况 下 , 此 式 表现 为 能 量 已 oe ee 等 于 一 EF, 第 二 项 为 粒子 动能 ,第 三 项 为 粒 
子 势能 . 按 式 (2. 3. 16) 的 猜想 ， 
9S_ 读 9y 


(2. 3. 18) 
9 并 yp ar 
再 考虑 到 少 可 能 是 复 函数 ,所 以 不 妨 把 Hamilton-Jacobi 方程 改写 成 
-E+ 寺 (站 ) (中 )+V=0 (2. 3. 19) 
因此 
FL( 丢 9 纹 (入 3 有 
(a Gk J y 二 
或 表示 成 
WV-Byyt 茹 ( 竺 )()=0 (2. 3. 20) 


试 把 上 式 左 边 表示 式 记 为 M, 按 照 Schrsdinger, 把 M 作为 广义 坐标 人 ,9/9z 和 9y* /az 的 
Lagrange 量 , 并 对 下 列 积分 1 取 极 值 . 


1= [Maz = | ~- By y+ 起 ( 汪 ) (2) la (2. 3.21) 
相应 的 Euler-Lagrange 方程 (对 y”* 求 变 分 ) 为 
of 9 97 二 
op re pe . (2. 3. 22) 
即 
_ my_ 2 
VD (2. 3. 23) 


此 即 不 含 时 的 Schrodinger 方程 , 亦 即 粒子 在 势 场 V(z) 中 的 能 量 本 征 方程 . 
*2.3.3 力学 与 光学 的 相似 性 


历史 上 早 在 19 世纪 初 (1825) ,Hamilton 已 经 发 现 经 典 粒子 力学 与 几何 光学 的 相似 性 ,但 未 
曾 引起 人 们 注意 ,后 来 几乎 完全 被 人 忘记 了 . 直到 20 世纪 20 年 代 波 动力 学 提出 后 , 才 重 新 引起 
人 们 广泛 注意 . 事实 上 ,de Broglie 和 Schr5dinger 建立 波动 力学 的 过 程 中 ,他 们 对 于 力学 和 光学 
规律 的 相似 性 的 深刻 理解 ,起 了 重要 的 作用 . 
由 式 (2. 3. 7) ,vw 二 VS/m, 可 以 看 出 ,粒子 运动 轨道 (速度 v 的 方向 ) 与 等 相 面 
S 二 常数 (2. 3. 24) 
垂直 ,速度 v 方 向 即 等 相 面 的 法 线 方向 , S 王 常数 相当 于 光学 中 的 波 面 方程 ,粒子 轨道 相当 于 几 
何 光学 中 的 光线 . 令 
t= /p=#/ Vm (EVO) (2. 3. 25) 
则 Jacobi-Hamilton 方程 (2. 3. 14) 可 改写 成 
。75 。 


(3 vs) = 二 | (2. 3. 26) 


2 
这 与 各 向 同性 介质 中 的 几何 光学 的 基本 方程 
(VB): = (2. 3. 27) 
完全 相似 (S/ocB@,1/Xocn) , 式 中 是 介质 的 折射 系数 ,9 称 为 程 函 (eikonal) , 式 (2. 3. 27) 称 为 
程 函 方程 , 它 是 光 ( 电 磁 ) 波 动 方程 在 短波 极限 下 的 结果 ( 注 ). @ 代表 光波 的 相位 ,@ 一 常数 表示 
等 相 面 方程 , 对 于 均匀 介质 ,n= 二 常数 ,方程 (2. 3. 27) 的 解 可 表示 成 
B@ 一 orC 十 录 十 cx 十 dd (2. 3. 28) 
积分 常数 a.5、c 由 边 条 件 确定 ,B= 二 常数 确定 一 个 平面 族 , 其 法 线 方向 余弦 为 (a : 5b : co)/ 
VQ 十 区 十 C2 , 即 光 线 的 传播 方向 (均匀 介质 中 光 作 直线 传播 ). 在 非 均匀 介质 中 ,z(Cz,y,z) 随 不 
同 地 点 而 异 , 等 相 面 方程 6 常数 确定 一 组 曲面 族 . 光线 沿 与 曲面 族 垂直 的 曲线 传播 , 即 在 非 均 
名 介质 中 光线 会 发 生 偏转 . 在 两 种 介质 的 界面 上 (n 不 连续 变化 ) ,光线 将 发 生 折射 . 
由 式 (2. 3. 25) 可 以 看 出 ,>0( 短 波 极 限 ) 相 当 于 >0, 这 正 是 量子 力学 过 渡 到 经 典 力学 的 
条 件 . 由 此 可 以 看 出 ,量子 力学 与 经 典 力学 的 关系 , 跟 波动 光学 和 几何 光学 的 关系 非常 相似 . 
( 注 ) 各 向 同性 介质 中 , 光 ( 电 磁 ) 波 的 波动 方程 为 


Vf 一 古训 /二 0 ” (2. 3. 29) 
wu 二 c/nsc 为 真空 中 光速 了 代表 电场 或 磁场 的 任 一 分 量 . 对 于 单 角 波 ( 角 频率 为 w)， 
JCzyyyzyi 一 加 (zyyz)exp( 一 it (2. 3. 30) 
G(Cz,y,z) 满 足 
ViB+RkD (2. 3. 31) 


式 中 及 =1/X? 二 w/w 二 /0 二 /N90 ,Xo =1/ko ed 三 c/v 是 光 在 真空 中 的 波 
长 . 试 把 5 的 模 与 相位 分 开 , 令 ; 
© = a exp(ikoO) (2. 3. 32) 
a;@ 为 实 , 则 
VG6 = exp(ik,O) (Va koa VO) 

V2® = exp(ik, OO) [Vat+ ka V*O++ 2ik, Va VO— Ra(VO)’] (2. 3. 33) 

设 ji 很 小 (短波 极限 ), 即 & 很 大 ,在 上 式 中 只 保留 最 后 一 项 ,代入 式 (2. 3. 31) , 即 得 
(VB)2 = :=k/R) 

即 式 (2. 3. 27) ,此 式 成 立 条 件 为 [ 见 式 (2. 3. 33)] 


IVi@| <h(VO):, |Val<hlavel, [va 3(VO): (2.3.34) 
对 于 一 维 情 况 , 即 
到 < 
1 a Lee) (2. 3. 35) 
但 9@/9zxn,k9@/9znko 二 k= 二 1/ 计 ,上 式 可 化 简 为 
x*| 恕 天 |= | 志和 | 
和 2 | (2. 3. 36) 
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其 中 第 一 式 表示 波长 (或 折射 系数 ) 变 化 很 缓慢 ,第 二 ,三 式 表示 在 波长 范围 内 振幅 a 的 相对 变 
化 很 小 , 即 要 求 波长 很 短 . 


“2.3.4 Bohm 的 量子 势 观 点 


1951 年 ,Bohm 在 探讨 波动 力学 与 经 典 力学 的 关系 时 , 提出 了 一 种 新 的 观点 , 即 量子 势 
《quantum potential) 的 概念 0. 按 这 种 观点 ,粒子 运动 的 轨道 概念 仍然 有 效 ,粒子 运动 遵守 与 经 
典 力学 中 的 Jacobi-Hamilton 方程 相似 的 一 个 方程 ,但 方程 中 除了 粒子 受到 的 外 界 势 场 V 之 外 ， 
还 出 现 了 一 个 量子 势 . 


利用 式 (2. 3. 4) ,p 二 R? 之 0, 可 得 R=pY? .所 以 VR 去 Vp VR/R-BV p27 Vo)". 


这 样式 (2. 3. 3b) 可 以 改写 成 
as+ 


元 (VS9)? 十 (V 二 UD =0 (2. 3. 37) 
式 中 
VR_ [Vp_l1 (Vo 
Ua Re oa 2 pg | (2. 3. 38) 


称 为 量子 势 .显然 , 当 ~0,U->0 .量子 扫尾 消失 当然 ,与 粒子 所 受 的 经 典 势 V[ 不 依赖 于 粒子 
子 态 4 不同 的 粒子 ， 受到 的 量子 势 二 与 9 一 样 ， 人 例如 
双 颖 衍射 与 单 锋 衍射 两 种 情况 ,量子 势 U 就 很 不 相同 ,因而 粒子 所 走 的 轨道 以 及 最 后 形成 的 衍 
射 花纹 也 就 不 同 . 特别 应 该 提 到 ,在 o>0 的 区 域 ,Uco, 即 粒子 不 能 到 达 的 区 域 ,而 这 正 是 J>0 
的 区 域 . 按照 波 函 数 的 统计 诠释 ,粒子 在 此 区 域 中 的 概率 ->0. 两 种 观点 是 不 矛盾 的 . 

按照 Bohm 的 观点 ,问题 可 按 下 列 程序 求解 : 先 求 解 方 程 


3+ 翅 (VS)* +V+U=0 (2. 3. 39) 
求 出 SC ,从 而 求 出 v7) 二 (VS)/m. 这 样 ,粒子 轨道 也 就 确定 了 . 但 求解 SCr) ,需要 知道 U, 它 


又 依赖 于 波 函 数 的 波幅 R, 所 以 要 先 求 出 R. 但 为 此 又 要 先知 道 S. 所 以 最 终 还 是 归结 于 解 联 立方 
程 (2. 3. 3a) 与 (2. 3. 3b). 但 最 好 的 办 法 还 是 去 求解 原来 的 Schridinger 方程 (2. 3. 1). 设 已 求解 出 


y= utiw (2. 3. 40) 

UW 实 , 则 可 得 
及 2 =i+w (2. 3. 41) 
S = jarctan(ro/ zl) (2. 3. 42) 


2.4 WKB 准 经 典 近 似 


2.4.1 WEKB 准 经 典 近似 波 函 数 
Wenzel,Kramers 和 Brillouin@ 分 别提 出 了 一 种 求解 Schrodinger 方程 的 准 经 


@® D.Bohm. Phys. Rev. ,85(1952) ,166. 
©® G.Wenzel,Z. Phys. ,38(1926) ,518. 
H. M. Kramers, Z. Phys. ,39(1926) ,828. 
L. Brillouin. Compes Rendus , 183(1926) ,24;J. de Physique et le Rad. ,7(1926) ,353. 


77 。 


此 法 主要 用 来 求解 一 维 问题 它 成 功 地 处 理 了 势 全 穿 透 这 样 一 个 重要 


了 的 的 条 件 
考虑 粒子 在 一 维 势 场 V(x) | Schrodinger 方 程 表示 为 
三 二 y+ VY = Ey (2.4. 1) 
今 
pr) = exp[LiS(z)/#] (2. 4. 2) 


上 式 中 S(x) 为 复 函 数 [与 2. 3 节 , 式 (2. 3.2) 比 较 ,那里 S 为 实 ], 代 入 式 (2. 4. 1)， 
得 到 SCz) 满 足 的 方程 


2 
元 (至 ) 十 直下 93 = E 一 VC (2. 4. 3) 
显然 , 当 大 >0 时 (忽略 无 项 ), 上 式 趋 于 
dS\ 2 _ 
| 一 下 一 VCz) (2. 4. 4) 


形式 上 它 与 经 典 力学 中 的 Jacobi-Hamilton 方程 相同 ( 见 附录 A. 4),S 相应 于 经 典 
力学 中 的 作用 量 ( 但 这 里 S 为 复 ). WKB 近似 的 精神 在 于 :把 SCz) 按 志 作 宕 级 数 
半 近 展开 ,然后 逐 级 近似 求解, 即 令 

S=S,+ 志 Si 十 ( 专 ) S 十 … (2. 4. 5) 
代入 式 (2. 4. 3) ,得 


和 
二 S? 十 走 工 (% 十 295S1) + 去 (地 ) (CHD SE 
1 2m 2m\1 


=E—V(z) (2. 4.6) 
比较 大同 帘 次 项 ,依次 得 

元 S4 A (2. 4. 7a) 

2S$4S'1 十 人 = 二 0 (2. 4. 7b) 

2S%4S% 十 SY 十 Si1 = 二 0 (2. 4. 7c) 


式 (2. 4.7a) 与 Jacobi-Hamilton 方程 (2. 4. 4) 形 式 相 同 (但 So 为 实 ). 从 式 (2. 4. 7a) 
可 求 出 零 级 近似 解 


证 | par (2. 4. 8) 
其 中 
Pp op (2. 4.9) 


在 经 典 极限 下 ,p 即 粒 子 动量 ,So 为 作用 量 . 
用 式 (2. 4. 8) 代 入 式 (2, 4. 7b) ,得 
。78。 


4 


S’ Ee 计 
积分 ,得 出 量子 一 级 修正 


__1P7_ —1/2 、/ 
2 5 (lInp 22) 


CA 


0 


二 Int 十 常数 (2. 4. 10) 
以 下 分 两 种 情况 给 出 Schr6dinger 方程 的 准确 到 OC#) 近 似 下 的 解 : 
(1)V(z) | p(xz) 为 实 ) 


yz) = 有 em 人 (二 | paz)+ em 人 (= 二 | pdz) 


一 2 二 | pe (2. 4. 11) 
式 中 Ci 与 Ci( 或 C 与 a) 由 具体 问题 的 边 条 件 及 归 一 化 条 件 确定 . 


(2)V(z)E( 经 典 禁区 ,p(x) 为 纯 虚 ) 


今 


p=i|lp|= iV2m( V(x) 一 五 ) 
则 


lz) = 


exp(+34| 1plar)+ 7 工 alaz) 
(2. 4. 12) 


府 


式 中 C1 与 C? 也 由 边 条 件 及 归 一 化 条 件 确定 . 
讨论 一 级 近似 解 的 适用 条 件 : 
由 式 (2. 4. 6) 可 以 看 出 ,一 级 近似 解 (2. 4. 11) 与 (2. 4. 12) 成 立 的 条 件 为 
f£|S%|< 1S9| (2.4. 13a) 
2#|SoS1|< |1S9?| (2. 4. 13b) 
利用 式 (2. 4. 8) 与 式 (2.4.10), 式 (2.4.13a) 化 为 |p' |p?, 式 (2.4.13b) 化 为 
| p/p|< 之 |p|. 概括 起 来 可 表示 为 


喜 折 |= | 是 os: 


或 
入 
上 <<] (2. 4. 14) 
式 中 
XX) 二 直 一 二 (2. 4. 15) 
p 2mL E—V(z) 
式 (2. 4.14) 也 可 表示 成 
| TE Yes] | 全] (2. 4. 16) 


由 此 可 看 出 : 
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GD) 一 级 近似 解 成 立 的 条 件 要求 , 势 场 VCz) 的 变化 足够 缓慢 , 即 在 粒子 的 de 


Broglie 波长 范围 内 ,V(z) 的 变化 本 元 呈 比 粒子 的 “动能 "[E 一 VCz)] 小 得 多 . 


(2) 显 然 ,在 “转折 点 ”turning point,V (x)=E) 附近 ( 即 经 典 允许 区 与 禁区 交 
界 处 ),p~0, 近 似 条 件 (2.4. 16) 不 成 立 ,因而 一 级 近似 解 (2. 4. 11) 与 (2. 4. 12) 不 
适用 . 在 转折 点 邻 域 中 Schr6dinger 的 解 , 需 用 另 法 求 之 ( 见 本 节 数 学 附注 ). 

以 下 用 WKB 近似 方法 分 别处 理 两 类 问题 . 


2.4.2 势 阱 中 粒子 的 准 经 典 束缚 态 ,Bohr-Sommerfeld 量子 化 条 件 


设 粒子 在 变化 缓慢 的 势 阱 V(xz) 中 运动 ,能 量 为 E. 按 经 典 力学 观点 ,粒子 将 限 
制 在 c<<z<2 范围 中 运动 ,V(a)==V(6)==E,a 与 5 为 转折 点 ( 见 图 2. 2). 


Vz) 


图 2.2 


一 维 规则 势 阱 VC(z) 中 粒子 的 束缚 态 是非 简 并 的 ( 卷 工 ,3.1 节 ), 除 了 一 个 无 
关 紧 要 的 常数 因子 外 , 波 函 数 可 以 取 为 实 . 因此 ,在 势 阱 内 [VC(z) 二 E] 不 太 靠 近 转 
3 4.11)] 


fz) = Esin( (| pdzta) (2. 4. 17) 


Vp 
其 中 C 为 归 一 化 常数 ,a 由 边 条 件 确定 . 为 了 确定 a, 必 须知 道 VCz) 在 转折 点 附近 
的 行为 ,但 在 转折 点 附近 ,上 述 近 似 解 形式 失效 . 在 此 区 域 中 ,我 们 有 办 法 找 出 其 严 
格 解 ( 见 本 节 数 学 附注 ). 根据 此 严格 解 ,可 找 出 它 在 离开 转折 点 较 远 处 的 渐 近 行 
为 ,然后 与 WKB 近似 解 (2. 4. 17) 比较 , 即 可 定 出 的 值 . 
首先 ,根据 wz) 在 za 邻近 的 严格 解 ,可 得 出 在 a 点 右 侧 (z 之 a, 见 图 2. 2) 
离开 x 二 a 较 远 处 y(z) 的 渐 近 表示 式 ,与 式 (2. 4. 17) 比较 ,可 得 出 一 rV4[ 见 本 节 
数学 附注 , 式 (2. 4. 55)]. 因此 , 势 阱 中 粒子 的 束缚 态 的 WKB 波 函 数 可 表示 为 
ee Ssin ($e + 至) 于 inal®) (2. 4. 18) 
其 次 ,根据 VCz) 在 z~8 邻近 的 严格 解 ,以 及 它 在 ==6 点 左边 (x 二 5, 见 
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图 2. 2) 较 远 处 的 渐 近 式 ,也 可 求 出 势 阱 中 的 WKB 波 函 数 为 
C . /1r’ 令 C0 . 
gzx) = sin( 寺 e+ 芋 ) 一 | (2. 4. 19) 
当然 ,无 论 从 zssa 或 从 zs 出 发 ,所 得 出 的 势 阱 中 粒子 的 波 函 数 应 该 一 致 . 根据 
正弦 函数 的 性 质 , 只 有 当 式 (2. 4. 18) 与 式 (2. 4. 19) 中 正弦 函数 的 宗 量 之 和 为 的 
整数 倍 才 能 满足 此 要 求 , 即 


工作 x 
.he | jdz 十 可 一 (十 Dx 


n= 0,1,2,.… (2. 4. 20) 
代入 式 (2. 4. 18) 和 式 (2. 4. 19) ,不 难 求 出 C = (一 1)"C. 这 样 , 波 函 数 (2.4.18) 才 
能 够 与 波 函 数 (2. 4. 19) 光 滑 地 连接 起 来 . 式 (2. 4. 20) 可 改写 成 


| zadz es 
或 
ppdz = 人 (2. 4.21) 
式 中 qdz 是 指 对 周期 运动 积分 一 个 周期 ,此 即 Bohr-Sommerfeld 量子 化 条 件 . 注 


意 , 式 (2.4. 21) 右 侧 的 最 小 值 为 /2, 是 原始 的 Bohr-Sommerfeld 条 件 中 没有 的 ， 
它 反映 体系 运动 的 零点 能 ”, 纯 属 量子 效应 . 

在 以 上 讨论 中 ,假定 了 V(z) 是 z 的 组 变化 函数 . 对 于 方 势 阱 类 型 的 场 ,这 条 
件 并 不 完全 正确 . 例如 ,无限 深 方 势 阱 (图 2. 3) 
0， 4&<Zz<<p 
co, Xb,T<a 
在 z==a.b 点 ,V(x) 有 无 限 大 跳跃 . 从 物理 上 来 看 ,粒子 不 能 “渗透 "到 经 典 禁 区 去 ， 
要 求 ya) 二 (5) 二 0. 在 此 边 条 件 下 , 式 (2. 4. 18) 与 式 (2. 4. 19) 应 换 为 


7) = 全 sin( 计 .oaz) 


V(z) = | 


LE 和 (2. 4. 22) 
yz) = Ssin(#] ,p47) 
而 式 (2. 4. 20) 应 换 为 
工 | edz 一 Nx 
a 
或 
pdz 二 区 ， de (2. 4. 23) 


这 正 是 原始 的 Bohr-Sommerfeld 条 件 . 对 于 图 2. 4 所 示 的 势 阱 ,可 得 出 类 似 的 量子 
化 条 件 
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(2. 4. 24) 


2.4.3 势 垒 隧 穿 


假设 具有 一 定 能 量 已 的 粒子 从 左 人 射 , 碰 到 势 又 VCz) (图 2. 5). 设 VCz) 变 化 
比较 缓慢 , 而 且 人 射 粒 子 能 量 玉 不 太 靠近 VCz) 的 峰值 , 则 可 以 用 WKB 近似 来 处 
理 粒 子 穿 透 势 又 的 现象 . (如 转折 点 a 与 5 很 靠近 势 又 顶部 , 则 不 能 用 此 近似 . ) 


Vz) 


按照 经 典 力学 ,粒子 在 x 二 a 处 会 被 碰 回 . 而 按照 量子 力学 ,考虑 到 粒子 的 波 
动 性 ,粒子 有 一 定 的 概率 透 过 势 垒 . 当然 ,在 许多 情况 下 ,这 种 概率 很 小 . 下 面 我 们 
用 WKB 近似 来 计算 势 又 穿 透 概率 ,其 结果 为 


T= exp[ 一 人 | VBE VO dz| ] (2. 4. 25) 


注意 :此 公式 只 当 TK1 时 才 有 意义 . 证 明 如 下 : 
假设 在 区 域 I (x<a, 经 典 允许 区 ) 中 WKB 近似 波 函 数 表示 成 


以 并) 一 产 sn( 寺 | 2dz 站 | 


ee ol el sda exp( 一 二 pdr 一 至 ) ] (2. 4. 26) 
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式 中 p= 二 V2m[E 一 VC(z)] ,v= 二 p/m 表示 入 射 粒子 速度 . 上 式 右 侧 第 一 项 为 人 射 
波 ,第 二 项 为 反射 波 . 入 射 波 与 反射 波 的 强度 相同 , 流 密度 均 为 1. 显然 ,只 当 穿 透 
概率 T<1 时 这 才 是 一 个 好 的 近似 . 

在 区 域 [ (a 二 x 二 5b, 经 典 禁区 ) 中 ,WKB 波 函 数 取 实 指数 函数 形式 [ 见 式 
(2. 4. 12)]. 可 以 证 明 ,能 够 与 区 域 工 中 的 波 函 数 (2. 4. 26) 光 滑 地 衔接 起 来 的 波 函 
数 如 下 [ 见 本 节 数 学 附录 , 式 (2. 4. 62)]: 


sin( (二 | zdz+ 王 广 一 -一声 ce (站 12 dz 


Vv (2. 4. 27) 


、 (T=a) (Tz>a) 
在 z>a 区 域 中 p= 二 i V2mV(z) 一 E) =i|p| 为 纯 虚 数 . 上 式 右边 还 可 改写 成 


ee | 


除了 常数 因子 exp (一 二 | pdz| ) 之 外 ,上 列 波 函 数 形式 为 


a “pdz| ) (2. 4. 28) 


1 


二 exp( 二 


万 


此 波 函 数 在 势 双 内 部 不 太 靠近 转折 点 a 与 5 的 地 方 是 适用 的 . 
可 以 证 明 , 式 (2. 4. 29) 所 示 的 波 函 数 延 伸 到 势 阱 外 (zx 二 5, 图 2.5 区 域 亚 ?的 连 
Ca 式 (2. 4. 63)] 


|) 一直 ep( 计 ,per 人) 


(2. 4. 29) 


六 emp 人 (二 


(Zz<<D) (zr>0) (2. 4. 30) 


考虑 到 波 函数 (2. 4. 28) 式 前 面 的 常数 因子 ,可 得 出 ,在 zx>2 区 域 中 的 WKB 波 函 
数 (透射 波 ) 为 


pz) 一 一 疡 se (-2I[ * exp( (| pdz 二 至 ) (2. 4. 31) 


所 以 透射 流 密度 为 


ji=m=vlyl’ 一 exp 人 (一 (2.4. 32) 
考虑 到 人 射流 密度 为 1, 所 以 透射 系数 就 是 
9 Coa 


此 即 前 面 给 出 的 势 又 透射 概率 公式 (2. 4. 25). 


2m(E—V(z)) 
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附录 WKB 波 函 数 的 连接 公式 


在 经 典 允 许 区 中 , WKB 波 函 数 为 振荡 函数 [ 见 式 (2.4.11)], 在 禁区 中 则 为 指数 函数 [ 见 式 
(2.4. 12)]. 这 两 个 区 域 中 的 WKB 波 函 数 如 何 连 接 起 来 呢 ? 由 于 WKB 波 函数 在 转折 点 邻 域 是 
不 适用 的 ,从 WKB 波 函 数 本 身 无 法 找 出 它们 的 连接 公式 . 庆幸 的 是 ,在 转折 点 邻 域 可 找 出 
Schrodinger 方程 的 严格 解 . 把 严格 解 在 离开 转折 点 较 远 处 的 渐 近 行为 与 WKB 波 函数 进行 比 


较 , 即 可 找 出 在 转折 点 两 侧 的 WKB 波 函数 的 连接 公式 . 


现在 来 求 转折 点 邻 域 的 Schr6dinger 方程 的 严格 解 . 设 在 转折 点 x 二 a 的 邻 域 VCz) 变 化 比 


较 缓 慢 ( 图 2. 2) ,可 作 Taylor 展开 ,只 保留 一 次 项 


VCz) = vao+ 开 | _ . (Cz 一 0) =E-Fg 
其 中 
q=(z—0),F = 一 区 | >0 
所 以 在 sxa 邻 域 ,Schrodinger 方程 可 表示 为 
总 灶 玖 sw = 

引进 无 量 纲 变量 

es 
式 (2.4. 34) 化 为 

妈 鸳 二 记 


在 经 经 典 人 允许 区 (z>a， 即 d>>0 马 或 0), 令 ， 
一 Eu z= 所 8 
则 式 (2. 4. 36) 化 为 


1 总 十 _G/31] _ 
9 十 工 a a j=0 


此 乃 1/3 阶 Bessel 方 程 0. 它 的 一 般 解 可 表示 为 /与 J-ws 的 线性 释 加 . 


在 经 典 禁 区 (zx<a, 即 g<0 或 &<0)， 、 4. 36) 化 为 


Ep —|étly= 


人 才 


y= |é| 2u, z 一 之 |&|*>0 


式 (2. 4. 39) 化 为 


@ 参阅 郭 敦 仁 . 数学 物理 方法 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1965. 第 17 章 . 
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(2. 4. 33) 


(2. 4. 34) 
(2. 4. 35) 
(2. 4. 36) 
(2.4. 37) 


(2. 4. 38) 


(2. 4. 39) 


(2. 4. 40) 


1 业 - (1/3)2] 
+ | 全 =0 (2.4.41) 


这 是 变型 ( 虚 宗 量 ) Bessel 方程 ,其 一 般 解 为 1saCz) 与 Kys(z) 的 线性 全 加 .但 考虑 到 束缚 态 边 条 
件 , 在 经 典 禁区 中 只 能 取 Kis(z)[ 因 一 ~ce 时 ,Ts(z) 是 发 散 的 ] ,利用 


Ky (z) 一 2 €”, 之 一 co (2. 4. 42) 
式 (2. 4. 41) 的 束缚 解 可 表示 为 
ccVSKan (所 16l22 )， é€=0 (2. 4. 43) 


应 当 提 到 ,束缚 态 边 条 件 不 仅 对 £4<0 区 域 的 波 函 数 作 了 限制 ,考虑 到 f==0 点 的 波 函数 及 其 导数 
的 连续 性 , 它 将 对 E>0 区 域 的 波 函 数 也 有 所 限制 ,从 而 对 粒子 的 能 量 本 征 值 也 有 所 限制 . 为 此 ， 
要 利用 数学 公式 


V 16 Kn($ 1s ”)— BELT (Ze)+ I (Ze ) | 
(< 0) (€>> 0) 
上 式 右边 是 左 侧 函 数 VTsT Ki ( 羡 16|s2 ) 在 S>0 区 域 中 的 解析 开拓 . 下 面 来 讨论 式 


(2.4. 44) 两 边 的 渐 近 行为 . 
利用 式 (2. 4. 42) , 当 |&| 一 co 时 ， 


(2. 4. 44) 


V TK (二 1622) 一 光 ep( 一 三 12) (2. 4. 45) 
利用 

zz 一 co 时 ， ].(z) 一 / 声 COS (人 (2. 4. 46) 
可 得 

a sin(z 十 亚 ) (2.4.47) 


所 以 , 当 &>co 时 , 式 (2.4. 44) 右 边 化 为 


RL nn (Se ) 二 Ja 人 所 8) js E14 


因此 ,用 渐 近 行为 来 表示 时 , 式 (2. 4. 44) 就 化 为 下 列 连接 公式 : 
(ls zsin( 亏 三 8&2 十 下 二 


(< 0) (€>> 0) 
这 是 讨论 WKB 波 函数 连接 公式 时 用 到 的 基本 数学 公式 . 
下 面 分 别 讨论 束缚 态 和 势 全 隧 穿 两 种 情况 . 


1. 束缚 态 


考虑 图 2. 2. 所 示 势 阱 中 的 粒子 束缚 态 . 
在 经 典 禁 区 (zx<<a, 即 9<0 或 6<0) ,满足 束缚 态 边 条 件 的 WKB 波 函数 [ 见 式 (2.4. 12)] 为 
。85。 


rsin(3 2 十 于 | (2. 4. 48) 


(2. 4. 49) 


WD) -二 exp(—1|[ paz|) (2. 4. 50) 


VipTl 
其 中 
p=ilpl=i Vm 
在 xxa 邻 域 XiV—2mFog= V2mFo To (2. 4.51) 
[fpar| = 2 VanEs 1 al” 
所 以 


UD oo tops lam (i VF ol”) 


cc Tamep(— ea) (2.4.52) 
在 经 典 人 允许 区 (z>a, 即 9g>0 或 E>0)WKB 波 函数 [ 见 式 (2.4.11)] 为 
yz) “让 sin( 寺 |pdr+e) (2. 4. 53) 
其 中 
p= VmE—V)) a VomEog 
在 zxa 邻 域 ， 
| pdr = 2 VamEs eg 
利用 
2mFo \ Ys /Er 

得 


KX) cc et sin( 2 2 gq? 和 a) 


oe Tatsin( $e" +a) (2. 4. 54) 


将 x<a 区 域 中 的 波 函 数 (2. 4. 52) 和 z>a 区 域 中 的 (2. 4. 54) 与 连接 公式 (2. 4. 49) 比较 ,可 看 出 
WKB 波 函数 (2. 4. 54) 中 的 相位 a 二 x/4. 这 样 ,我 们 就 得 出 了 在 图 2. 2 所 示 转 折 点 z==a 两 侧 


WKB 波 函 数 的 连接 公式 
1 ( 1 
TT exp\™ 用 


(经 典 禁 区 x 二 a) 


jeer| ) 一 闫 sn( 守 -pdr+ 竺 ) 


(经 典 允 许 区 z > a) 


2. 势 笃 隧 穿 
先 求 在 进入 势 例 的 转折 点 x 二 a( 图 2.5) 处 WKB 波 函数 的 连接 公式 . 在 zxza 邻 域 ， 


(2. 4. 55) 


VD TV PE) ro)=EtFg (2. 4. 56) 


。86。 


式 中 E=V(a),g=(z-0),Fo= 守 | _ >0. 
在 经 典 允许 区 (zx<a, 即 9<0 或 &<0) ,WKB 波 函数 [ 见 式 (2.4.11)] 为 


HD) “让 sin( 计 .pdr+e) (2.4. 57) 
式 中 
= Vam[E—V(z)] = vV 一 Zoog = VamFolal (2. 4. 58) 
[pdr = SVEs lal 
由 此 得 
yz) oc pmsin( 2 Varke | | 十 i 
~ Tsin( 过 1s +a) (2. 4. 59) 
在 经 典 禁区 (z>a, 即 9g>0 或 E>0),WKB 波 函 数 取 负 指数 函数 形式 
yz) “有 pC 寺 |].pe|) (2. 4. 60) 
式 中 (在 zx~a 邻 域 ) 
p=ilp|= iV2imFog 
foal =f lees -Ja = $V 
所 以 


Hz) cc 


2 
C2mFo (一时 下 
wirep(— $e) (2.4. 61) 


将 z>a 区 域 中 的 波 函 数 式 (2. 4. 59) 和 za 区域 中 的 波 函 数 式 (2. 4. 61) 与 连接 公式 (2. 4. 55) 
比较 ,可 知 WKB 波 函数 (2.4. 59) 中 的 相位 应 取 a 二 x/4. 这 样 ,我 们 就 求 出 了 在 人 射 粒子 碰 到 势 
全 z= 二 a( 图 2. 5) 两 侧 的 WKB 波 函 数 的 连接 公式 


产 sa( 二 -dz+ 于 ) 一 


1 并 
Ee(- 计 |J2ar| ) 
(经 典 允 许 区 zx 过 a) (经 典 禁 区 x 汪 > a) 
为 求 出 粒子 射出 势 例 z==5 点 (图 2.5) 两 侧 的 WKB 波 函 数 的 连接 公式 , 可 借助 于 式 
(2.4.55) (把 a 换 为 5). 不 同 之 处 在 于 ;在 经 典 允许 区 (zx 二 5) 只 有 出 射 波 而 无 反射 波 , 而 根据 
ZK 二 65 点 波 函 数 及 其 导数 的 连续 条 件 , 这 将 影响 到 经 典 禁 区 (z 二 ) 中 的 波 函 数 . 由 此 可 以 证 明 ( 见 
下 ) ,在 z=。b 两 侧 的 WKB 波 函数 的 连接 公式 为 


T(E [sa 一声 op( 直 |spae+ 和 ) 


(2. 4. 62) 


(2. 4. 63) 


(经 典 禁 区 xz 二 5b) (经 典 允 许 区 z > 中 


证 明 如 下 : 
。87。 


为 借助 于 式 (2. 4. 55), 可 利用 卷 工 ,3.1 节 中 证 明 过 的 一 条 定理 :对 于 一 维 粒子 , 若 内 与 
几 , 是 属于 同一 个 能 量 的 两 个 波 函数 , 则 
由 网 一 央 狗 一 常数 
或 表示 成 
此 (/ 风 ) 二 常数 
试 把 式 (2. 4. 55) 中 的 波 函 数 ( 点 换 记 为 5 点 ) 看 成 由 ,把 式 (2.4. 63) 中 的 波 函 数 看 成 内 ,于 是 
在 经 典 禁 区 (zx<5b) 有 


Ne MO A ee 
le 
l lt eee 
hy ) + exp (全 | ) 
7 (2. 4. 64) 


而 在 经 典 允 许 区 (z> 久 有 
ca( 半 eat 于)-em( ear- 各) 


刀 (/) 一 二 exp( 到 | adz 十 还 )。 全 
2 ll 2) | 一 iexp( 二 |'pdz 十 至 ) 


一 车 ep( 人 | pdz 二 至). exp (一 于 | p | 


三 一 2/ (2. 4. 65) 
这 就 验证 了 连接 公式 (2. 4. 63). 


“2. 4.4 ”中 心力 场 中 粒子 的 准 经 典 近似 
中 心力 场 VCr) 中 粒子 的 能 量 本 征 态 ,通常 取 为 守恒 量 完全 集 (H, 已 ,L.) 的 共 
同 本 征 态 , 即 能 量 本 征 函 数 表示 成 
Yr,0,9) = Ri YP 0p) = LX) YP C0, 9) 


/一 0,1,2,… 
7M 一 [7 一 1 一 / 
其 中 描述 角度 部 分 运动 的 球 谐 函数 Y7 ,对 各 种 中 心力 场 是 共同 的 ,而 径 向 波 函 数 
满足 下 列 方程 


(2. 4. 66) 


， /2 
次 十 ESVO] 一 0 


Xe(0) 一 0 (2. 4. 67) 


则 与 中 心力 场 V(r) 的 具体 形式 有 关 ,E 为 能 量 本 征 值 . 上 式 还 可 改写 成 
。88。 


这 十 发 [E 一 WD] 为 一 0 
j2 7C 十 1 (2. 4. 68) 
Vi(7) 一 V(r) 二 站 2 
上 式 Vi(7) 右 边 第 二 项 为 离心 势能 ,依赖 于 粒子 的 角 动量 .方程 (2.4.67) 或 
(2.4. 68) 的 形式 与 一 维 势 场 VCz) 中 粒子 的 能 量 本 征 方程 相似 . 因此 可 套用 前 面 处 
理 一 维 运动 的 WKB 准 经 典 近似 方法 . 但 须 注 意 , 径 向 变量 7 变化 范围 是 (0,co)， 
而 一 维 粒子 坐标 变化 范围 为 (一 co, 十 co). 这 表现 的 边 条 件 有 所 不 同 . 
下 面 分 别 讨论 角度 部 分 和 径 向 部 分 . 


1. 球 谐 函 数 的 准 经 典 近似 表示 式 
先 考 虑 角 动 量 m 一 0 的 本 征 态 
加 一 /2 二 PCcosg) (2. 4. 69) 
PCcosbg) 满 足 Legendre 方程 
hs (sin0 BP)+ Ut DP, =0 (2. 4. 70) 


或 号 
+ t+ DP,=0 
为 消去 方程 中 的 一 阶 微 商 项 , 令 


Pi(cosb) = XC0)/ Vsing (2. 4.71) 
则 
多 十 | (1 二 各) 十 coee]x =0 2.4.72) 
与 一 维 运动 方程 比较 ,可 看 出 相应 的 “de Broglie 波长 ”为 
4(0) = | (+ 二 ) + 十 cow9] (2.4.73) 
按 准 经 典 近似 的 要 求 
邹 | <1 (2. 4.74) 
这 就 要 求 式 (2. 4. 73) Boast ( 随 9 变化 ) 妃 第 一 项 . 考虑 到 cot 在 0<*0 和 r 附近 
净 于 oo( 当 90 时 ,cotg 心 方 ;9 一 x 时 ,| cotg| | 上 5| ) ,所 以 要 求 9 不 要 大 靠近 
0 和 ,并 且 
,Di (2.4.75) 


当 0 不 太 靠 近 0 或 x, 而 且 条 件 (2. 4. 75) 满 足 时 , 式 (2. 4. 72) 化 为 
。 89 。 


尼 十 (!+ 去 ) x=0 


其 解 可 表示 成 
x = Asin| (! 十 却 )9+e] 
因而 
| 
可 以 证 明 ? z 
A= V2/rl, a=n/4 
即 
i 1 
ee EE 
_1 sin| (1 十 去 )9 十 /4 
YO OQ 


适用 条 件 为 :9 不 太 靠 近 0 或, 而且 角 动 量 量子 数 1. 
2. 径 向 波 函 数 的 准 经 典 近似 
先 讨论 /二 0 的 径 向 波 函 数 

Xo tLE—V(n] Xo 一 0 


@ 证明: 当 0< 嫌 1 时 ,cotgs: 方 - 对 于 7 光 11C 十 DD 《十 1/2)?. 此 时 式 (2.4. 70) 化 为 


d2 1 d 1 \? 
P+ Wr (+ 去) P=0 
此 乃 零 阶 Bessel 方程 , 它 在 0<* 0 邻 域 有 界 的 解 表示 为 

PCcosg) =Jo( (1 十 去 )9) 
利用 


J(z) ~> 这 sin(z 一 至 x 十 /4) ( 当 2—> co) 


(i+ 二 )0) > | 
2 
1 十 忆 


了 sin (+ 


可 得 


与 式 (2. 4. 78) 比 较 ( 注 意 ,sings*0) ,可 得 
A= V2/xl, ov 一 r/4 
e。 90 。 


(2. 4. 76) 


(2. 4. 77) 


(2. 4. 78) 


(2. 4. 79) 


(2. 4. 80) 


与 一 维 情况 比较 ,相应 的 “de Broglie 波长 ”为 


和 Er (2.4.81) 
pr a 


式 中 
p= VE—V)) (2. 4. 82) 
准 经 典 近似 条 件 
人 | (2. 4. 83) 
化 为 
人 衬 |<1 (2. 4. 84) 
在 此 条 件 下 ,满足 边 条 件 (2. 4. 67) 的 径 向 波 函数 Xo (7) 的 准 经 典 近 似 式 可 表示 为 
De 三 sj， "好 (2. 4. 85) 


对 于 1 闫 0 情况 ,Vi() 中 包含 有 离心 势 . 在 >0 区 域 中 ,离心 势能 远 比 一 般 的 
规则 势能 V(7) 重 要 . 此 时 ,粒子 总 能 一 离心 势能 ， 即 允 ceiKCLHD7C2po) 


p oc Lk/r, 六 一 二 cc 于， 侍 cc 革 <1 (2. 4. 86) 


所 以 要 求 [>1. 当 ! 较 小 时 ,在 “0 邻 域 准 经 典 近 似 失 效 . 

为 借助 于 一 维 粒 子 的 WKB 近似 波 函 数 来 写 出 径 向 波 函 数 的 准 经 典 近似 式 ， 
试 把 离心 势 写 成 起 Y/(2p”) 的 形式 ,然后 根据 波 函 数 在 一 = 的 渐 近 行为 来 确定 
s. 为 此 , 先 考虑 自由 粒子 [ 即 忽略 V() 2 此 时 ,WKB 近似 波 函 数 为 


Xi(7) = 后 由 a 十 亚 ) (2.4.87) 
式 中 
p= v2E—#tes /2 ) (2. 4. 88) 


no 为 转折 点 ,由 下 一 夭 3/20 玫 一 大 /2 一 下 有 /20 确定 , 即 六 一/ 当 -co 时 ， 
积分 9 


刘 ,pur 一 (一 加 
与 自由 粒子 的 ! 分 波 波 函数 的 渐 近 行为 的 相位 ( 见 卷 I ,13.4 节 ?7 相 比 , 可 得 


© + pr =] Pe de 
= | V2 sarccos() | (z=h,x0 = kro = s) 
加 
> (z- 笃 ) 


。01。 


因此 
5 一 /十 1/2 (2. 4. 89) 


在 此 基础 上 ,再 把 位 势 V(~) 的 影响 考虑 进去 ,可 求 得 径 向 波 函 数 X (~) 的 准 经 典 近 
似 表示 式 


Xi(7) = 
式 中 p, 为 “ 径 向 动量 ”， 


下 (7 二 17275 
= /2 一 von 一直 以 十 1/2) 
br [ 2jir ] (2. 4. 91) 


ro = (+1/2)/k,， k= V2 百 /大 


-人 sn( 计 | 加 5 生字] (2. 4. 90) 


例 利用 径 向 波 函 数 的 准 经 典 近 似 表 示 式 (2. 4. 90) ,可 求 出 各 分 波 的 散射 相 移 6, 的 准 经 典 
近似 值 . 按 式 (2. 4. 90) 和 (2. 4. 91) ,在 势 场 V(y) 作 用 下 粒子 的 1 分 波 的 相位 为 


有 2 一 7 ee 2 十 玉 
而 对 于 自由 粒子 , 则 为 
70 
当 一 ~co 时 ,两 者 之 差 即 V(”) 作 用 产生 的 相 移 5. 当 1/ 沪 l1 时 ,no 二 s/k 二 (十 1/2)/8 也 很 大 ,而 在 
[mn ,ce] 范 围 中 VC) 很 小 ,可 以 做 如 下 展开 : 
[* _ Ut 2V0) | 
12 起 


ee 十 归 可 


-CUV A 
” 三 了 


S| Vodr _ (2. 4. 92) 


家。 2 — Ct 1/2)? 
疙 


因此 ,在 准 经 典 近 似 下 ， 


“2. 4.5 严格 的 量子 化 条 件 
最 近 , 文 献 @ 给 出 了 一 维 势 阱 VCz) 中 束缚 粒子 的 严格 的 量子 化 条 件 , 简 述 如 


© Z.Q.Maand B.W.Xu,kEurophys. Lett. ,69(2005) ,685. 
。 92 。 


下 . 按 Schr6dinger 方程 (2. 4. 1), 即 


王 一 [已 一 VCz)]WCz) (2. 4. 93) 


V(z) 为 连续 (图 2. 2) 或 分 段 连续 函数 , z 一 a、2 为 两 个 转折 点 . 令 %z) 的 对 数 微 
商 为 ? 


$(z) = 2 3 (2. 4. 94) 
容易 证 明 p(xz) 满 足 Ricatti 方程 (一 阶 非 线性 微分 方程 ) 
2 一 一 经 [PE 一 VCz] 一 gz (2. 4. 95) 


在 经 典 允许 区 [E>V(z)], 即 a 二 Xx<<b,$(z) 随 zx 单调 下 降 ; 随 工 增 大 而 跨 过 y(x) 
的 某 一 节点 时 ,%(z) 将 从 一 ce 牙 变 为 十 co ,然后 再 下 降 . 令 
tanb(z) = E(x)/$Cz), kr) 一 V2m[E—V(z)]/h (2.4.96) 
0(Zz) = arctan[ k(x)/$ 7) | 二 nr 
式 中 arctan8 表示 反正 切 函 数 的 主 值 ,一 z/2<arctan6 和 xyV2, 在 经 典 允 许 区 ,每 当 > 
跨 过 8$(z) 的 一 个 节点 ,n 增加 1. 由 此 可 得 


| dz) ad 二 Nx 一 dn arctan geet lim arctanh tS) (2. 4. 97) 


NN 为 $C(7) 的 节点 数 . 如 VCz) 在 转折 点 x 二 a 和 z 王 0 连续 , 则 上 式 右 侧 后 两 项 为 
0. 由 式 (2. 4. 95) 与 式 (2. 4. 96) 可 得 ,在 经 典 允 许 区 (ac<z<0) 


MD p07) 一 此 zc 人 2， [2] (2. 4. 98) 
上 式 积 分 后 ,得 Lp(zx) 二 (zx) 为 经 典 粒 子 动量 ] 
| acpaz = Nm 二 | goBD. [MD] (2. 4. 99) 
此 即 得 出 的 严格 的 量子 化 条 件 . 


对 于 三 维 球 对 称 势 V(r) 中 的 粒子 , 令 y(r)= 二 rn!1Xi《r) YY (0, 9)[ 见 式 
(2.4. 66)], 则 径 向 方程 为 [ 见 式 (2. 4. 67)] 


Sn 二 (ee (2. 4. 100) 
它 与 式 (2.4. 93) 相 似 . 类 似 可 以 得 出 球 对 称 中 心 势 VC7) 中 的 粒子 束缚 态 的 严格 量 


子 化 条 件 [p(7) 二 (7)] 
站 par = Nm 十 | gD. [DT (2.4. 101) 
式 (2. 4.99) 与 式 (2. 4. 101) 中 , 右 侧 第 一 项 来 自 波 函数 的 节点 的 贡献 ,第 二 项 


Q@ gz) 即 超 对 称 量子 力学 方法 中 的 超 势 , 见 8. 4. 2 节 . 
ee。 93 。 


称 为 量子 修正 , 它 不 依赖 于 波 函 数 的 节点 数 . 文中 指出 :对 于 严格 可 解体 系 ,利用 此 
严格 量子 化 规则 可 以 计算 所 有 束缚 能 级 ,而 基态 波 函 数 可 以 从 求解 Ricatti 方程 得 
出 . 对 于 一 维 方 势 阱 (无 限 深 或 有 限 深 ,对 称 或 不 对 称 ) .一 维 谐振 势 等 ,计算 所 得 束 
缚 能 级 ,与 用 WKB 近似 得 出 的 结果 一 致 . 该 文中 还 计算 了 一 些 较 为 复杂 的 一 维 势 
阱 的 束缚 能 级 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 该 文 . 


“2.5 谐振 子 的 相干 态 


“2.5.1 Schrodinger 的 谐振 子 相干 态 


相干 态 的 研究 最 早 要 追溯 到 Schr6dinger 1926 年 的 工作 28. 他 发 现 谐振 子 存 
在 这 样 一 种 状态 , 它 展现 出 的 运动 性 质 与 经 典 谐振 子 很 相似 . 在 此 状态 下 ,谐振 子 
的 能 量 平 均值 (零点 能 除外 ) 与 经 典 振子 能 量 相同 ,而 坐标 和 动量 的 平均 值 ( 即 波 包 
中 心 的 位 置 和 动量 ) 随 时 间 的 振荡 也 与 经 典 振子 完全 相同 ,并 且 波 包 不 扩散 ,坐标 
与 动量 的 不 确定 度 取 极 小 值 ,AzAzp 一 #/2. Schr6dinger 最 初 研究 这 个 问题 的 意图 
是 想 探讨 量子 力学 与 经 典 力学 更 深刻 的 联系 . 他 在 给 Planck 的 信 中 @ 提 到 :他 的 目 
的 是 要 找寻 局 限于 空间 一 个 小 区 域 中 的 不 扩散 的 波 包 , 它 在 任意 长 的 时 间 内 的 运 
动 与 经 典 粒子 完全 相同 . 对 于 谐振 子 ,这 种 状态 他 已 找到 了 ,就 是 后 来 人 们 称 之 为 
相干 态 Ccoherent state) 的 一 种 特殊 状态 . 他 还 写 道 ; “I believe that it is only a 
question of computational skill to accompanish the same thing for the electron in 
the hydrogen atom. The transition from microscopic characteristic oscillations to 
the macroscopic “orbit” of classical mechanics will be clearly visible. ”然而 ,在 类 
氢 原 子 中 可 以 描述 Kepler 轨道 运动 的 永 不 扩散 的 波 包 , 迄 今 尚 未 找到 . 但 近年 来 ， 
随 制备 Rydberg 态 (高 主 量子 数 ”的 能 态 ) 实 验 工作 的 突破 , 这 方面 的 工作 已 取得 
可 观 的 进展 @. 

。 在 20 世纪 60 年 代 ,相干 态 概 念 被 广泛 应 用 于 量子 光学 等 领域 . Glauber@( 首 
先 提出 “相干 态 ” 这 个 名 词 )、Klauder 等 @ 广 泛 地 应 用 相干 态 来 处 理光 场 的 相干 性 
质 和 光子 统计 学 . 在 Dirac 的 经 典 辐射 场 的 量子 化 理论 中 , 空 窖 (cavity) 中 的 电磁 
辐射 场 往往 表示 成 简 正 模式 Cnormal modes) 的 大 加 ,辐射 场 被 看 成 无 穷 多 个 谐振 
子 组 成 的 体系 ,而 辐射 场 的 状态 就 用 谐振 子 能 量 本 征 态 上 的 光子 数 填 布 情况 来 描 


© E.Schrodinger Naturwissenschaften,14(1926),664; 或 Collected Papers on Wave Mechanics, 41 
(Chelsea, New York,1978). 

Q@ S.Howard and S. K. Ray,Am. J. Phys. ,55(1987),1109,Coherent states of a harmonic oscillator. 

@ K.Pizibram Letters on Wave Mechanics ,ed. London: Vision,1967,10. 

@ 例如 ,参阅 M Nauenberg, Stroud C, Yeazell J. Scientific American,1994,p. 24. 

©® R.Glauber, Phys. Rev. ,131(1963) ,2766. 

© J.R.Klauder & E.C.G. Sudarsnan, Fundamentalso f Quantum Optics, New York, Benjamin, 1968. 
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述 , 称 为 occupation photon number representation( 简 称 number representation). 

但 后 来 发 现 这 种 表象 不 大 适合 于 描述 辐射 场 的 涉及 相位 和 振幅 变量 的 现象 , 而 用 

相干 态 来 描述 却 比 较 方 便 . 相干 态 本 身 是 无 穷 多 个 光子 数 本 征 态 的 一 种 特殊 的 相 

干 释 加 ,易于 展现 光子 之 间 的 合作 行为 (cooperative behavior). 尽管 相干 态 已 经 有 

如 此 广泛 的 应 用 ,在 一 般 量 子 力学 教材 中 却 很 少 提 到 , 较 系 统 的 介绍 往往 只 能 从 一 

些 专著 ?中 去 找寻 .下面 为 量子 力学 的 读者 给 出 相干 态 的 初步 介绍 . 

设 处 于 谐振 子 势 V(z) 一 去 mow?z? 中 的 粒子 的 初始 时 刻 (: 一 0) 状 态 为 
130) 一 plz—z0) = tL Ve /2 (2. 5. 1) 
L = 二 Vf/mw (自然 长 度 ) 

其 空间 波形 与 基态 波 函 数 yo (x) 相同 ,但 波 包 中 心 不 在 谐振 势 的 平衡 点 (x 二 0) ,而 

在 z 一 Zo 点 . 从 经 典 力学 观点 来 看 ,粒子 将 围绕 平衡 点 振动 . 从 量子 力学 来 看 ,这 

个 态 不 可 能 是 一 个 定 态 (处 于 定 态 的 粒子 ,其 空间 分 布 概率 密度 不 随时 间 改 变 ). 事 


px,0) = >) Cg, lz) (2. 5. 2) 
n=0 
内 (CZz) 即 E,= (nt1/2)hw 的 能 量 本 征 态 , 岂 (四 一 Ne 42H, CN 一 [LV 。2"。 
nl1] 吉 ,& 二 x/L. 可 以 证 明 ( 注 1) 
C, = (fT TI0)) = EBA VE nl 


(2. 5. 3) 
co 一 Zzo/L 
2 了 
( 注 1) [Os 本 | gr Tx,0) dz = 二 dée /2H, (Ae eo) 0 
利用 Hermite 多 项 式 的 生成 函数 
cr 一 五， HD, 
可 求 出 


[de -ue = Sep saet(Oee-ued 
上 式 左边 直接 积分 ,容易 得 出 为 
左 == exp[(s 十 /2)? 一 5 一 络 /2]。 | dée [eGteo)/2T 


一 Vrexp[6s 一 总 /4] 二 Vne s/t >) (7] 
n=0 . 


@ J.R.Klauder and B. Skagerstam,Coherent states, Singapore, World Scientific, 1985. 
M. O. Scully and M. S. Zubairy, Quantum Qptics ,Cambridge Univ. Press,1997. 
郭 光 灿 . 量子 光学 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1990. 
范 洪 义 . 量子 力学 表象 与 变换 论 . 上 海 : 上 海 科学 技术 出 版 社 ,1997. 
到: 汐 革 总 


与 右边 比较 , 求 出 积分 
| déH, (Oe -et — Virése s/t 
由 此 ,可 求 出 GCG.=8e /VR nl 


更 简单 的 计算 方法 是 用 代数 方法 , 即 用 平移 算 符 D(zo) 作 用 于 基态 波 函 数 
(A (Zz) 而 得 出 9 
JX—70) = D(zo) glz) = (rz| D(z,)|0) (2. 5. 4) 


DCzo) = em 人 


式 中 人 一 一 夺 区 .多 可 以 用 谐振 子 升降 算 符 a+ 和 4 表示 为 


= [ee (or 一 a) (2. 5.5) 


于 是 DC(zo) 一 ee -0 ,oa 一 的 一 ZoMW2 工 一 各 W2 (无 量 纲 ). 利用 代数 恒等式 
[ 见 本 节 附 录 , 式 (2. 5. 人 
= e4eBe-C2 一 eBe4eC/2 


式 中 en 利用 [ce ,of+ ]==1, 可 得 


| 十 区 
ez(a 10) 一 ev 4 。 eca 。e™ |0) 


一 Ee/2e aa 十 | 0》 ( 因 a|0) 0) 
一 e De oe Ne 
n=0 ! 
二 yn 
= ,lo = |0) 2.5.6 
> he) 四 =- 寺 | (2. 5. 6) 
所 以 
(zl|D(z)10) = > CoD，C =e 
n=0 2m 。 nl 
与 式 (2. 5. 3) 一 致 . 
按 式 (2. 5. 2) (2. 5. A 二 (n 十 1/2)#w, 可 得 出 t 时 刻 的 波 函 数 ( 注 2) 
= 
(zi) = 二 (x) et 
所 0 
i( 坟 ot 十 名 6sinwt 一 地 人 sin2uz) | (2.5.7) 
因此 
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[yz,2) |? = (zx— zocoswt):/L? | (2. 5. 8) 

与 
[gx,0) |? 二 (x — zo) /L2] (2. 5.9) 
相 比 ,可 见 | yz,z)|? 是 一 个 围绕 z==0 点 振荡 的 Gauss 波 包 , 且 保 持 波形 不 变 ( 波 
包 不 扩散 ). 波 包 中 心 位 置 在 zx, 二 x(z) 二 zxocoswt 处 ,与 经 典 振子 ( 初 位 置 在 x 二 zx 
处 ) 的 振动 规律 完全 相同 . 考虑 到 谐振 子 相干 态 在 演化 过 程 中 不 扩散 ,保持 为 与 基 
态 相同 的 Gauss 波 包 . 而 对 于 基态 ,已 证 明 AzAp 二 /2( 最 小 不 确定 度 关系 ). 因 


此 ,对 于 相干 态 ,此 最 小 不 确定 度 关系 将 保持 不 变 . 所 以 相干 态 是 一 个 最 理想 的 准 
经 典 态 . 


( 注 2) 式 (2.5.4) 中 yx, 人力 可 以 写成 


MX;t) 一 wy,. ee 12H (Pe 


-oo(- 训 -全 -号 ). 柳 . 习 3ae( 了 ec) 


而 
D8”) = ep[— (Fe) + 二 (ce 
= exp(— 1 | ewéoé) 
所 以 
Se Er :exp| 一 党 一 各 一 生 G 二 ce) 十 te “| 


1 名 1 /wt 4 xe Rn 
二 了 一 也 全 cos?wt 十 6oEcoswt 一 [学 十 名 6sinot 4 总 sin2wt ) | 


Be 人 hcotwt)? 一 i( 这 十 fsinwt 一 十 人 sinzur) | 
“2.5.2 漂 没 算 符 的 本 征 态 
按 式 (2. 5. 6) ,谐振 子 的 相干 态 可 以 表示 成 


Ile) = enat—0) |0)= er 2 /2 > 所 In) (2. 5. 10) 
下 面 证 明 la) 是 谐振 子 漂 没 算 符 a 的 本 征 态 , 本 征 值 为 a， 
ale) = ale) (2. 5. 11) 
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证 1 

利用 [a,or] 一 1,a 可 表示 为 < 一 区 ,因而 [ae -2] 一 we 9 ,作用 于 |0? 上 ,注意 到 
a| 0 一 0, 得 

[ac， ee aa 十 也] | 0) 一 ez(o+ 一 a) | 0) 一 Ce | 0) 

这 就 是 式 (2. 5. 11) ,a la) = 二 ala). 

证 2 

考虑 到 谐振 子 Hamilton 量 肪 ==(ata 十 1/2)fiw, 显 然 [a, Hj] 关 0, 所 以 a 的 本 征 态 一 般 不 可 
能 是 互 的 本 征 态 (基态 | 0) 除 外 ), 而 只 能 是 由 许多 能 量 本 征 态 全 加 而 成 的 非 定 态 . 再 考虑 到 

a ln) 二 Vn |n 一 1) ,可 以 断定 a 的 本 征 态 只 能 是 无 限 多 个 能 量 本 征 态 的 到 加 . 令 
le) = Cd In) 
则 
alo) = 2 CWaln) = en 一 cloy =a2C (0 In) 


C, 一 <C 一 … 一 -2 。 
val 


再 考虑 归 一 化 条 件 2 | C,|? 一 ior- 1G le 一 1 得 |G|==e"%, 取 Gs 为 


实 , 得 


n 
GC, = Q erlel212 


此 即 式 (2. 5. 10). 
考虑 到 a 并 非 厄 米 算 符 , 它 的 本 征 值 a 不 一 定 是 实数 . 因此 相干 态 的 表示 式 

(2. 5.11) 中 的 a 可 以 取 复数 . 它 是 原来 定义 的 相干 态 a 二 zo/Y2L( 实 ) 在 复 a 平 面 
上 的 解析 延 拓 . 这 样 ,我 们 不 妨 把 式 (2. 5. 11) 所 示 相 干 态 表 成 更 普遍 的 形式 

le) = ee|0) (2. 5. 12) 
事实 上 ,利用 本 节 附 录 中 恒等式 (2. 5. 67) ,可 得 

le) = Er ee |0) 

一 €-lel? eoor era 10》 

一 elel? 。 et 1o0) 
不 难 验证 lg) 是 归 一 化 的 ,因为 

(0|ereem |0) = (0| er eee |0) = el 


练习 1 在 谐振 子 的 能 量 本 征 态 |n) 下 ,证明 
z=0,5=0 


元 = (十 读 ) 寺 一 (2 十 去) 
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工 一 Vf/mw (长 度 自然 单位 ) 
素 = (* 十 去 )mo 一 (n 十 到) 起/ 
Az = [(Cz 一 司 ?]Y = Vnt+1/2L 
Ap = [Cp—B) = Vnt1/2#/L 
Az*» Ap = (n+1/2) 
练习 2 在 谐振 子 相干 态 |a) 之 下 ,证 明 ( 令 剑 =ata) 
N= |al?,N: = |al’‘+ |al? 
AN=[(N—N] = |al,AN/N= 1/|al 
H= (N+1/2m = (|al?+1/2)tw =E 


= V+N+TI/DR = (|al‘+2|al’ +1/0R = 


= [BF— BP]?= |alfw 
AE/E= |al/(|al?+1/2) > 1/|cl (cx| 六 IT) 
随 |a| 增 大 ,AN/N 与 AE/E 依 小 . 
练习 3 利用 算 符 a 和 a+ ， 


z= to pi 


= pC 十 a? 十 2at a 十 1] 


rw (at— a) 


p* = 让 moh[2at a—1— a — (Cat)?] 
证 明 在 相干 态 |a) 下 ， 
元 二 六 Rea, B= Vimi Ima 
[Ce )? Feta e+]=2E[1+ Cate )?] 


-下 
2mw 
方 mwfi[2a* a+1—a— (a* ) 呈 一 吉 mw#[1 一 (a 一 a* )?] 


P= 


rR a /kk 
Az = [zx — zz Do 
Ab = [Pp —B] 一 Vmh/? 
Az。Abp = /2 


*2.5.3 ”相干 态 的 一 般 性 质 
以 下 把 相干 态 式 (2. 5 12) 改 记 为 (a 一 z) 


lz) = Se 


alz)=z 


lz) 一 er 5$) -和 内 
7 


n=0 


= D(z) |0) 


(2. 5. 13) 


(2. 5. 14) 
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容易 证 明 D(z) 具 有 如 下 性 质 : 
D(z)D(z’) = DG(z 十 z)exp[(zz 和 一 zx)/2] 
D(—z) = D(z) = Dt (z) ( 即 Dr(z)DCz) 王 1) 
D(z)aD(z) 一 Q 十 z 
相干 态 具 有 下 列 性 质 . 


1. 完备 性 关系 
二 | eeldz 一 1 
证 明 如 下 : 
|Pelez= 5 | -ll dz 
式 中 dz = |z|d|z| dq, 是 复 z 平 面 上 的 面积 元 


|12¢zl z= 一 D2 el | z| tet! cdlz|| erdp 


二 n) 0 2nt1 一 |z|2 
2r2。 ee el d|z| 


尘 n>) lz> |= x 
因此 , 任 一 量子 态 |y) 可 以 用 相干 态 展 开 
Wp =i) ely) es 
此 之 谓 相 干 态 表象 . 


2. 非 正 交 性 
利用 式 (2. 5. 14) ,可 得 


‘z|z’) 一 elz z| 2 二 | z 21%2 5S) EM a 


nm 
/ n 
|z|2+1 e122 0 
7 (ZZ ZI) 
> 元 

一 er 去 (| >z | 2 十 | | 2 上 zs 邓 


因而 


| (zlz ) |? = ez z| 2 十 | |2—z* sm) 一 ez 


(2. 5. 15) 
(2. 5. 16) 
(2. 5. 17) 


(2. 5. 18) 


(2. 5. 19) 


(2. 5. 20) 


(2. 5. 21) 


即 | 《z|z“ |2? 天 0,|z) 与 | 只) 不 正 交 . 只 当 |z 一 z | 污 1 时 ,两 个 相干 态 |z) 与 |z ) 才 近 


似 正 交 . 
3. 超 完 备 性 
容易 证 明 , |z) 是 线性 不 独立 的 . 设 m 为 任意 非 零 整数 ， 


。 100 。 


j= |z) dz 一 SD | |z| "mhtle-lzl /2d | z|| eerordy 一 0 
n ni 


(2. 5. 22) 
《 因 对 于 任意 4 值 ,对 |z| 的 积分 总 是 有 界 的 ). 
利用 式 (2. 5. 18) 与 式 (2. 5. 20) ,任何 一 个 相干 态 |z ) 都 可 以 展开 成 
lz ) = 1| lw zl dz 一 1| we al #1? te gy (2. 5. 23) 
所 以 称 相干 态 { |z))(z 复 ) 是 超 完备 的 . {|z)} 的 一 个 子 集 就 可 能 构成 一 组 完备 基 . 
例如 ,{ |z。》} (zo 实 ) 就 构成 一 组 完备 基 . 又 例如 , |z| =r( 固 定 值 ) ,z= 二 re?,{ |z)}== 
{|re?)} 也 构成 一 组 完备 基 . 理由 如 下 :考虑 积分 (xm 为 非 负 整数 ) 


网 lz)e dp (〈(z 一 re) 
a 3 | eioozdp = 2rxme™ lpm/ Vml (2.5.24) 


所 以 
Im) = Qn] lz)e wdp (z= re?) (2. 5. 25) 
这 说 明 { |z) | |=,} 的 子 集合 已 足以 描述 谐振 子 的 所 有 能 量 本 征 态 lm) (zx 为 非 负 整 
数 ). 而 谐振 子 的 任 一 量子 态 均 可 用 { lm)}(m 为 0 及 正 整数 ) 展 开 ,因而 也 可 以 用 
{ lz) | 14=;} 展 开 . 
作用 于 谐振 子 的 Hilbert 空间 的 任意 算 符 A, 也 可 以 在 相干 态 表象 中 表示 
如 下 : 
A= 太 ||) (zlAlz De | zd (2. 5. 26) 
nx 


但 由 于 相干 态 基 是 超 完备 的 , A 的 矩阵 表示 (zxz|A|z ) 不 是 惟一 的 . 利用 式 
(2.5.22),《z|A|z') 可 以 用 它 在 能 量 ( 声 子 数 ) 表 象 中 的 矩阵 元 (n|Al|n ) 表 示 
出 来 . 

(z|Al|z’) = es +l) 人 名 | 入 ,rn (2. 5. 27) 


mn ~V nin ! 
利用 (n|Aln ) 构 造 一 个 算 符 的 整 函数 Centire function) 
XNA/n 
Alz* ,z) = dD nin|Aln’) i (2. 5. 28) 
则 
‘z|Alz’) = ACz* ,ze +l#1 /2 (2. 5. 29) 


所 以 A(z* ,zx ) 可 称 为 算 符 A 的 相干 态 表象 ,也 可 称 为 (n|Aln’) 的 生成 函数 
(generating function). 
Alz* ,z) 可 以 由 它 的 对 角 元 ACz ,z) 导 出 ， 这 是 相干 态 基 是 超 完 备 的 表现 ， 
理由 如 下 ,考虑 对 角 元 
。 101 。 


(z|A|z) = A(z* ze 
= 3 val Tn|Aln’) 2 eI (2. 5. 30) 
与 (zx|A|z) 的 Taylor 展开 比较 ,可 知 
a (六 ) (元 ) ,z|Alz)e | C2.5.31) 
即 (n|Aln’ ) 可 以 由 对 角 元 AC(z* ,z) 导 出 ,因而 (z|A|1z ) 可 以 由 (z|Al1z) 导 出 . 
*2.5.4 谐振 子 的 压缩 相干 态 CO@ 
对 谐振 子 的 产生 和 淹没 算 符 做 一 个 么 正 变换 ,定义 算 符 和 8 ， 
太一 Ma+ 十 va 
三 92 二 5 (2.5. 32) 
Asy 为 实 参数 ,x —y 一 工 
不 难 证 明 5 与 61+ 满 足 与 a.at 相同 的 正则 对 易 式 


[5,6+] 一 [aar] 一 1 (2. 5. 33) 
淹没 算 符 5 的 本 征 态 记 为 |8) ,满足 
6|B) = BIP) (2. 5. 34) 


6 的 本 征 态 |B) , 称 为 压缩 相干 态 (squeezed cohrent state). 它 具 有 不 同 于 相干 态 的 
一 些 性 质 . 可 以 证 明 , 在 此 本 征 态 下 ,尽管 最 小 不 确定 度 关 系 AxAp 一 /2 仍然 成 
立 , 但 ( 见 注 3) 


= /下 |) 一 /mo | 
Az 一 ps vy| ,Ap ; Ia 十 vl (2. 5. 35) 


依赖 于 参数 4 和 v( 其 中 只 有 一 个 独立 ) 的 取 值 . 这 与 相干 态 下 Ax 二 Vi/2mw， 
Ap 二 Vmw/2 取 固定 值 不 同 . 因此 可 以 调剂 参数 和 vCX 一 ”二 1) 的 值 ,可 以 使 
AZz 或 Ap 变 得 很 小 (相应 Ap 或 Az 变 大 ). 这 在 量子 光学 和 光 通 信 中 有 重要 应 用 . 


( 注 3) 采用 谐振 子 自然 单位 (二 =m 二 w= 二 1) 


二 和 a) ,p= 人 态 (2. 5. 36) 
利用 变换 式 (2. 5. 32) 之 道 表示 式 
at= Abt— yb,a = Ab— vot (2. 5. 37) 
可 得 


@ R.Munoz-Tapia, Am. J. Phys. ,61(1993),1005,Quantum mechanical squeezed state. 
© RW. Henry and S. C. Glotzer, Am. J. Phys. 56(1988) ,318, A squeezed-state primer. 
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1 
二 一 (1 一 bt b 
工 司 QA—W 0+) 


a bt—b 
nt ) 


= 于 Q 一 六 (6 + 也 十 26+ 5 十 1) 


太一 一 去 QQ 十 ?C6t 十 也 一 26+ 5 一 1) 
从 而 可 求 出 它们 在 | 8) 态 下 ) 的 平均 值 


1 
= 一 一 一 一 
这 万 (一 吃 (8 十 PB 


oR 
十 由 (8 一 PB 


可 = 讨 Q 一 (8** + 十 28"B+D 
二 序 Q 一 [1 十 (B+p" )?] 
六 = 讨 Q 十 [1 一 (B* 十 局 
所 以 


Az 一 (zi—5) 一 |A—y| /V2 


Ap = (PF —B)Y? = |A+yv| /VD 
添上 自然 单位 , 即 得 式 (2. 5. 35). 


压缩 相干 态 还 可 以 推广 到 4 和 v 为 复数 的 情况 , 算 符 5 和 六 定义 为 


b=Aa 二 wt 
b=A*at+y*a,|4|:—|y|:=1 


(2. 5. 38) 


(2. 5. 39) 


(2. 5. 40) 
(2. 5. 41) 


(2. 5. 42) 


显然 [5,57] 一 (|4|’ 一 |v|?)[a,a+]==[a,a+]=1. 而 压缩 相干 态 定义 为 潭 没 算 符 


6 的 本 征 态 
5b1B) = BIP) 


类 似 于 谐振 子 的 声 子 淹没 和 产生 算 符 的 定义 (自然 单位 ) 


i 


V2 V2 

及 其 逆 变 换 
2 | 

万 (CC 十 a)， p 二 a) 
不 妨 令 | 

1 1 

一 工 (X ， 一 荆 (X 一 
b (XiP),，565 大 (X 一 ijP) 

逆 变 换 为 


(2. 5. 43) 


(2. 5. 44) 


(2. 5. 45) 


(2. 5. 46) 
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1 1 
X==0+6), P=—((6t—b 2.5.47 
二 人 ee 


用 式 (2. 5. 42) 代 入 式 (2. 5. 47) ,得 出 (zx,p)->(X,P) 的 正则 变换 关系 
X= (Mi 十 yD) 一 (> —y)p 


(2. 5. 48) 
P= (> 十 ys) 工 十 Ai —y)p 
式 中 久 二 Reh,Ns 二 ImA,v 一 Rey,v, 二 Imy. 
*2.5.5 谐振 子 相 干 态 与 Schradinger 猫 态 的 Wigner 函数 
利用 (自然 单位 天 =w 二 m= 二 1) 
a = (z+ip)/V2, at= (zx—ip)/v2 (2. 5. 49) 
相干 态 可 以 表示 成 
le) = Elel?/2 eoat 10) = Erlal272 Cale—ip HE |o) 
Ee Elel /2-0 /4 Er NE Ciop NE | 0》 (2. 5. 50) 


用 式 (2. 5.1)( 取 自然 单位 .LL 二 1), 有 (zx 一 x)10) 二 xexp[ 一 (x 一 xz)?/2], 可 
求 得 


2 2 
(一 过 le) = 去 so[ 一 于 和 一 寺 (z 一 2 +VZoz 一 z) | 


2 2 2 
由 此 可 以 计算 出 相干 态 相应 的 Wigner 函数 


W,(z;p) = Lax’ew 人 


=- lexp|— Ce = (> ) | 


— Texp[— (x—/2Rea)’ —(p—2Ima)’] (2.5.51) 


盆 x*2 
eal 去 ee[ 一 和 MS Oe EN a (+z) | 


一 个 具体 的 Wigner 函数 图 形 ,a 二 (1 十 i) /V2 , 绘 于 图 2. 6 中 . 
相干 态 (z1a) 是 一 个 不 扩散 的 Gauss 波 包 , 波 包 中 心 zx, (1) = zocoswt (zo 一 
V2a) ,围绕 平衡 点 (zx 二 0) 振 荡 , 角 频率 为 w 相应 的 Wigner 函数 在 相 空 间 中 的 形状 
是 一 个 二 维 Gauss 波 包 ,中 心 位 置 在 W/2 Rea(t) ,V2 Ima(z)), 即 (Rex, (1) ,Imzc(t)). 
这 里 zc (1) 二 zoe*. 仿 a(t) 二 V2 Rea(t)=zocoswt ,b(t)=V2Ima(t) 二 zosinwt. 可 以 
看 出 
a TB) = x (2. 5. 52) 
是 相 空间 中 一 个 圆 轨道 (自然 单位 ) ,而 
Wzspst) = Texp[— (x—a(D))*—(p—6D))] (2.5.53) 


。 104。 


Walz,p);a=1//2+il/V2 
2.6 


不 难 验 证 ,W。 《zx,p,t) 满 足 与 经 典 Liouville 方程 相 同形 式 的 方程 ( 见 1. 4 节 ) 
aW ,WaV aW 
7 = p Dk 3p (2. 5. 54) 
这 与 谐振 子 势 9V/9zxi 二 0 有 关 . 
在 量子 光学 中 还 常常 把 相干 态 的 如 下 疤 加 态 ( 也 称 为 Schr6dinger 猫 态 ): 
ee Na 一 计 G 二 se ) CO 
N+ 为 归 一 化 常数 , e+ ) 与 lz- 分 别称 为 偶 和 奇 Schr6dinger 猫 态 . 当 |a| 污 1 时 ， 
a) 与 | 一 a) 是 定 域 于 空间 相距 很 远 的 两 点 的 Gauss 波 包 , 波 函数 重 释 极 少 , lg) 与 


| 一 a) 几 乎 彼此 正 交 . 但 两 者 处 于 相干 琶 加 状态 . 量子 力学 中 的 非 定 域 性 (nonlocal- 
ity) 在 此 表现 得 十 分 明显 . 


可 计算 出 与 相干 态 相 似 ,Schr6dinger 猫 态 的 Wigner 函数 
Wr (zx,p) = 站 |azewcz 一 zx [Ce 士 | 一 e))(Cel 士 (一 xl) 十 忆 》 


一 站 [azewtz 一 zl| (le) lal 十 | 一 和 ) (一 a| 
土 | 一 o) 《a| 土 le)( 一 a|)|z 十 zx 》 


-六 


el (ee et | 
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te 过 (+ 基站 


Le exp|— 人 a G2 ) | 


一 2 各 go {cosh[Y2 (at+a’*)zr—ivV2(a—a* )p] 


士 etef cos[iV3 (a—a* )z 十 VZCa 十 or 有]) 
一 2 ee [cosh(2a1 z+ 2a2p) + el cos(2as7x — 201p)] 


(2. 5. 56) 


式 中 ,a 一 V2 Rea,a, 一 V2 Ima. 
谐振 子 Schr6dinger 猫 态 的 Wigner 函数 W. (zx, p) 的 两 个 图 形 绘 于 图 
2.7 中 . 


4 二 4-4 
(a) W,,, o=(1+i)V2 (b) W,, o=(1+iyy2 


图 2.7 谐振 子 的 两 个 Schr6dinger 猫 态 的 Wigner 函数 图 形 


仿照 相干 态 e 的 Wigner 函数 [ 见 式 (2.5.51)], 可 以 得 出 压缩 相干 态 |8) 的 
Wigner 孙 数 为 
Wa(X,P) = Texp - xt -| | (2.5.57) 
/3 万 


用 式 (2. 5. 48) 代 入 ,可 得 
Wo(Czyzpihyy) 一 二 exp 人 一 OT 
一 [Qs 十 mw)z 十 Cn wn)p—By) (2. 5. 58) 
式 中 Bl 二 V2 Rep,B 二 V2 Imp. 
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附录 一些 常用 的 代数 式 
1. 设 LA,B]=C, 则 


[A,F"]=nCB”"! 
证 
[A,B"] = [A,BJB"!+B[A,B™!] = CB”™! + BLA,B”"!] 
把 n>n 一 1, 则 有 
[A,B"™!] = CB"™? + BLA,B”"?] 
代入 式 (a) 右 端 ,得 


[A,P"]= 2CB™!+BP[A,B™?] = = nCB"! 
推论 设 /(B) 可 展开 成 B 的 宪 级 数 , 则 


-cy 
[A,f(B)]= Cs 


例如 ， 
(1)LA,eB ]=ACes 
(2) 利 用 Bose 子 产生 与 潭 没 算 符 对 易 式 La,at] 王 1, 可 得 


[a, Fa,at)] = 站 
[at , fla,a')] = 一 区 
(3) [a oe] = "eo 


所 以 
aeeim |0) = A "|0) 
令 
lA) = er" |0) 
则 


al 一 XIA 


即 | 一 ee "| 0) 是 淹没 算 符 a 的 本 征 态 , 本 征 值 为 ), 一 般 为 复数 , |) 即 相干 态 . 


(4) 令 N= 二 ata, 利 用 [a,at]==1. 容易 证 明 
[CN,af] 3 at ， [N,a] 4 
利用 式 (2. 5. 59) ,可 得 


[N,a”*] 一 一 Ma ， [N,a™w]= ma 


即 
Na”=a"N—ma”", Naw=awN+maY™ 
由 此 可 以 证 明 
aan = N(N—1)…(N—m++1) 
aa = (N+ DN+2).(N+m) 
因为 


ara™ = Qi Na™! = [Naw! — (m— 1)aw!Ja”™! 


Na la"™! ak (m— aw la1 


(2. 5. 59) 


(a) 


(2. 5. 60) 


(2. 5. 61) 


(2. 5. 62) 


(2. 5. 63) 


(2. 5. 64) 


(2. 5. 65) 
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一 (N—m++ Da la™! 

= (N—m+ DN— m+ 2)aw ?a”? 

= =(N—m+t+DN—m+2)…N— DN 
2. 设 [A,Bj]=C, 而 且 [C,Aj==0,[C,BjJ==0, 则 

etB 一 Pe eseBe Er = ege4e C/2 (2. 5。 66) 
证 令 
f(D) 二 eB (参数 ) 
显然 F0) 王 1, /1) 一 星 。es. 不 难 求 出 


df_ 
全 一 内 (4 十 Be 
利用 式 (2. 5. 61) ,Aes 一 ea(A 十 1C) ,因而 
尘 - es .ea(A 十 BiC) = FDCATB 二 IC) 
df/f = (A+B+2C)d 
对 4 积分 ,考虑 到 C 与 A 和 B 对 易 ,得 
Inf() — Inf(0) = (A+B)A+ 坟 CX 
所 以 


f0) = fC0) ECQHB)MH 于 Ci2 一 eCAtBXtSO 
右 乘 e -tc ,得 
e+HB) 一 oh Be $c 
Be>A, 则 有 
@AtB) 一 BA edc 
令 4 二 1, 即 得 式 (2. 5. 66). 


例如 ， 
(De -emt eae- [412/2 (2. 5. 67) 
(2) A+B —eAeBe-[h,B/2 =— eB eAe-[BA/: — eB eA ehB2 ,所 以 

eAeB 过 eB eA eAB] (2. 5. 68) 
3 eaBe-4 一 B 十 [A， B]+ 走 1[A;[A,B]]+s7 ji[A， LA,LA,B]J]+… (2. 5. 69) 
证 
令 

f0) = e4Be 


显然 f(0)==B,f(1) 二 Be 4. 对 和 求 导 
Ff- es (AB— BA)e™ = esfA,Bje* 


f= = es (ALA,B]— [A,B]A)e™ = es[A,LA, BJJe* 


利用 Taylor 展开 ， 
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f(D 一 f+ 寺 ( 税 ) .= B 十 LA, 本 十 订 [A， [A,B]]+… 
此 即 式 (2. 5. 69). 


推论 
eMBnrei = (Be*)" (2. 5.70) 
ef(B)e* = f(t Be*) (2. 5.71) 
例 
Cate* = at 二 4， eaia eol 二 a 一 A (2. 5.72) 
flasat)e* = flasait A) (2. 5.73) 
en (aat)eaet = fla—X,at) (2. 5. 74) 
令 
DOD 一 ee 一 eofem ea1272 (2.5.75) 
则 
DG)DCo) = eat ea*a 。 ey Ep* a Cal2tipl 2 一 etpal -QA* tu Ya Cal ?tl pl 2)/2 
DA+ = QtHoot eG* tu* Ya Eatul 2)/2 
所 以 
DDG) = DA tm"» (2. 5. 76) 
利用 DC(0)==1, 可 得 DO)D( 一 必 ==1, 即 DQ) -1 二 =D( 一 和 ). 定义 为 Dt WW 
DI) = DC 一 D) = cea (2. 5.77) 
容易 验证 DiQ)DQ)==1. 因此 , 令 |)= 二 DQ) 10), 则 
Dt |) = |0) 
Di()aDQ) 一 < 十 和 (2. 5.78) 
DiGO)atDGOD) 一 af 十 入 (2. 5. 79) 
DiGO) Ca,ai)DGO) = Fa 十 at 十 1*) (2. 5. 80) 


“2.6 Rydberg 波 包 ,波形 的 演化 与 恢复 


按照 Bohr 的 对 应 原理 ,在 大 量子 数 极限 下 ,量子 体系 的 行为 将 渐 近 地 趋 于 与 
经 典 力学 体系 相同 . 原子 或 分 子 中 的 量子 数 很 大 的 束缚 态 ( 如 氧 原子 中 主 量 子 数 
二 100 的 态 ) , 常 称 为 Rydberg 态 . 对 于 其 他 体系 中 的 大 量子 数 的 束缚 态 , 习 惯 上 也 
称 为 Rydberg 态 . 以 氨 原 子 为 例 ,处 于 能 量 ( 角 动量 ) 本 征 态 wo 上 的 电子 , 径 向 坐 
标 r 的 平均 值 为 


7 = [9m lL+ Ja (2.6. 1) 


二 大 /me? 二 5. 29X10-2nm~1/20nmya 为 Bohr 半径 . 对 于 “ 圆 轨 道 ”(n, 二 0,1 二 
n 一 1, 径 向 波 函 数 无 节点 ) ,7 二 (* 二 名)axma， (n 污 1). 对 于 nn 宇 100 的 Rydberg 


态 ,7 过 10'a 一 0. 5pm. 已 经 接近 于 宏观 线 度 . 此 外 ,Rydberg 能 级 一 般 较 窗 ,因而 寿 
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命 较 长 ,处 于 Rydberg 态 的 原子 ( 称 为 Rydberg 原子 ) 具 有 一 定 的 稳定 性 . 因此 ， 
Rydberg 在 适合 用 来 研究 全 现世 界 和 宏观 世界 的 联系 ,或 者 量子 力学 与 经 典 力学 
的 关系 . 

应 该 注意 ,处 于 定 态 下 的 量子 体系 ,在 空间 概率 分 布 是 不 随时 间 变 化 的 . 所 以 


空间 运动 的 较 窗 的 局 域 波 包 (localized wave-packet). 由 许多 Rydberg 态 相 干 琶 加 
形成 的 波 包 , 称 为 Rydberg 波 包 . 我 们 还 注意 到 ， 波 包 一 般 是 要 扩散 的 . 这 在 
Ehrenfest 定理 ( 卷 I ,5. 2 节 ) 中 已 讨论 过 了 . 上 节 讨 论 的 谐振 子 的 相干 态 , 是 一 种 
最 理想 的 接近 于 经 典 谐振 子 的 波 包 , 是 由 无 穷 多 个 定 态 按 一 定 的 权重 (Poisson 分 
布 ) 相 干 到 加 所 形成 的 一 个 不 扩散 的 波 包 ,具有 最 小 的 不 确定 度 (AzAp 一 #/2) , 波 
包 中 心 的 运动 规律 与 经 典 谐振 子 完全 相同 . Schrodinger 曾经 企图 从 理论 上 找寻 和 氢 
原子 中 的 电子 沿 经 典 Kepler 椭圆 轨道 运动 的 不 扩散 的 波 包 , 但 始终 未 能 成 功 . 

近年 来 ,由 于 短 脉冲 激光 技术 的 进展 ?, 已 可 能 在 实验 室 中 制备 和 检测 各 种 体 
系 ( 原 子 、 分 子 半 导体 量子 阱 等 ) 中 电子 的 由 许多 定 态 相干 全 加 所 形成 的 局 域 波 
包 @. 这 种 波 包 的 演化 和 动力 学 ,是 目前 物理 和 化 学 很 多 领域 都 很 感 兴趣 的 课题 . 
例如 ,用 短 脉冲 激光 照射 处 于 基态 的 原子 ,电子 会 从 基态 激发 到 量子 数 很 大 的 一 
系列 相 邻 的 能 级 上 去 ,形成 Rydberg 波 包 . n 集中 在 其 平均 值 z 附近 ,有 一 个 宽度 
o; 元 取决 于 脉冲 激光 的 平均 频率 ,而 o 则 与 激光 脉冲 持续 的 时 间 z 成 反比 ,cccl/r 
( 按 不 确定 度 关系 ,rAE~ 上 并 /2, 即 rAw 一 1/2,o 一 Ao 即 脉冲 角 频 率 的 宽度 ). 

以 下 假定 局 域 波 包 的 成 分 ( 包 各 种 定 态 n 的 成 分 ) 是 Gauss 分 布 ( 这 只 是 为 了 
计算 方便 ,并 不 影响 下 面 得 出 的 定性 结论 ). 即 

1 


[Gl? = -天 一 ee (2. 6. 2) 
V 2To2 


1 机 到 是 归 一 化 因子 ( 六 |C,|: 一 1). 考虑 到 局 限 在 元 附近 ,不 妨 把 定 态 能 量 
,做 Taylor 展开 加 

E, 一 防 十 人 一 录 政 十 直人 一 列 ? 到 Te 本 
定义 如 下 几 个 时 间 尺 度 ( 取 一 DD。 


Q@ 特别 是 可 调 染料 激光 技术 的 进展 ,可 提供 高 强度 并 在 很 宽 波段 内 连续 可 调 的 单 色光 ,利用 它 可 以 把 
原子 激发 到 各 Rydberg 态 上 去 ,使 在 实验 上 研究 Rydberg 态 成 为 可 能 . 染料 激光 是 从 有 机 染料 (液态 或 固态 ) 
发 出 的 激光 . 它 的 可 调谐 性 质 是 由 于 有 机 分 子 的 基态 和 第 一 激发 态 各 振动 子 能 级 间 存 在 很 多 可 能 的 跃迁 . 有 
一 些 染料 可 以 在 几乎 连续 的 几 百 A 的 波段 内 发 出 荧光 . 应 用 时 ,可 根据 需要 ,选用 某 一 波长 的 单 色光 . 

@ 例如 ,参阅 R. Bluhm, A. Kostelecky and J. A. Porter, Am, J. Phys. , 64(1996), 944, The evolution 
and revival structure of localized quantum wave packets. 
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Ta 一 2r/| 下 |， Te = 3r/ 责 | 臣 |，Te 一 2x/ 计 |E%| (2.6.4) 


对 于 通常 感 兴趣 的 一 些 体系 ,往往 Ta<Te.< 和 T:. 这 样 ,时 刻 上 的 波 函 数 可 表示 成 
《保留 较 低 寡 次 项 ) 


Jr = 5 Cw exp(— 2xi| 所 Fz 十 Cn i 平 (2 F | 


(2. 6. 5) 
Tu 称 为 经 典 周期 . 在 Rydberg 波 包 形成 后 的 短 时 间 内 ( 约 几 个 周期 ) , 波 包 能 够 近 
似 保 持 为 周期 运动 (周期 Tu). 随时 间 的 流逝 ,组 成 波 包 的 各 定 态 的 相位 差 将 导致 
波 包 扔 塌 (collapse). 但 经 历 一 段 时 间 后 , 波 包 形状 还 可 能 恢复 或 部 分 恢复 . Te, 称 
为 恢复 (revival) 时 间 ,而 Ts 称 为 超 恢复 (superrevival) 时 间 . 这 几 个 特征 时 间 的 长 
短 依赖 于 能 级 已 , 随 量子 数 ” 的 变化 规律 以 及 波 包 的 构成 . 以 下 以 几 个 常见 体系 来 
说 明 . 
1) 谐 振子 
能 级 包 , 二 Cn 十 1/2),n 二 1,2,…( 取 自然 单位 二 m 二 ww 二 1). 所 以 E 王 1, EE 
一 及 ,一 … 一 0, 因 而 Tu 二 2x( 单 位 ,w 1!), 即 经 典 自然 振荡 频率 ,T, 一 00, Ts 一 oc. 
谐振 子 的 局 域 波 包 的 演化 图 像 特别 简单 , 它 总 是 以 自然 周期 2r/o 演化 , 即 经 过 一 
周期 2x/w 后 ， 波 包 将 完全 恢复 原状 ， 见 图 2. 8. ee 


es ) 我们 注意 到 图 2.8 所 示 Rydberg 波 包 的 构成 ,| C,|? 呈 
Gauss 分 布 (x 一 15,0 一 1. 5). 波形 是 不 断 变化 的 ,尽管 在 经 历 一 个 周期 Ta 之后, 波 


成 ,而 且 a 

1C. = eam/nl (2. 6. 6) 
是 Poisson 分 布 . 相干 态 波 包 的 波形 始终 保持 不 变 ， 比 Rydberg 波 包 的 演化 规律 更 
为 简单 . 

， 除了 谐振 子 之 外 的 其 他 体系 ， 由 于 能 级 分 布 不 均匀 ,局 域 波 包 的 各 从 加 态 的 相 
位 随时 间 演 化 的 频率 并 无 简单 的 比例 关系 ,波形 的 变化 就 比较 复杂 . 一 般 说 来 ,只 
在 较 短 时 间 内 (一 几 个 Ta) , 波 包 近 似 作 周期 演化 . 当时 间 稍 长 ,各 释 加 态 的 相 消 
(destructive) 干 涉 , 会 导致 波 包 二 塌 . 但 时 间 更 长 后 ,波形 又 可 能 恢复 ,或 部 分 恢 
复 . 无 限 深 方 势 阱 和 平面 转子 是 其 中 较为 简单 的 例子 . 

2) 无 限 深 方 势 阱 
无 限 深 方 势 阱 中 粒子 能 级 EE, 二 m2/2,n 二 1,2,3,…[ 取 自然 单位 =m 二 a 


® A.Rovyer,Am.J.Phys. ,64(1996),1393, Why are the energy levels of the quantum harmonic oscilla- 
tor equally spaced? 
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© @ 
图 2.8 谐振 子 波 包 | yz, 六 | (未 归 一 化 ) 的 演化 图 像 


元 一 15,o 一 1. 5, 横 坐标 采用 自然 单位 (wo 1 一 Vi/zaw)， 
波 包 演 化 周期 * 一 Ta 一 2r/w. 


(D1=03 Cb)t=Ta/43 (Ot=Ta/2;(d)t= Ts. 


( 势 阱 宽度 ) 二 1]. 所 以 Ta 二 2x/A, Tw 二 4/x 二 2XTa,Ts 二 00. 图 2.9 给 出 了 Ryd- 
berg 波 包 (7 二 15,o 二 1. 5) 的 演化 图 像 ,T= 二 30Ta. 可 以 看 出 ,经 历 一 个 TT 后 ， 波 
包 形 状 大 致 恢复 原状 ,但 未 完全 恢复 . 这 与 谐振 子 Rydberg 波 包 不 尽 相 同 ,后 者 在 
经 历 一 个 Tu 后 ,波形 完全 复原 (比较 图 2. 8 与 2. 9). 对 于 无 限 深 方 势 阱 ,在 i 二 TT 
时 才 完 全 恢复 原来 波形 ( 见 后 面 讨论 及 图 2. 11). 

3) 平 面 转子 


Hamilton 量 HE- 史 dr 为 转动 惯量 ) ,( 取 声 一 I 一 1 自然 单位 ) 能 级 为 E, = 二 n2/2 


(Ca 一 0, 士 1, 士 2,…) ,是 二 重 简 并 (n= 二 0 除外 ). 所 以 Tu=2x/n( 自然 单位 ow 1 一 
下 /了 ,Te 一 28Tu,T: 一 cc. 图 2.10 给 出 了 Rydberg 波 包 (一 15,c 一 1.5) 的 演化 . 
与 无 限 深 方 势 阱 相似 ,在 经 历 第 一 个 Ta 后 ,波形 大 致 恢复 [比较 图 2. 10(a) 和 (c)]. 


在 经 历 去 Tw 后 ,波形 更 接近 于 原来 形状 [比较 图 2. 10(D 和 (b)]. 在 :一 Te 时 , 波 


形 将 完全 恢复 (与 :=0 时 相同 ). 见 后 面 讨论 及 图 2. 11. 
以 上 讨论 的 2) 和 3) 中 ,Eocn? ;EE% 以 及 更 高 阶 导 数 都 为 0,Rydberg 波 包 经 过 
t 王 Tw 王 24Tu 后 ,如 元 为 整数 , 则 波 包 可 以 完全 恢复 原状 . 对 于 更 复杂 的 体系 , 忆 % 


天 0,Rydberg 波 包 就 难以 完全 恢复 原状 . 例如 , 氢 原 子 ,E, 一 一 1/2 (自然 单位 )， 
“112。 
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图 2.9 无 限 深 方 势 阱 中 Rydberg 波 包 (zx 一 15,o 一 1. 5) 的 演化 
自然 单位 ,二 m 二 a 二 1, 图 中 横 坐 标 (自然 单位 )0<<z<<1， 


波 函 数 | yz 六 ?| 未 归 一 化 . 
(a)t 一 0;(b)t 一 Ta/4; (ce)t=Ta/2; (d)t=3Tyu/4; Ce)t 一 Tu 


为 一 于 ,Tu 一 2mm ,To 一 个 一世 4Ta ,Tw 一 6 一 二 开 Ta 由 于 EE, 对 的 高 阶 
导数 不 严格 为 0, 它 的 Rydberg 波 包 就 难以 完全 恢复 原状 . 氧 原子 的 Rydberg 波 包 
的 复杂 性 还 来 自 它 不 是 一 维 运动 .一 般 中 心力 场 V(7) 中 的 经 典 粒子 的 轨道 运动 是 


动 轨道 是 Kepler 椭圆 . 它 的 能 级 还 具有 7 简 并 ,所 以 Rydberg 波 包 有 多 种 形式 . 
为 描述 波 包 的 演化 ,常用 自动 关联 函数 (autocorrelation function) , 即 重 释 积 
分 A(z) 二 (yr,t) ,ylr,0)) 来 描述 . |AC2)|? 表示 Wor, 思 中 还 包含 初 态 yr,0) 的 
分 量 . 对 于 Rydberg 波 包 
-ll Do Pe (2. 6.7) 


图 2. 11 给 出 了 几 个 例子 . 
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图 2.10 平面 转子 的 Rydberg 波 包 (A 二 15,o 王 1. 5) 的 演化 ,转角 gp 用 弧度 单位 
| yp; | 2 未 归 一 化 ,Ta 一 2r/ 元 (单位 wo-1 一 和 /TD Te 一 26Tu 一 30Tu. 


(2)t=0; (bt= Ta/2; (Ot=Ty; (= 二 Tes (Ot= 二 Tw; (GD 二 于 Te 


图 2. 11(a) 是 自由 粒子 的 Gauss 波 包 的 演化 . 波 包 由 许多 动量 (能 量 ) 本 征 态 
(平面 波 ) 杰 加 而 成 ， 


1g(2 1 一 (2. 6. 8) 
A 


Po 二 10,0 二 2. 5( 自 然 单 位 ). 可 以 看 出 ,自由 粒子 (无 束缚 态 ) 的 Gauss 波 包 的 自动 
关联 |AC()|? 从 |AC0)|:==1 开始 ,逐步 衰减 ,最 后 | A(co)|: 一 0. 波 包 扩散 到 全 空 
间 , 它 不 是 周期 运动 . 

图 2. 11(b) 是 谐振 子 的 Rydberg 波 包 . 波 包 演化 是 严格 的 周期 运动 ,rz 一 Tu 一 
2r(ow- ,自然 单位 ). 显然 A(kr)= 二 1(k 二 0,1,2,…). 

图 2. 11(c) 是 无 限 深 方 势 阱 中 的 Rydberg 波 包 . 元 一 15,c 一 1.5,TJ 一 2r/ 志 一 


0. 42( 自 然 单位 ) ,T。 一 28Ts 一 1. 27. 可 以 看 出 , 当 t= 二 T=0. 32,1T.,=0. 64， 


二 Te 一 0.95 时 , 波 包 部 分 钦 复 (| AC) |? 取 极 大 什 ) ,而 当 1 二 TT 一 1. 27 时 , 波 包 
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完全 恢复 ,| ACT。.) | :一 1. 由 于 Ts 二 0o, 波 包 无 超 恢复 现象 . 
图 2. 11(d) 是 氨 原 子 的 圆 轨道 上 的 Rydberg 波 包 . 元 = 二 120,o 二 2. 5, Ty 二 2x7 


(原子 单位 ) 二 0. 263ns， Te — SATa—21. rs: T, 一 去 开 T, 二 1890ns. 可 以 看 出 ， 


:一 去 Tw 时 ,|AC) |? 出 现 一 个 峰值 . 在 :二 Tw 时, 称 为 满 恢复 (full revival) ,但 这 
还 不 是 完全 恢复 (此 时 |AQ)|? 仍 小 于 1). 这 是 氧 原子 的 能 谱 结 构 所 决定 的 . 还 可 
以 看 到 ,在 to 让 Ts 一 105ns, 示 Ts 一 158ns, 训 Ts 一 316ns 等 还 出 现 |ACz) 1 的 一 
系列 峰值 . 
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2.11 局 域 波 包 的 自动 关联 函数 |A(D |? 
(a) 自由 粒子 ; (b) 谐 振子 ;(c) 无 限 深 方 势 阱 ; 
(d) 氢 原子 的 圆 轨道 上 的 Rydberg 波 包 (二 120,o 一 2. 5). 
本 图 取 自 p. 110 所 引 Bluhm 等 的 文献 . 


附录 二 维 各 向 同性 谐振 子 的 相干 态 ,能 量 和 角 动 量 结构 


中 心力 场 中 的 经 典 粒子 ,由 于 角 动 量 守恒 ,其 运动 轨道 必 处 于 一 平面 内 ,平面 的 法 线 方向 即 
角 动 量 的 方向 . 但 一 般 说 来 ,轨道 是 不 闭合 的 . 经 典 力学 中 有 一 条 著名 定理 一 一 Bertrand 定理 
( 见 8.1 节 ). 它 说 : 仅 当 中 心力 为 平方 反比 力 或 Hooke 力 时 ,粒子 的 所 有 束缚 运动 的 轨道 才 是 闭 
合 的 . 
对 于 一 维 谐振 子 ,Schr6dinger 已 找到 了 它 的 不 扩散 的 波 包 , 即 相干 态 ,其 波 包 中 心 的 运动 
。 115 。 


与 经 典 谐振 子 完全 一 样 . 他 相信 ,找寻 氢 原 子 的 Kepler 椭圆 轨道 上 的 不 扩散 的 波 包 ,只 是 计算 
上 的 困难 ,但 他 始终 未 能 成 功 . 按 上 面 的 分 析 , 这 个 困难 与 氧 原 子 的 能 级 结构 特性 (Ecc 一 1/n2， 
非 均匀 ) 密 切 相 关 . 对 于 氧 原子 的 Rydberg 态 ( 例 如 ,zx 之 100) , 相 邻 能 级 的 间距 


_ 1F1 1 
AP 一 Bon 一 已 一 2 EE (n 十 | 
< aL1— +1] A (2.6.9) 


对 于 Rydberg 波 包 ,其 构成 能 级 接近 于 均匀 ,AE,1/ 到 ,因此 有 可 能 构成 与 经 典 Kepler 轨道 运 
动 相应 的 波 包 . 当然 ,要 像 一 维 谐振 子 相干 态 那样 的 不 扩散 的 波 包 , 是 找 不 到 的 . 

我 们 注意 到 ,中 心力 场 中 的 经 典 粒子 是 平面 运动 . 为 简单 起 见 ,不 妨 考 虑 二 维 各 向 同性 谐振 
子 的 运动 , 它 的 经 典 运动 轨道 一 般 也 是 椭圆 (特殊 情况 下 退化 为 圆 或 直线 ). 可 以 想到 ,二 维 各 向 
同性 谐振 子 的 相干 态 应 为 沿 椭圆 轨道 传播 的 不 扩散 的 Gauss 波 包 , 其 运动 规律 也 与 经 典 粒子 相 
同 . 下 面 我 们 来 分 析 这 种 二 维 不 扩散 Gauss 波 包 的 角 动 量 和 能 量 结构 ,并 与 相应 的 经 典 粒 子 运 
动 比较 . 

按 2.5.1 节 , 设 沿 工 方向 运动 的 谐振 子 的 初 态 为 g(x,0) 二 gp (zx 一 20), 令 8 二 z/L, 乌 二 
To/L,L 二 VR/Me (自然 长 度 ), 则 z 时 刻 的 相干 态 为 [ 见 2.5 节 , 式 (2. 5. 8)] 


SD = nmexp [党 一 二 8 一 lo) tte | 
| gCé,2) |? pe (和 一 名 coswt)2] (2. 6. 10) 
开 


其 波形 不 变 , 波 包 中 心 在 挟 名 cosowt 处 ,运动 规律 与 经 典 谐振 子 完全 相同 . 
与 此 类 似 , 设 y 方 向 的 谐振 子 的 相干 态 比 z 方向 落后 相位 r/2, 则 ( 令 y=y/L,m= 二 %/L) 


YY,2) = mp — 3 一 去 ?# = ye! —e*)+imnpe™ ] (2. 6. 11) 
波 包 中 心 在 半 加 cos(wt 一 z/2). 因此 ,二 维 各 向 同性 谐振 子 的 相干 态 可 以 表示 成 


Es mt) Sl wt 十 蓉 一 二 (名 十 #7) 一 二 铬 (1 十 ) 
一 到 大 1 一 cm) 一 (二 iDe | (2.6.12) 
它 的 初 态 (二 0) 可 以 记 为 ( 略 去 不 关 紧 要 的 常数 相 因子 sw4) 
1 
人 (用 | 雪 久 一 去 (人 十 六 7) 十 (6 十 im 人 D | (2. 6. 13) 


它 是 一 个 非 定 态 ,是 无 穷 多 个 定 态 的 一 种 相干 释 加 . 
为 研究 它 的 角 动 量 结构 和 能 量 结构 ,可 以 用 守恒 量 完全 集 ( 认 , ?z) 的 共同 本 征 态 来 展开 ， 


展开 系数 的 模 方 不 依赖 于 时 间 . 二 维 各 向 同性 谐振 子 的 (个 ， ?2 的 归 一 化 共同 本 征 态 和 本 征 值 
分 别 为 (参见 卷 T ,6. 6.2 节 ) 


加 nl ip ml /2 ml (2 
Ym Cp» 9) sa | Se (2. 6. 14) 
p= VTZ+y/L= VETF, n,|m|=0,1,2, 
E= Ey= (N+Dim, N=2nt|m|=0,1,2, (2. 6. 15) 
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L" ”| 为 广义 Laguerre 多 项 式 @, 它 是 一 个 特殊 的 合流 超 几 何 函 数 ， 


i _TCu+D a 
L&Cz) = AFT) * FC(—n,pt 1,z) (2. 6. 16) 
是 z 的 n 次 多 项 式 ,y, 是 不 等 于 负 整 数 的 任意 实数 或 复数 . 式 (2. 6. 13) yi 按 ym 展开 的 系数 为 
Co 一 | dp| pd. (Dis (psp) (2.6.17) 


以 下 分 两 种 情况 来 讨论 . 
1)6 一 加 ( 圆 轨道 ) 
用 式 (2. 6. 13) (2. 6. 14) 代 入 式 (2. 6. 17) ,经 过 计算 ( 注 1) ,可 得 


2 1 

C_ se 了 (2. 6. 18) 
0， m=0 

可 见 与 经 典 圆 轨道 运动 相应 的 只 能 是 一 0( 即 圆 轨 道 , 径 向 波 函 数 无 节点 ) ,这 是 意料 中 的 事 . 

7 过 0 表示 圆 轨 道 运动 为 道 时 针 方向 (y 轴 方 向 运动 比 x 轴 方 向 运动 落后 x/2 相位 ). 利用 式 

《2. 6. 18) 可 以 求 出 沿 圆 轨 道 运动 的 相干 态 波 包 的 角 动 量 结构 和 能 量 结构 . 首先 , 按 式 (2. 6. 18) 


元 一 Dmetr es 一 癌 (2. 6. 19) 
所 以 角 动 量 的 平均 值 为 , 
= mh = = Mor? = MRw (2. 6. 20) 


R==w 王 yo 表示 波 包 中 心 运动 的 圆 轨道 的 半径 . 可 见 i 与 经 典 圆 轨 道 运动 的 角 动 量 相同 (MoR 
二 MwR?). 其 次 ,能 量 平均 值 (注意 ,n==0, N= | m|) 
H= m+ Di = (+D)iw = MRw+ (2. 6. 21) 
除去 零点 能 fiw 之 外 ,此 能 量 正 好 是 经 典 粒 子 圆 轨 道 运动 的 能 量 (动能 十 势能 ). 
如 y 轴 方向 的 相干 态 的 相位 比 z 方向 超前 x/2, 则 式 (2. 6. 18) 中 , 仅 当 m<0 时 C 才 不 为 
零 . 这 相当 于 顺 时 针 的 圆 轨 道 运 动 . 


2)6 天 加 (椭圆 轨道 ) 
令 
A= (&—m)/2, B= (& 二 my)/2 (2. 6. 22) 
经 过 较 复杂 的 计算 ( 注 2) ,可 以 求 出 3 
1 —le2 
(1 eHABABrim, m>0 
re 区 


Cm 一 本 (2. 6. 23) 
(一 0 2°0 BBrA™™, m<0 
这 样 ,可 以 分 别 定 义 
殉 (m 之 0) = > ) | Co lm, mm<0)= 》 | Co |im 
人 本 (2. 6. 24) 
元 (770 之 0) = > 1G | 22， 元 (ma < 0) 一 >) | Gm | 2n 


m 宕 0 m<0 
n n 


例如 ， 


Q@ 王 竹 溪 , 郭 敦 仁 . 特殊 函数 概论 . 北京 :科学 出 版 社 ,1979. 361~367. 
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2s 本 A 
am>0) = ee Dr 1 色 i 
2 4 2 
a 


+3. 洁 ( 玫 一 1 一 备 一 苗 )+… 可 


一 A2 cr 全 +42-24B 二 B £2+2AB [全 + 2 千 (1+ + ) 


一 er 和 于 


和 1 BB 
1 (| 


而 
ee 2 6 
Gm<D 一 egw [省 +2 作 +3 作 +…+ 莉 (2 省 +3 省 二: 
B 
+ 分 (3 告 +4 告 十 … “jE 中 


(2. 6. 25) 


(2. 6. 26) 


可 见 式 (2. 6. 26) 与 式 (2. 6.25) 右边 第 二 项 是 相同 的 ,只 是 求 和 的 顺序 不 同 . 所 以 [利用 式 


(2. 6. 22) ,A 二 B=&] 
元 (mi 之 0) 十 本 二 而 (m < 0) = A2 er- 全 +A2+24B+B2 — A2 
类 似 可 以 求 出 
元 (7 < 0) 十 (2 十 mo (m0) 一 
式 (2. 6. 27) 士 式 (2. 6. 28) ,分 别 给 出 
移 十 [mm 一 全 十 邢 
于 一 有 一 A: 
所 以 角 动 量 的 平均 值 为 
有 一天 一 (B: 一 一 全 ) 直 一 名 加 下 一 zoy% Mo 


与 经 典 椭圆 轨道 ( 半 长 轴 与 半 短 轴 分 别 为 z。 和 %) 的 角 动量 相同 . 其 次 ,能 量 平均 值 为 


五 = (22 十 [|m[ 十 1 w= (A? 十 B?) 翅 十 因 
一 去 (人 十 有 ) 乱 十 各 一 去 (3 十 尖 )Mo2 十 和 
也 与 经 典 椭圆 轨道 上 的 谐振 子 的 能 量 相同 (零点 能 除外 ). 


( 注 D 包 一 轴 ( 圆 轨道 
名 =- 由 ane 关 em- 148 一 i +)+& (etin | 
Tn 


[opal] eel" ete" Cp) 
rnt |m 
利用 名 十 了 ”=P ,二 iy 二 pe? ,及 积分 公式 
; 2x(éoDm/m!l, m 宇 0 
d 了 pai? 一 ip -一 | 
| Pe 0， m<=0 


可 得 
C nl eh -2 2é m| 十 1 -一 m 
nm 一 C | 他 0/2 络 | doo31 | 1ew 1 | (Pp) 


。118。 


(2. 6. 27) 


(2. 


(2. 
(2. 


(2. 


(2. 


(2. 


(2. 


6. 


.28) 


. 29) 
. 30) 


.31) 


32) 


33) 


.34) 


. 35) 


利用 Laguerre 多 项 式 的 积分 公式 @ 
2| dr ez) = (—)" TA+1) ws ) 
n 
可 见 式 (2. 6. 35) 中 的 积分 ,只 当 "一 ee 所 以 
cm =o$/[2( 2( 才 ) 2 


We ao ) m 宇 0 


m=0 
( 注 2)& 天 加 《椭圆 轨道 ) 


人 eapeeras+i 
empl"ltier Ll"™! (gp) 
利用 积分 公式 
ea 


» 


k=0 RICR 十 7z)1 
必 dgpexp[é0€+ mje '™ 一 3 i 
ary Be 
名 (RE 一 oO 
可 以 计算 出 式 (2. 6. 23). 
习 题 


(2. 6. 36) 


(2. 6. 37) 


(2. 6. 38) 


(2. 6. 39) 


2.1 试 根据 量子 化 条 件 $pdz = (z 十 羡 ) im 一 0,1,2,…, 求 下 列 势 阱 中 粒子 的 束 疆 


能 级 . 


1 
(8) ro- 全 ， Z 之 0 
co 0 
答 :E, = (2n 十 3/2)fw ,n= 0,1,2,*… 
gr, Zr>0,(e>0) 


(b) V(xz)= | 
co, X=0 


op 2 /N13 ea 
答 :E, 一 记 C9r 号 入 /m) (x 十 4 ) ,n= 0,1, 


2,… 
2.2 在 准 经 典 近似 下 , 计算 粒子 对 下 列 势 人 又 (图 
2. 12) 的 透射 系数 ,粒子 能 量 已 < 0. 
一 mw，z<0CV >0) 
—Fz, zxz>>0 
这 是 在 强 电场 作用 下 ,电子 穿 透 金属 表面 的 简化 模型 . 


V(z) = | 


@ 王 竹 溪 , 郭 敦 仁 . 特殊 函数 概论 . 北京 :科学 出 版 社 ,1979. 361 一 367. 
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答 : 透 射 系数 T=emp( 一 条 / 玩 |E| 3 4F). 
2.3 同上 题 ,但 计 及 电 象 势 ,此 时 
V(7z) = | 
计算 电子 穿 透 金属 表面 的 透射 系数 . 


—Vo， 全 去 :0 
—Fr—e/4r, zx>0 


答 :透射 系数 Texp| 一 和 2 | Eg) | 
4— VEF/TEl’, pW 一 县 | Vi 
1 


各 和 名 是 方程 1 一 6 一 22/6 一 0 的 两 个 根 ,6s 一 去 (1 干 


V1—4X). 
2.4 放射 性 原子 核 a 衰变 时 ,a 粒子 受到 的 势 场 可 近似 
表示 为 (图 2. 13) 


—Vo, r=<R 
WE 局 rR 
a 式 中 a=2Ze,Z 是 子 核 的 质子 数 ,R 是 “ 核 半径 ” 求 "粒子 穿 
透 此 Coulomb 势 全 的 系数 ， 
tre] 


式 中 /为 约 化 质量 . 
2.5 用 WKB 近似 计算 粒子 对 下 列 势 又 的 透射 系数 . 
Ce 一 好 /az)，|zl<aVv > 0) 


V(z) = 
0， |z|>>a 


设 粒 子 能 量 E<V, ,质量 为 m. 

答 :T 一 exp| 一 至 CS )v 2mVo ] 

2. 6 ”对 于 无 自 旋 的 粒子 ,将 波 函数 写成 /一 /5er ,其 中 p.g 为 实 函数 ,>0. 求 概率 流 密度 
的 表示 式 , 并 在 准 经 典 近似 下 导出 量子 化 条 件 . 


答 : /一 走 o vp 


fp ‘= 坊 ， #4 二 1,2,3; 
其 中 
p= Vp 
2.7 质量 为 m 的 粒子 在 势 阱 V(x) 中 运动 . 其 能 级 由 量子 化 条 件 
VE Vd = (nt), n= 0,1,2,.: 


确定 ,zi 与 zz 为 转折 点 ,由 V(z) 一 VCzz) 一 已 定 出 . 试用 此 量子 化 条 件 和 Hellmann-Feynman 
定理 ( 卷 工 ,6. 5 节 ) 证 明 , 对 于 任何 一 个 准 经 典 束缚 态 y ,动能 平均 值 与 能 量 本 征 值 E 有 下 列 
。 120 。 


关系 : 
] 1 V9F， 
人 
2.8 质量 为 m 的 粒子 在 势 场 VCz) 一 人 | z| * 中 运动 ,A,y>0. 证 明 在 准 经 典 近 似 下 ,粒子 能 
级 E, 可 表示 成 如 下 形式 : 
1 \2wcr+2) pe 下 v/vt2) 
忆 一 AW(nt+ 广 ) ”W092 ( 计 ) 


m 
式 中 A(C) 无 量 纲 , 是 > 的 函数 . 
2.9 质量 为 m 的 粒子 ,在 势 阱 VCz) 一 4|z|* 中 运动 ,其 中 ,之 0. 试 根据 量子 化 条 件 


| VamtE—V dr = (r+) n= 0,1,2,° 
全 
V(x1)=V(z) 二 E, 求 粒子 能 级 . 


3,.1 
答 :E, 二 i 人 也 3 ,btn ( 是 je 


m 
其 形式 与 第 8 题 结果 相同 . 
对 y 二 1 ,得 


六 [至 (*+ 去 )] (入 ) ,=02, 


对 J 一 2, 令 4 一 去 me ,得 忆 一 (nn 十 寺 ) ho 7 一 0,1,2,… 


2. 10 将 一 维 运动 粒子 的 量子 化 条 件 推广 ,用 以 处 理 中 心力 场 中 粒子 的 s 态 (二 0). 设 
VO 二 Xr ,其 中 4,v>0, 求 s 能 级 公式 .讨论 vy 二 1.2 的 结果 . 
答 :s 态 的 量子 化 条 件 表示 为 


| VE-VHD dr = (n+) n= 0,1,2,. 
nn 是 s 能 级 的 编号 数 , 即 径 向 量子 数 ,V(r,) 一 EE,r; 为 转折 点 . 
全 1 


工 ) 2o/CrH2) 
| (¥&) 


n= 0,1,2, 
特例 1 谐振 子 (y=2), 令 4 一 去 po? ,得 出 s 态 能 级 的 WKB 近似 解 


E, = (2n+)iwy， n= 0,1,2,. 
精确 解 为 
E= (2m Tl 二 名) msl = 0,1,2,.": 
而 对 s 态 (1==0), 与 WKB 近似 解 相同 . 
特例 2 线性 中 心 势 (一 1),s 态 能 级 一 (和 ) ，zmvz 为 Airy 函数 的 零点 ， 即 


Ja (全 ae ) 二 Te( 全 map ) 一 0 之 根 . 
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2.11 同上 题 , 求 准 经 典 近似 下 能 级 的 公式 (不 局 限于 s 态 ). 


r(3++) 2v/(v+ 2) 
ea 二 ( 1 | jz/eta 。 人 
TT ry 
y 


nr ,l=0,1,2,.* 
特例 3 谐振 子 (y=2), 令 4 一 去 po ,得 = (2n 十 1 十 多 ) ,与 严格 解 相同 . 


2.12 质量 为 w 的 粒子 在 吸引 中 心 势 
VD 一 Mr ，1 人 <0， 一 2<v<0 
中 运动 . 试 在 准 经 典 近 似 下 求 出 束缚 能 级 的 量子 化 条 件 , 并 求 出 能 级 公式 . 
答 : 量 子 化 条 件 表示 为 


| VaE VO dr = nt tt rh, 1 = 0,1,2,.: 


2Q 十 2) 
束缚 能 级 公式 为 (FE<-0) 
r(1 1 ) 2w (Cr+2) 
2 WO 27 十 v 十 3 人 
E,, = Vz ly (2n + 2) y 


1 1 
RS 
<0， 一 2<v<0，7m、 一 0,1,2,… 
特例 和 氨 原 子 VO)== 一 2 /r,y== 一 1,4 二 一 2 ,给 出 


et 
E,, =— 
2 起 Cn, 十 7 十 1)? 


与 严格 解 一 致 . 
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第 3 章 二 次 量子 化 
3.1 全 同 粒子 系 的 量子 态 的 描述 


对 于 全 同 粒 子 组 成 的 体系 ,由 于 粒子 的 全 同性 (不 可 分 辨 性 ) ,任何 两 个 粒子 的 
置换 并 不 导致 一 个 新 的 量子 态 . 通过 深入 分 析 可 以 得 出 〈 见 卷 工 ,5. 5 节 ), 这 种 对 


站 
Fe ee et ,E.R 


mi 统计 , 故 称 为 Fermi 子 . 所 有 实验 都 表明 ,统计 性 与 粒子 的 自 旋 值 密切 相关 , 即 
”Bose 子 的 自 旋 ( 单 位 有 为 整数 (包括 0) ,而 Fermi 子 的 自 旋 为 半 奇 数 . 


3.1,1 粒子 数 表象 


在 卷 I ,5. 5 节 中 ,全 同 粒子 系 的 量子 态 的 描述 采用 了 坐标 表象 ,以 下 简称 4 
表象 (4 表示 单 粕 子 的 全 部 坐标 ,如 粒子 有 自 旋 , 除 空间 坐标 外 ,还 应 包含 自 旋 变 
量 ). 在 g 表象 中 ,N 个 全 同 Fermi 子 的 归 一 化 的 量子 态 表示 成 

Ga qi1)*** Ga CGN) 
1 Galq1)*"*gGa (qn) 


fy (gl ,dN) /NT 


(3. 1. 1) 
| | py Cq1)**py (qn) 


a 总 
-A PI pg) pr) ] 

上 式 表示 在 每 个 单 粒 子 态 ( 假 设 已 归 一 化 )g., gp,9y，… 上 分 别 有 一 个 粒子 ,P 
表示 粒子 之 间 的 菜 种 置换 ,62( 二 土 1) 是 置换 的 奇偶 性 (参阅 附录 B. 2. 2). 
ed i 

对 于 全 同 Bose 子 体系 ,情况 与 此 不 同 . 它们 的 波 函 数 对 于 任何 两 个 粒子 
么 限制. 设 在 单 粒子 态 go ;9xs，… ,Ges 上 分 别 有 如 , 巩 ，…on 个 粒子 ( Dn 一 
Nm 中 有 的 可 以 为 0, 有 的 可 以 大 于 1), 则 归 一 化 的 交换 对 称 波 函 数 可 表 
示 为 

。，123 。 


(3.1. 2) 中 各 项 是 彼此 正 交 的 ,总 的 项 数 为 NI/ [ni! . 


采用 坐标 表象 来 描述 全 同 粒 子 系 的 量子 态 是 相当 繁琐 的 ,利用 它 来 进行 各 种 
计算 很 不 方便 ,所 以 它 不 是 一 种 令 人 满意 的 表象 . 其 根源 在 于 :对 于 全 同 粒子 进行 


0 0 0 0 0 。 +。 


粒子 进行 编号 ， 以 写 出 Q 表象 中 的 某 一 项 波 函 数 [如 Ph (gi ) pro (g2)*" gp, (gn)] , 然 
后 再 把 对 粒子 进行 各 种 置换 所 构成 的 各 项 波 函 数 秋 加 起 来 ,以 满足 要 求 . 事实 上 ， 


一 个 ”粒子 . 这 就 是 式 (3. 1. 2) 中 用 (ni ,ns ，… ,nn) 来 标记 波 函 数 的 根据 . 为 避免 对 
全 同 粒子 进行 编号 ,需要 脱离 g 表象 . 此 时 ,全 同 Bose 子 体系 的 量子 态 可 以 用 下 列 
右 矢 来 标记 ， 
| ninz ny) (3. 1. 3) 
这 种 表示 方式 称 为 粒子 填 布 数 表象 (occupation particle number representation)， 
简称 粒子 数 表象 ,也 称 为 Fock 表象 . 
对 于 Fermi 子 ,Pauli 原理 要 求 ;二 1 或 0[ 即 n(n 一 1) 二 01. 根据 上 述 精神 ， 
式 (3.1.1) 也 可 改 记 为 赂 . (gq1q…gn) ,表示 nn 二 mg 二 … 二 1( 其 余 单 粒子 态 上 无 粒 
子 ,ni 二 0, 没 有 明显 写 出 ). 脱离 q 表象 后 ,可 记 为 
| 2 = 1,ne = 1,ny = 1,.…) 
简 记 为 
jl1gly…〉 或 |apBy…) (3. 1. 4) 
后 一 式 中 只 标 出 了 被 粒子 占据 的 那些 单 粒子 态 . 


3.1,2 产生 算 符 与 淹没 算 符 , 全 同 Bose 子 体系 的 量子 态 的 描述 


为 了 在 粒子 数 表 象 中 进行 各 种 计算 ,引进 粒子 产生 算 符 和 洒 没 算 符 是 很 方便 
的 . 利用 它们 ,就 可 以 把 粒子 数 表象 的 基 矢 以 及 各 种 类 型 的 力学 量 方便 地 表示 出 
来 ,而 且 在 各 种 计算 中 ,只 需 利 用 这 些 产生 算 符 和 汀 没 算 符 的 基本 对 易 关系 ,量子 


为 了 初学 者 方便 ,在 引进 产生 算 符 和 漂 没 算 符 之 前 ,简要 回顾 一 下 一 维 谐振 子 
的 代数 解法 ( 因 式 分 解 ) ( 卷 I ,10. 1 节 ) 中 的 升 算 符 和 降 算 符 概念 . 
一 维 谐振 子 的 Hamilton 量 为 (采用 自然 单位 ,大 =m 二 w= 二 1) 


二 十 与 工 (3. 1.5) 
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引进 无 量 纲 算 符 


站 = 
一 让 (一 ip) (3.1.6) 
[asat|=1 (3.1.7) 
式 (3. 1. 6) 之 道 为 
一 启 Cc+a)， 到 ee A (3. 1. 8) 
由 此 不 难 求 出 
; 1 w 1 
H= (erat 去 )= (人 二 亏 ) (3.1.9) 


可 以 证 明 ,六 一 a+a 为 正定 厄 米 算 符 ,本 征 方程 表示 为 六 | 二 n|n), 本 征 值 


为 非 负 整数 4 二 0,1,2,…, 相 应 的 归 一 化 本 征 态 (采取 适当 的 相位 ) 可 以 表示 成 ( 试 
用 归纳 法 证 明 ) 


1 v + 
0 de 3.1.10 
|n) Gee | 0?， 7 ( ) 


显然 ,|n) 也 是 甩 的 本 征 态 ,本 征 什 为 E, 一 (十 去 ) (能 量 单 位 为 tu). 基态 为 10》， 


能 量 E, = 二 fw/2 称 为 零点 能 . 
利用 式 (3. 1. 10) 和 对 易 式 (3. 1. 7) ,可 以 得 出 


at |n)=Vn+l1 2 十 1》 


(3.1.11) 
aln)=vn | 7 一 1》 
其 伴 式 (adjoint) 表 示 为 
ee (3. 1. 12) 


(|a+ 一 Vi 一]| 
所 以 at (a) 可 以 视 为 谐振 子 的 相 邻 能 级 之 间 的 升 ( 降 ) 算 符 . 
我 们 也 可 以 采用 男 一 种 看 法 , 即 把 10) 视 为 真空 态 , |n) 视 为 有 个 声 子 (pho- 
non) 的 激发 态 (n 王 1,2,…) ,每 个 声 子 的 能 量 为 jw. 这 样 ,ao+ 和 a 可 理解 声 子 的 产 


@ 论证 的 方式 也 可 以 倒 过 来 . 令 | 风 表示 有 ?个 声 子 的 激发 态 . 定义 声 子 产生 和 漂 没 算 符 如 下 :at |n) = 二 
Vn 二 11n 十 1),aln)=Vn|n 一 1). 由 此 易于 证 明 ,[a,at+]==1. 并 由 此 证 明 归 一 化 的 |n) 可 以 表示 为 
di 
| er | 0》 
提示 “人 允 一 a+a 是 声 子 数 算 符 ,可 证 明 [个 ,at*] 一 kat1t,& 二 0,1,2,…. 10) 表 示 无 声 子 态 ,a10) 二 0. 证 
明 公 | n) 二 n|n) ,然后 用 归纳 法 证 明 (n|n)==1. 
。 125 。 


生 (creation) 和 淹没 (annihilation) 算 符 . 

以 上 讨论 可 推广 到 NN 维 谐振 子 . N 维 谐振 子 可 以 分 解 为 彼此 独立 的 NN 个 一 
维 庶 振子 . 对 于 不 同 的 谱 振 子 ,分 别 引进 相应 的 声 子 产 生 算 符 az 和 潭 没 算 符 a; 
〈 声 子 能 量 为 #w;) ,它们 满足 下 列 基本 对 易 式 ， 

[a;,at | = 5; 


[aisa;] = [at yat |] =0, i,j=1,2,,N te 
而 维 谐振 子 的 归 一 化 的 能 量 本 征 态 可 表示 为 
1 
| ninz )- +)" (Cat) | 0) (3.1.14) 
相应 的 本 征 值 为 
N 
En = 之 / Ci 1/2) ko (3. 1.15) 
Bose 子 多 体系 的 粒子 数 表 和 象 的 基 矢 


现在 借用 上 述 理论 形式 来 描述 Bose 子 多 体系 在 粒子 数 表象 中 的 基 矢 . 但 此 时 
ai 与 ai 应 理解 为 单 粒 子 态 p; 上 的 粒子 产生 与 淹没 算 符 . 它们 满足 对 易 关 系 式 
(3. 1. 13) ,而 式 (3. 1. 14) 所 描述 的 Bose 子 多 体系 的 态 是 :在 g; 单 粒子 态 上 有 72; 个 
Bose 子 (i 二 1,2,…)， 


(at)™ (a# )%. | 0» (3. 1. 16) 


| ma) 一 1 

V lr! 
它 是 粒子 数 算 符 克 t= 二 aita; 的 本 征 态 人 1,2,…). 当然 , 它 也 是 粒子 
总 数 算 符 六 一 2 的 本 征 态 ,本 征 值 为 N = > , 式 (3. 1. 16) 描 述 的 态 对 于 任 


何 两 个 Bose 子 的 交换 是 对 称 的 . 
类 似 于 式 (3. 1. 11) ,可 以 证 明 , 在 取 适 当 相 位 规定 后 ， 


at [nnaeene) = V7 十 1 nn nt 1)) 


(3. 1. 17) 
as | ma722 7 》 一 Vn | mn Cn 一 1)…》 
其 伴 式 为 
(ooo Nn | a = V7 ln nan | a 


CNNnam |at= Vn Cn 一 1) .72272 | 
3.1.3 全 同 Fermi 子 体系 的 体系 量子 态 的 描述 


对 于 全 同 Fermi 子 多 体系 ,也 可 类 似 处 理 . 不 同 之 处 在 于 ,考虑 到 波 函 数 的 交 
换 反对 称 性 ,每 一 个 单 粒子 态 上 最 多 只 允许 一 个 粒子 占据 . 利用 粒子 产生 算 符 , 式 


(3. 1. 1) 所 示 状 态 可 以 记 为 
。 126 ， 


| ao87y…)> 一 atatat.…|0) (3. 1. 19) 
a“ ,qj 、… 分 别 代 表 在 单 粒子 态 ww .pp、… 上 的 粒子 产生 算 符 . 考虑 到 交换 反对 称 性 
[ 见 式 (3. 1. 1)] 

| Bay*…)=— |aBy…) 
即 
ajatat**|0)=— ata#at.…|0) 

或 

(ata# +ajat)|y*…)=0 
由 于 |y…) 是 任意 的 ,所 以 要 求 Fermi ol ea 


ata# +atat [at,aj]i=0 (3. 1. 20) 
显然 ,上 式 对 于 a 二 8 也 适用 ， 这 就 导致 
二 0 (a 任意 ) (3. 1. 21) 
此 即 Pauli 原理 . 式 (3. 1. 19) 之 伴 态 为 
CyBa| = (0|…axapa。 (3. 1. 22) 
与 式 (3. 1. 20) 相 应 ,要 求 Fermi 子 漂 没 算 符 满足 下 列 反 对 易 式 : 
[a,yagji=aag+tags = 0 (3. 1. 23) 


考虑 到 单 粒子 态 的 归 一 性 , 《ala) = 二 1, 即 (0|asa+ 10) 二 1. 由 于 真空 态 10) 及 其 
伴 态 (0| 不 简 并 ,所 以 aaz 10) 代 表 一 个 确定 状态 , 即 真空 态 


asat |0)= asla) = |0) (3. 1. 24) 
上 式 中 ,a 是 任意 的 . 这 正 是 漂 没 算 符 的 性 质 . 按照 淹没 算 符 的 物理 含义 ,有 
as10)=0 (3. 1. 25) 
更 一 般 的 情况 是 
as|By…) = 二 0 (qa 关 B 关 7Y 关 …) (3. 1. 26a) 
as |aBy**…) = |By…) (3. 1. 26b) 
利用 式 (3. 1. 20) . 式 (3. 1. 21) 和 式 (3. 1. 26) ,可 知 


apata#at**|0)=— agjdatat.…|0)=— atat.…|0) 


=— atagtat.…|0) 
所 以 
(agat +atag)|By…)=0 
而 对 于 单 粒子 态 8 空 着 的 态 | 76…) ,由 式 (3. 1. 26a) 有 
(agat +atag)|X*…)=0 
因此 ,无 论 对 什么 态 (8 态 被 占据 与 否 ) ,ag ax 十 a+ap(B 关 a) 运 算 的 结果 均 为 0， 
所 以 


[at ,aglt=0 (B80) (3. 1. 27) 
其 次 ,考虑 auax 与 aza。 对 |aBY…) 的 运算 . 利用 式 (3. 1.21), 有 
aaa 二 |a87… “一 asatatajas .|0) 一 0 
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而 利用 式 (3. 1. 26b) ,有 


adla。 |a87… 一 ata saatajay: .| 0) 一 atatat.: 10)= |aBy…) 
所 以 
(asat + atas) |aBy…) = |aBy*…) (3. 1. 28) 


而 对 于 |By…) 态 ( 单 粒 子 态 a 空 着 ) 的 运算 ,利用 式 (3. 1. 26b)， 
QQ 十 | 67…》 = | 67…》 
利用 式 (3. 1. 26a) ,有 
atas|By…) 二 0 (a 关 B 关 7Y 关 …) 
所 以 
(asat + atas) |BY*…) = 187…》 (3. 1. 29) 
联合 式 (3. 1. 28) \ 式 (3. 1. 29) 可 知 ,无 论 对 什么 态 ( 单 粒子 态 a 被 占据 与 否 ), (aar 十 
az a。) 的 作用 都 相当 于 恒 等 算 符 , 即 
[assat j= 1 (3. 1. 30) 
将 式 (3. 1. 20) 式 (3. 1. 23) 式 (3. 1. 27) ` 式 (3. 1. 30) 概 括 起 来 ,表示 为 
Las ,a# += Gop 
[assaglt= [Lat 中] 一 0 


它 概括 了 Fermi 和 Bose ee 


(3. 1. 31) 


的 反映 
如 把 每 个 单 粒子 态 上 的 粒子 数 明显 写 出 来 
| mm ne…) 
对 于 Fermi 子 ,n; 二 1 或 0, 即 n(n; 一 1) 二 0. 与 Bose 子 的 式 (3.1.17) 相 应 ,对 于 
Fermi 子 有 


at | nn ) =(— ys VO—n | 7 (ms 十 1)…》 


0， 715 一 1 
和 pe (3. 1. 32) 


Dn 
人 
这 是 因为 不 同 单 粒 子 态 上 的 (产生 和 淹没 ) 算 符 是 反对 易 的 ,而 ax 要 跨 过 算 符 
《at )…(azr ”1 后 才能 对 ec 态 上 的 粒子 数 进行 运算 ,由 于 反对 易 关 系 , 就 出 现 
了 因子 


Drm = DY 
式 (3.1. 32) 可 改写 成 


+ | ) = (一 D2 | …1 oo (3. 1. 33) 
类 似 有 
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@|…7 = (— De” | 0 ) Bl (3. 1. 34) 
它们 的 伴 式 为 


a 一 1 


Zm 
(CN Bo (3. 1. 35) 


El 
Cm |at = (一 D2 (…0。| On 1 (3. 1. 36) 
练习 1 设 [a,at]+==1,[a,aj+ 一 0, 令 介 =at+a, 证 明 个 的 本 征 值 n 只 能 取 1 或 0, 并 
证 明 
at |n) = Vi—n|nt+1), aln) =Vn|n—1) 
练习 2 令 介 ,二 aita,, 证 明 ; 无 论 对 于 Bose 子 或 Fermi 子 ， 
[分 ,at] = at，[ 介 ,,as] = 一 a, (3. 1. 37) 


3.2 Bose 子 的 单 体 和 二 体 算 符 的 表示 式 


Bose 子 的 产生 和 淹没 算 符 满足 的 基本 对 易 关 系 式 ,如 3.1 节 式 (3.1.13) 所 
示 , 用 ni 见 3.1 人 1. 14). 全 同 Bose 5 


a els 道 党 常 碰 到 的 力学 量 是 单 体 或 二 体 算 符 
3.2.1 单 体 算 符 
设 
k= Pf (3. 2. 1) 


表示 N 个 单 粒 子 算 符 了 (a) (4a 一 1,2,…, NN) 之 和 . 例如 粒子 系 的 总 动量 .总 角 动 
量 , 总 动能 ,总 粒子 数 、 磁 矩 . 电 四 极 和 矩 等 ,都 是 这 类 算 符 . 下 面 我 们 先 用 平常 g 表象 
中 的 具有 交换 对 称 性 的 N 粒子 波 函 数 


le 


加 -mw (qi "GN) 一 2P[p (qi)*pi (qn)] (3.2.2) 


来 计算 的 矩阵 元 . AS 下 可 表示 成 


fF = 》 Jaian +， “站 各 久光 
op 
式 中 
Jo = (ge, fe) (3. 2. 4) 


是 单 粒子 算 符 了 在 单 粒子 态 gp 与 pp 之 间 的 矩阵 元 . 
先 来 计算 矩阵 元 (Wi 由 加 。.). 由 于 全 对 于 粒子 交换 是 完全 对 称 ,而 波 函 
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数 pi- 和 yi 中 各 粒子 所 处 的 地 位 完全 同等 ,不 难看 出 
Cans a = Dod apa) 


= NC sp (1) gn. ) (3. 2. 5) 
即 任意 挑 一 个 粒子 的 算 符 [例如 广 (1)] 来 计算 其 矩阵 元 ,然后 乘 上 总 粒子 数 N. 由 
于 六 Go) 为 音 体 算 符 ,只 当 体系 的 禄 态 与 本 态 相同 ,或 只 差 一 个 单 交 子 态 时 , 短 隆 
元 才 可 能 不 为 0. 


= (gum Fn) = NC wes FD) him) (3. 2. 6) 
设 “ 粒 子 1” 处 于 gw pe 任意 ) ,A1) 的 平均 值 记 为 
fa = (pi(q), fl) pq1)) = (gi, fop) 
此 时 ,其 余 CN 一 1) 个 粒子 的 填 布 数 为 (ma ,nz ,… ,7 一 1,…). 考虑 到 六 1) 与 其 余 粒 
子 的 坐标 无 关 以 及 各 单 粒 子 态 的 正 交 归 一 性 , 式 (3. 2. 6) 积 分 后 ,有 贡献 的 项 数 为 


ND! 
nl nal (一 1)1 


因此 
I 

a 

2) 下 的 非 对 角 和 矩阵 元 

体系 初 末 态 只 能 差 一 个 单 粒子 态 ,矩阵 元 为 

(CE EE ,Fp ) J N Cfo td) om DD" » FCD gen en ) (3. 2 8) 

显然 ,只 当 “ 粒 子 1” 在 初 态 中 处 于 gs 而 在 末 态 中 处 于 yw; 的 项 才 对 矩阵 元 (3. 2. 8) 
有 贡献 . 此 时 单 粒子 算 符 及 1) 的 矩阵 元 为 户 ,而 在 式 (3. 2. 8) 中 ,这 种 贡献 有 


(NC—1)! 
Ml (一 1)1 


项 ,因此 , 式 (3. 2. 8) 所 示 和 矩阵 元 为 


N Te nit Dn rf = Vnitt Dn fn 


F=N。. 


(3. 2.9) 
以 下 证 明 , 如 在 粒子 数 表象 中 用 式 (3. 2. 3) 来 表示 , 则 所 求 得 的 矩阵 元 与 式 
(3. 2. 7) 和 (3. 2. 9) 完 全 一 样 . 首先 考虑 的 平均 值 ,用 式 (3. 2. 3) 代 入 ,有 


云 信 
F = (Cnn | F | 7 
一 >) (7 。。 |atasg| 。。7I “Np ) 
op 
faa nn |ata, | 00 “Np ) 
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利用 3. 1 节 , 式 (3.1.18) = DD fa Cnn |n, | 一 D) fan, 


这 与 式 (3. 2. 7) 相 同 , 其 次 考虑 全 的 矩阵 元 
Co — Doe 十 1 全 | 


= fa “(nO—1) “(71; 十 1)… .| at. ap| py see 》 
= >) 太 Vn Tt Tn Oommen ng 1) VAM Sp 
op 


一 W (CE 二 Dn fi 


这 与 式 (3. 2. 9) 相 同 . 这 样 ,我 们 就 证 明了 在 粒子 数 表象 中 Bose 子 单 体 算 符 的 
表示 式 (3. 2. 3) 的 正确 性 . 


3.2.2 二 体 算 符 
设 
N 
G= DE (a,0) (3. 2. 10) 
a<b 


是 各 二 体 算 符 (a,6) 一 台 (5,a) 之 和 . 例如 ,粒子 之 间 的 二 体 相互 作用 即 属于 此 类 
型 由 于 G 为 二 体 算 符 ,体系 的 初 态 与 未 态 最 多 可 以 差 两 个 单 粒子 态 ,否则 矩阵 元 
为 0. 下 面 分 别 讨论 G 的 对 角 元 与 非 对 角 元 的 计算 . 仍然 先 用 Bose 子 体系 的 在 g 
表象 中 的 波 函 数 (3. 2. 2 来 计 和 ， 然后 讨论 如 何 用 产生 和 淹没 算 符 来 表示 二 体 
算 符 ， 

1) G 的 平均 值 

由 于 在 对 称 波 函 数 , 式 (3. 2. 2) 中 诸 粒 子 的 地 位 完全 等 当 , 而 G 对 于 任何 两 个 
粒子 交换 是 对 称 的 ,所 以 只 需 任 意 挑选 一 对 粒子 [例如 (1,2) 粒 子 ] 来 计算 其 平均 
值 , 然后 乘 以 粒子 对 的 数目 NCN 一 1)/2, 即 


N 
G = (nw Gr) = 2 Cm s EB Ca Db) fw- ) 


= Dg, ,BC1,2) gn.) (3.2.11) 
在 波 函 数 加。… 的 各 项 中 ,粒子 1” 与 “粒子 2” 所 处 的 单 粒子 态 ,可 能 不 同 , 也 可 能 
相同 . 
(1) 先 假设 两 个 粒子 所 处 单 粒 子 态 不 同 ， 例如 假定 一 个 在 9 态 , 男 一 个 在 px 
态 (约定 <k 人 ,其 余 (N 一 2) 个 粒子 中 ,有 (ni 一 了 个 处 于 qr 态 , 有 (nw 一 1) 个 处 于 
gx 态 , 所 以 它们 取 各 种 可 能 的 单 粒子 态 的 项 数 为 
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CN 一 2)! 
7 mmo) ny 一 1 


这 一 部 分 对 C 的 贡献 为 


Ni -Nr 2 (Pl9 Cg1)***],E (1,2)P'[gs (q1)*…]) 
| 
_N(N—D 和 CN 一 2)1 
2 NY SmlGm— DI -ne — DI 


3 (q1) Ok (qi1) 
Pelq2) pe (q2) 


9k (gi) Pk (gi) 


, 台 (1,2) 
aCq2) Gx (q2) 十 和 


| 


= Dniny {Cpe (qi pr (qs) ,bE (1,2) 091 (gq;) gq1)) 


kk 


十 (pe (qi (qz ) ;个 (1 ,2) 9:(q2) pe (qi1))} 


二 >nnw(( 姨 "| 侣 | 人) 十 (也 | 台 | 妃 人 )) (3. 2. 12) 
cc 
式 中 
Gi(q1) px (qi) 
= pq1) px (q2) + py (qi) pa qs) 
ee CR 
而 


(Rk' |B | 8k) = ||ar degi (Gq) pe Cg) 8 (1,2) pe (gs) prq) 


(kk' | | 妈 ') =||ararg: (gi) 9 (q2) 8 (1,2) 9 (gq;) pe (qi) 


分 别 表示 直接 项 与 交换 项 . 
(2) 其 次 ,考虑 粒子 1 和 2 所 处 的 单 粒子 态 相同 的 情况 ,如 都 处 于 单 粒子 态 
Pe ,与 上 类 似 ,可 求 出 这 一 部 分 对 G 的 贡献 为 


Tani! 
NS, 5， I > re 2 。， (Hg Cd ,8 (1,2)9.(g)9.(q1)) 
一 到 DniCm — DER|E |EkE) (3. 2. 13) 
k 


联合 式 (3. 2. 12) 和 (3. 2. 13) ,得 到 
G DN |8|gk)+ (Rk | 全 | RE 7) 十 序 补 mm 一 1)(RR| 会 |RRy》 
kk k 


(3. 2. 14) 
2) G 的 非 对 角 元 
根据 初 态 和 末 态 的 粒子 数 填 布 情况 ,二 体 算 符 G 有 下 列 两 大 类 非 对 角 元 ,分 


别 列 于 图 3. 1 和 3. 2 中 . 
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下 面 举 两 个 例子 , 即 图 3. 1(a) 和 3. 1(c) 所 示 跃 迁 ,来 说 明 如 何 利用 波 函 数 、 式 
(3. 2. 2) 来 计算 G 的 非 对 角 元 . 其 他 类 型 的 跃迁 所 相应 的 矩阵 元 也 可 类 似 计算 . 


初 态 末 态 


nitl 


Ca) (i,)>(k,D 


人 
《7 十 1 十 1 一 1 一 11G | ij NN) 


es hn 
7 a nt2 
NO 2 nl 
用， 一 -一 一 一 :一 -一 一 7 一 1 


(b) (i,7)—>(k,k) 


~— 


De 
on 二 2 ln | G | eeenjen ng 


入 


hi ee 1) 

一 一 一 一 一 全 人 一 一 有 +2 

WE A Ey 

11 一 (一 一 nn 

(0) (i,2)—>(k,k) 
《十 2 一 2 E | opie Hp ) 
图 3.1 
(a) (i,7) 阅 (k, 站 涉及 4 条 能 级 的 填 布 发 生变 化 ; (b) (i,j) 一 (4,&) 涉 及 3 条 能 级 的 填 布 发 生变 化 ; 
(c) (i, 让 一 (&,) 涉 及 2 条 能 级 的 填 布 发 生变 动 . 凡 与 讨论 的 跃迁 无 关 的 “旁观 ”粒子 ,未 在 图 中 画 出 . 


图 3. 1(a) 所 示 跃 迁 的 矩阵 元 为 


人 
( PD nD gt) nt 9 G pr ng ) 


-A (po, Don,— DCm tl) Cnt) » 全 (1 9 2) rn ) 


NN—D[ uD! wy—D! m+ D! ut Dip 
2 N! 


1 .| 1 1 1/2 / 
[| 2 (PLops (G9)*], $8 (01,2)P' [pr Co) 
! 5 PP 


(3. 2. 15) 
显然 ,只 当 粒 子 (1,2) 在 初 态 中 处 于 单 粒子 态 g; 与 9;, 而 在 末 态 中 处 于 mw 与 9 
时 , 才 对 矩阵 元 有 贡献 . 这 样 的 项 数 为 
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(N 一 2)1 
nD! (2 一 1)1 1 ml! 


因此 , 式 (3. 2. 15) 所 示 和 矩阵 元 为 
FVnm tm FD tI) 
Gi(q1) G1(q1) Po) pi;(q1) 


| ge) qr(q) | pe) pq2) | 
BR (3. 2. 16) 
图 3. 1(c) 所 示 牙 迁 和 矩阵 元 为 
(CE 沦 prin ) 


= DD (gn Dect te 3B CL» 2) nee ) 


,全 (1,2) 


-ND -2 2 介 | 
NI N! 
. DI (CACRIEACHE (1, 2)¢:(g2) ¢:(q1)) 


一 六 [mu bt 1) (nx 十 2) (ng 十 1) J (kk |g|ii) (3, 2. 17) 


图 3. 2 所 示 跃 迁 的 特征 是 ,表面 看 来 只 有 一 个 单 粒子 发 生 了 跃迁 (jk) , 男 一 

个 粒子 似 未 改变 状态 . 但 由 于 波 函数 的 交换 对 称 性 及 粒子 之 间 的 二 体 作用 , 仍 对 答 

Ey i 另 一 个 粒子 所 处 单 粒子 态 并 非 固定 , 它 可 以 是 " 夭 ) ,的 任 一 条 单 粒 
子 态 , 例 如 a 二 i 或 1( 图 3. 2, 上 两 图 ) ,或 "一 7 或 k( 图 3.2, 下 两 图 ). 


用 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


ne 4 ntl ne > mtl 
Ye 1 Yi 一 
用 nl n nl 
PW) ee i n, n 
hi 一 -一 一 一 ----- 一 一 2 一 一 一 用 n, nr 
ny es Ni ————e————----s 0 ntl 
hn 一 一 一 (一 一 一 nl n, A n-l 
n; n, 一 一 用 
图 3.2 


Go) 一 (ya) ,矩阵 元 (… 了 十 1 一 1 | 人 | …ny…n4…). 交换 项 涉及 的 跃迁 未 在 图 中 夯 出 . 


下 面 我 们 来 证 明 , 在 粒子 数 表象 中 二 体 算 符 G 可 以 表示 成 
A = Pg.patatam, (3. 2. 18) 
wpop 
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其 中 
guy =( Gi (gor(o) ,$b (1,2) ga(q2) pq1)) 
二 《ap | 会 | Ba) 
由 它 给 出 的 矩阵 元 与 上 面 分 析 所 得 结果 完全 相同 . 
1)G 的 平均 值 
分 两 种 情况 计算 G 的 平均 值 G=《…nom |G |nins…). 一 种 情况 是 的 两 个 
产生 (淹没 ) 算 符 作 用 于 不 同 的 单 粒子 态 的 粒子 占据 数 上 , 即 


1 | 
F Bg peng Nae | atajapae | 。。72a。。716。。) 
op 
-3 De op * (enpeeeTo |ata# | .ns 一 1...728 一 1》 Vnang 


一 广 2 Eap ,pa VNanp (dradgp 十 SepSgo) Vnanp 
ao 


1 
一 7 Dj nangl gage 东 Bapsap ) 
cp 


这 与 式 (3. 2. 12) 相 同 . 另 一 种 情况 是 @ 的 两 个 产生 (淹没 ) 算 符 作用 于 同一 个 单 粒 
子 态 的 粒子 占据 数 上 , 即 


1 wn] : 
5 gag pe | a bajapas | .on 》 
2 页 


所 以 
G= DnanaC gagm 十 gap,op) + 记 DDn。 (ne — 1) ganson (3.2.19) 
ap a 


这 与 式 (3. 2. 14) 一 致 . 
2) G 的 非 对 角 元 
下 面 依 次 给 出 图 3. 1 所 示 各 种 类 型 的 矩阵 元 . 
图 3. 1(a)G, 力 一 ,2 ,G 的 矩阵 元 如 下 ， 
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Cl Doe De 一 1 一 了 | 全 | 
1 
= DE mee 二 Deng 1 C7 — 1) Cm — 1).* |atat 
。 CQpQu | sooTieseTlj oo Tk eo Te ) 
Bogee Va FI) TI) Cdg, + dardgr) Cuidg + dw68) 
aBa’B 
VAN Cn ne nO— 1) n; 1) [nO— 1) een; — enn ) 
一 去 nan;j (nz 二 1) (mt 1) (GE 二 ga,ji 二 gg,ij 十 gu,ji) 
= Vnmnj nt 1) (m1) (gui guji) (3. 2. 20) 
这 与 式 (3. 2. 16) 完 全 一 致 . 
图 3. 1(c) Gi, 站 一 (4,8) ,G 的 矩阵 元 如 下 : 
(1 十 2)…(72; 一 2) .| 个 | 2》 
= Be Baloo nk + 2) ee C7 — 2) °° | atafagas | ea nae) 
一 2: | | 
-二 Em V ng 2) ns 1) we Op 。 VNni(n; 一 1) Qu Opi 
aba” 
= Te (3. 2. 21) 
这 与 式 (3. 2. 17) 相 同 . 
练习 1 计算 图 3.1(b) (i, 站 一 (k,k) 的 和 矩阵 元 
Ceol + 2) — De — De | | en en) 
1 
一 六 8 二 2 一 DD 一 DD 太 a | Se. 
== 洱 PD Bopp V Cn 二 2) (na 十 1) Suh Og (6 dp; 十 6 68) V Mnj 
apg ap 
= Vnn; nt 1) nt 2) gai (3. 2. 22) 


练习 2 证 明 图 3.2 所 示 跃 迁 的 矩阵 元 为 
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一 2 Vi Tm ge Toa) | VR TD ng + VO In 1) go 
a(F7,k) 


(3. 2. 23) 


3.3 Fermi 子 的 单 体 和 二 体 算 符 的 表示 式 


考虑 六 个 全 同 Fermi 子 组 成 的 体系 . 设 在 单 粒 子 态 m pp、 py … 上 分 别 有 一 
个 粒子 .在 g 表象 中 ,反对 称 N 粒子 波 函 数 通 常 写成 Slater 行列 式 形式 [3. 1 节 , 式 
(3. 1. 1)] 


Pe (gq1) Pa (az ) Gu (q3) °° 


upy-. (q1 92 93 ，…) 1 Gelq1) Gelq2) aCq3)*** 
up7 VN! | gy(g1) py(gq) oy(C9s)… 


一 1 Vy 1yep 5 
A DP[y, gi) Gag) py (93)*%] (3.3.1) 
在 粒子 数 表象 中 , 式 (3. 3. 1) 可 写成 [3. 1 节 , 式 (3. 1. 4)] 


| 到 一 1 一 1 一 1 一 |111…》 (3. 3. 2) 
或 简 记 为 | aBy…). 用 粒子 产生 算 符 表示 出 来 , 则 为 
|a8y…》 一 atatat |0) (i 
其 伴 态 表示 为 
(人 …7ypa | 一 (0| ayagas (3. 3. 4) 


Fermi 子 产生 和 潭 没 算 符 满足 下 列 基 本 反对 易 式 [3. 1 节 , 式 (3.1. 31)]: 
[ao sat += Sep 
[Lasapli= Lat af l= 0 
下 面 我 们 来 讨论 如 何 用 产生 算 符 和 涯 没 算 符 来 表示 全 同 Fermi 子 体系 的 力学 量 . 
分 析 表 明 ,与 Bose 子 体系 在 形式 上 完全 相同 , 单 体 和 二 体 算 符 可 分 别 表 示 成 ” 


(3. 3.5) 


fF = foatap (3. 3.6) 
op 

GS 由 Dgug, patataga. (3. 3.7) 
2 4 


.， 只 是 需要 注意 ;Fermi 子 产生 和 淹没 算 符 所 满足 的 反对 易 关 系 式 (3. 3. 5) 与 Bose 
子 的 对 易 关 系 式 [3. 1 节 , 式 (3. 1.13)] 截 然 不 同 . 以 下 我 们 分 别 来 论证 式 (3. 3. 6) 
和 (3. 3. 7) 的 正确 性 . 


3.3.1 单 体 算 符 
先 考虑 单 体 算 符 让 二 》 广 (o) 在 反对 称 态 (3. 3. 1) 下 的 平均 值 . 与 Bose 子 完 
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全 相同 的 论证 [参阅 3. 2 节 , 式 (3. 2. 5) (3. 2. 7)] 可 得 出 
下 一 (pr 人 wo) = N gogy. C1) Yopr) 一 Dfu (3.3.8) 
式 中 二 1 或 0. 更 仔细 一 点 写 出 来 ， 即 
F= fo fmt ft (3. 3. 9) 
这 里 只 有 被 Fermi 子 占据 的 那些 单 粒 子 态 (c,8,y,…) 才 有 贡献 ,其 余 单 粒 子 态 ( 
天 ap,7) 上 ,mx 一 0, 对 下 没有 贡献 . 


其 次 考虑 他 的 矩阵 元 . 由 于 为 单 体 算 符 体系 的 初 ,未 态 ,最 多 可 以 差 一 个 
单 粒子 态 ,否则 矩阵 元 为 0. 对 于 Fermi 子 , 这 种 矩阵 元 的 一 般 形 式 为 


(公关 人 )》 (约定 j 之 有) (3. 3. 10) 
即 初 态 中 有 一 个 六 子 处 于 单 粒子 qx 态 而 在 末 态 中 跃迁 到 单 粒子 态 p; 上 去 了 ,其 
余 CN 一 1) 个 粒子 的 填 布 保持 不 变 . 按 式 (3. 3. 1) ,这 种 矩阵 元 


人 
=N Dordw « {PEeeegy 0), DP Lp Cg) 


(3. 3. 11) 
初 态 中 “粒子 1 必须 占据 ps 态 ,从 标准 排列 式 q, (gi ) ge (9 )… 到 此 排列 需 经 历 


六 mi 次 对 换 , 所 以 
二 1 


阿 


二 9 
同 理 , 末 态 中 “粒子 i 9; 态 ， 
Op = (一 让 2 
在 Slater 波 函 数 中 这 种 类 型 的 项 有 (CN 一 1)1 项 ,所 以 式 (3. 3. 11) 化 为 
Neb .N11(— a Ef Gh 
二 A 到 E> = 7， 


号 
一 (一 Di 各" ( 因 初 态 中 心 一 0) 
最 后 得 


人 
下 面 我 们 来 验证 ,在 粒子 数 表 象 中 用 单 体 算 符 的 表示 式 (3. 3. 6) 来 计算 ,也 可 
得 出 与 上 相同 的 结果 . 首先 计算 平均 值 
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F =(…ypa |F |apy…) = Dy far (Ba latay laBy*…) 


一 2 人 ype| 公 lapy = fatfmtfnt (3.3.13) 
这 是 因为 |o8y…) 是 粒子 数 算 符 你 的 本 征 态 , 在 a,B,7,… 单 粒子 态 上 ,ns 一 1, 在 
其 余 单 粒子 态 上 ,ns 一 0. 式 (3. 3. 13) 与 式 (3. 3. 9) 完 全 一 样 . 
其 次 计算 矩阵 元 


一 ee | at ag| 0 和 15》 
利用 3. 1 节 , 式 (3. 1. 33) 与 (3. 1. 34) ,得 
1 bl 天 一 1 
的 二 允 7 
es (3. 3.14) 


oF 
这 与 式 (3. 3. 12) 相 同 . 这 样 我 们 就 验证 了 单 体 算 符 的 表示 式 (3. 3. 6) 是 正确 的 . 
3.3.2 二 体 算 符 


1)G 的 平均 值 

先 用 g 表象 中 的 反对 称 波 函 数 , 式 (3. 3. 1) 来 计算 二 体 算 符 全 的 平均 值 . 式 
(3. 3. 1) 还 可 以 写成 与 Bose 子 相同 的 形式 加。….，, 但 应 注意 在 Fermi 子 情况 下 
zw 一 1 或 0, 因 而 n(n 一 1) 三 0. 计 算 G 的 过 程 与 3.2 节 中 相同 ,但 考虑 到 Pauli 原 
理 ,3. 2 节 中 式 (3. 2. 13) 类 型 的 贡献 在 这 里 不 存在 ,只 剩 下 式 (3. 2. 12) 类 型 有 贡 
献 . 所 以 


全 NO 


Yom 6 (12) gnm-.) 
_NON-D 1 WD! 
2 NE “Cn — 1)! Co 一 1)1! | 
, ( Pelq1) px (q1) Ge(q1) px (qi1) ) 
peg2) px (gq2) iCq2) Px (qz2) 
= Dnny[L pelgi) pe (qi) ,6 (1,2) pe (qz) pq1)) 
kk 


2 (Co (qi) pe (g2) ,全 (1 ,2) 9 (gz ) px (gi1))] 
= OnnyL kk |E |kR)— (kk’ | |kk’')—] 
kk 


(1,2) 


或 = Dn [kk’ | IRR)— (kk’ | | 大 人] (3. 3. 15) 
kk 


2) G 的 非 对 角 元 
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以 下 考虑 G 的 非 对 角 元 . 对 于 Fermi 子 ,考虑 到 n(n, 一 1) 二 0(Pauli 原理 )， 
图 3;1 中 所 示 三 种 非 对 角 元 ,只 有 图 3 1(a) 型 非 对 角 元 存在 ,而 且 71 一 1 一 1, 和 一 
nn 二 0. 相应 的 矩阵 元 为 


人 
= NON— Doo C152) gineoreor) 


在 初 态 中 把 “粒子 ?和 “粒子 2" 从 标准 式 挪 到 qs 态 和 gy 态 将 出 现 因子 (一 1) 包 汪 电 " 
同样 ,在 末 态 中 把 “粒子 1” 和 “粒子 2” 从 标准 式 挪 到 gs 态 和 pi 态 将 出 现 岗 因 子 


下 小 


了 3 


(一 J) 二 . 所 以 矩阵 元 最 后 表示 成 


il jl 1 Ll 
NN —1) 全 二 全 ! (一 DE" 
| Ge (gq2) 91(q2) | 
D5 + 
对 1 


=(— I 
一 (一 Bn [ guji — gai J (3. 3. 16) 


9i(q1) i (qi1) 
Gi (qz ) 7 (g2) 


qe (qi1) 91(g1) 


802)| 


人 [RE 人 |ji) — (RL|E 1i7)] 


式 中 
gu = |dridrig: (qi) gi (gq) (1,2)9,(q)9.(g) 


gu = |dridrspt om (q) 8 (1,2)9:(q2) 9 (qn) 


下 面 来 验证 ,在 粒子 数 表象 中 采用 二 体 算 符 的 表示 式 (3. 3.7) ,也 可 得 出 与 上 
相同 的 结果 . 首先 计算 平均 值 G. 
G 一 (…712711 | 人 | 121722。。》 


= Pgs °°on2n1 | atatagas |nin2.**) 


-2[ 允 下 号 + 2 Jeer ,网 。《…712721 |atatagas |721722 


Tp 2 gp wb 


一 7 3 站 2 ee ‘haoNgde np' — 5 > gs， paNlaN pOag Opa’ 


a 2 a FS a ?2 2 
2 2 2 + 2 jgweunnp 一 六 [> 十 > legenans 
a>B a<p ap a<B 
= gop — gagsp nang (3 
ap 
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这 与 式 (3. 3. 15) 同 . 


其 次 计算 非 对 角 元 [图 3. 1(a) ”72; 一 721 一 1 > 7g = 二 0 ,1 过 ] ,二 站 


《0 
1 十 
二 让 提起 二 
2 4 
pl Ll il il 
+ 


= 地 DE DS" Cd — hd) Ca 


> > 站 
= (gui 5 Bul, 林 一 8 从， sji 二 gu, j) (一 1)=2” =i 


Cl 下 


= (gh — gi) (— De 
这 与 式 (3. 3. 16) 相 同 . 


练习 1 设 全 (1,2) 一 全 GD) 全 ee 则 


G3 2 Df fpsat abapa 
练习 2 在 一 些 文献 中 ,Fermi 子 的 二 体 相互 作用 
V= DVla,b) 


a<b 


在 粒子 数 表象 中 还 常常 写成 


二 v= 证 4 ,pa atapa。 
其 中 
TV Es Vp’,pa — Vegp',ap 
是 已 反对 称 化 的 相互 作用 矩阵 元 ,满足 
TV 


以 上 诸 式 中 [参见 3. 2 节 , 式 (3.2.12)] 


Vag,ps = (qu (q1) gg (q2),V(1,2) Gelgz) gq1)) 


3.4 坐标 表象 与 二 次 量子 化 


3.4.1 坐标 表象 


各 —— Vf,og 一 一 Yo 一 TV 


= 


(3. 3. 18) 


(3. 3. 19) 


(3. 3. 20) 


(3. 3. 21) 


(3. 3. 22) 


(3. 3. 23) 


考虑 有 自 旋 1/2 的 全 同 粒子 组 成 的 多 体系 . 单 粒子 态 取 为 PC 动量) 和 s.( 自 旋 
的 = 分 量 ) 的 共同 本 征 态 ( 采 用 箱 归 一 化 方法 确定 p 的 本 征 值 , 箱 体积 取 为 V), 令 


中 与 am 分 别 表示 相应 的 粒子 产生 与 潭 没 算 符 . 作 Fourier 变换 
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ft (7,5) 一 2 exp(— ip» r/#) + 


F VV 
(ip » r/#) 
(r,s:) 一 Ee hs A A (3.4.1) 
y 让 地 Qa ps, - 


y+ (r,sz) 和 4r's=) 分 别 表示 在 空间 点 产生 和 潭 没 一 个 自 旋 z 分 量 为 Sz 的 粒子 
的 算 符 . 理由 如 下 :试用 凡 (r,s,) 作 用 于 真空 态 |0) 上 ， 然后 投影 到 坐标 表象 的 基 
矢 上 去 , 即 | 
exp(—iper/#) ， 
>) /7 ap, |0> 
_ exp(—ip* 7/#) 
2 VV 


p 


r,s | gt (r,ss)|0) 一 (Ps 


/ / 
r,s | p,s:) 


exp[—ip。(r 一 7 )/#] 
= 之 人 Vy Oss, 
一 SC 一 3 (3. 4. 2) 
所 以 y+ (r,s,) 表 示 在 r 点 产生 一 个 自 旋 z 分 量 为 ;; 的 粒子 的 算 符 . 
对 于 无 自 旋 的 粒子 ,可 定义 


p+ Cr) 一 exp( 一 这。 Ci 
J a (3. 4. 3) 
pl p> exp(ip 。 A 
P VV 


gr (表示 在 "点 产生 一个 粒子 的 算 符 
利用 Bose 子 产生 和 淹没 算 符 的 基本 对 易 式 [ar ,az ] 二 6pp ,可 以 证 明 
')] > pip rp OA, ,oy 
vy expLip* (r—r)/#] 
和 之 
对 于 自 旋 为 1/2 的 粒子 ,利用 Fermi 子 产生 和 漂 没 算 符 的 基本 反对 易 式 [ay ， 
ar + 二 6pp' 6s ,类 似 可 以 证 明 


[pr ,Gt Cr 


= 6(r—r’) (3. 4. 4) 


[yr sa) ,gt r,s) = Hr—r D6 (3. 4.5) 
式 (3.4.1) 之 道 为 
i Jasr exp(ip* r/R + 人 
/有 (3.4.6) 
an = | dl i 
式 (3. 5. 3) 之 逆 为 
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at = Jar (7) 
加 fe exp(— ip。r/#) 0 
ap 一 |d7 0 PCr) 
利用 算 符 内 和光 或 的 和 9 可 以 把 全 同 粒 子 系 的 单 体 和 二 体 算 符 表示 如 下 : 
人 


T= 2 Pas Qps, 


/7 《1 . 到 一 1 a . 无) 攻 
本 Er farfar POP Tp (rs) fr’, se) 


2 5 Vexp(ip » r/#)。V “exp( 一 让 。r /#) 
一 直 |ardr >») 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


V pt r,s)r’ 5-) 


分 部 积分 后 ， 
T 二 起 去 | yd "2 wohip C—O. » Vor rss) » VY ,ss) 


= 去 [gra "Darr ) Vet r,ss) VYCr ,ss) 


Dew (rs » Vrsse) (3.4 8) 
对 于 无 自 施 粒子 ,类 似 有 
二 > aya, 一 | Vg! Cr。VpGCr)dr (3, 4. 9) 


通常 在 坐标 表象 中 ,一 个 无 自 旋 的 粒子 的 波 函 数 记 为 g(7) , 则 粒子 动能 平均 值 (分 
部 积分 后 ) 表 示 为 


Ro a 
T= | (7) p29 dr 一 | Ve’ (7r) » Vo dr (3. 4. 10) 
eo 4. 9) 3 4. 10) 形 式 上 相似 ,但 在 式 (3.4. 10) 中 gCr) 和 gq" (7) 为 粒 


7 


六 4. 3)]， 它们 作用 于 粒子 数 表象 空间 . 由 此 原因 ， 在 历史 上 把 此 理 
论 称 为 二 次 量子 化 . 除 此 之 外 ,并 无 其 他 特别 的 含义 . 在 全 同 粒 子 多 体系 的 描述 中 ， 


用 "粒子 数 表 饼 "… 词 们 和 更 确切 一 些 


2) 粒子 数 算 符 
N= Dakap, 人 (3. 4. 11) 
ps, 
利用 式 (3. 4. 6) 可 证 明 
= DE r,s) yer,s) = [dsrper) (3.4. 12) 


式 中 
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pe 2 (r,se) pr, ss) (3.4. 13) 
是 在 坐标 空间 粒子 的 密度 分 布 算 符 , 是 一 个 单 体 算 符 . 


3) 粒子 流 算 符 
J= 》 a (3. 4. 14) 
类 似 地 可 以 证 明 
T= |ari0) CA) 


式 中 
JjO7) = 走光 [yr (r,s2) Vyr, ss) ee (Vy (r,s:)) plr, se)] (3. 4. 16) 


是 在 坐标 空间 粒子 的 流 密度 算 符 . 
对 于 无 自 旋 粒 子 ,也 可 得 出 与 式 (3. 4. 11) 一 (3. 4. 16) 相 似 的 式 子 . 


3.4.2 无 相互 作用 Fermi 气体 


考虑 由 无 相互 作用 的 自 旋 为 1/2 的 粒子 组 成 的 Fermi 气体 . 设 er 为 Fermi 能 
量 ,ps 为 Fermi 动量 . 体系 的 基态 记 为 | 8) , 它 表示 能 量 e<es 的 单 粒子 能 级 已 为 
粒子 所 占据 ,而 es>er 的 单 粒子 能 级 则 完全 空 着 , 即 动量 空间 中 , |p| 志 ps (er 一 
pk/2m) 的 球 (Fermi 球 ) 内 的 单 粒 子 态 完全 被 粒子 填 布 ,而 球 外 (| p| > 如) 的 粒子 
态 则 完全 空 着 ,这 称 为 完全 简 并 Fermi 气体 . 设 粒子 系 所 处 空间 的 体积 为 V( 箱 归 
一 化 体积 ). 

令 t. 二 az.aps, 表示 单 粒 子 态 (p,s:) 上 的 粒子 数 算 符 ,在 |@) 态 下 ,其 平均 
值 为 


nn =(o | | Bo) = 人 lpl< pr (3.4.17) 
0， | pl > pr 
因此 ,粒子 总 数 为 
N= Dn 一 2 1 
Psz | p| <ps 
化 为 积分 
2V 4r ， 
一 2? VJ 一 符 闪 (3.4.18) 
由 此 可 得 出 Fermi 动量 与 粒子 系 在 坐标 空间 的 分 布 密度 n 二 N/V 的 关系 
三 一 和 一 3nfiin (3. 4. 19) 


不 难 验证 ,在 坐标 空间 粒子 的 密度 算 符 pr)[ 见 式 (3， 4.13)] 在 | ) 态 下 的 平均 值 
(Bo | pl7) | Bo) =n, 
» 144。， 


《Gu | pC7) | Bo) = (Do | We (r,ss) yr»s) | 加》 
_ "exp( 一 pr/# 十 ip 。r/#) 
2 7 
3 exp( 一 ip。r/ 十 ip 。 r/)} 


pp’T ps 
PP V 


-De -党 -， 
1. 单 粒 子 密度 矩阵 


(Do | ag,aps, [|Bo)» 


(3. 4. 20) 


作为 上 式 的 推广 ,考虑 非 对 角 元 ,定义 单 粒 子 密度 矩阵 (one-particle density 


matrix) 如 下 
Gs, Cr 一 站 ) = |p Cr,s) yr ,se) | Bo) 
一 人 ezp[ 一 ip rp *r)/# 
2 7 
一 ijp.(r 一 rz )/ 
3 exp[ 1p r)/ ,, 
p 


化 为 积分 ,得 
exp[ 一 i 认 。(r 一 7 )/ 岂 


| 和 


-二 “HD )2 dk 


|r—r 
其 中 kp 二 pp/ 枯 ” 令 et , 则 


利用 式 (3. 4. 19) ,得 


G, (| rr |) 一 深 sinx ee 


G,(|r-r'D)In/2 


Opp' Tps, 


(3. 4. 21) 


(3. 4. 22) 


(3. 4. 23) 
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它 随 | 7 一 天 | 的 变化 ,如 图 3. 3 所 示 . 不 难 证 明 , 当 zx->0( 即 r>r ) 时 ， 
G(r 一 |) 心 如 [1 一 和 Crlr 一 "1)* | 号 (3. 4. 24) 
在 此 极限 情况 下 ,一半 粒子 的 自 旋 .二 1/2, 另 一 半 粒 子 s. 二 一 1/2. 
2. 二 粒子 关联 函数 


考虑 一 个 Fermi 子 多 体系 ,处 于 基态 | ), 试 求 在 r 点 找到 一 个 粒子 ( 自 旋 为 
s-) 而 同时 在 ~ 点 找到 另 一 个 粒子 ( 自 旋 为 s,) 的 概率 . 
显然 ,yr,s.)|@) 三 |B(r,s.)) 表 示 把 自 旋 投 影 为 *。 的 一 个 粒子 在 ~ 点 淹没 
后 的 (N 一 1) 个 粒子 体系 的 状态 . 在 此 态 下 , 求 粒子 ( 自 旋 投 影 s) 在 r 点 的 空间 
密度 ， 
(Br,52) | Gt Cr sss) pr ,ss) | Br,s,)) 


一 (Go | 六 (r,s2) pt (r,s pr ,ss) fr, ss) | Bo . (3. 4. 25) 
用 式 (3.4.1) 代 入 , 它 变 为 
声 忆 (|eagiar 1G5。》 (3. 4. 26) 
了 PP99 
把 上 式 表示 成 
ny 
(2) Bsus (rT—7) (3. 4. 27) 


Ess, (r 一 r) 称 为 二 粒子 关联 函数 (two-particle correlation function) ,用 以 刻画 两 
个 粒子 的 关联 (一 个 粒子 自 旋 为 s., 在 r 点 , 另 一 个 粒子 自 旋 为 5, 在 r 点 ). 
对 于 s. 隆 5 情况 , 式 (3.4. 26) 中 必须 p' 二 p,q 二 q, 否 则 矩阵 元 为 0. 此 时 
n 


2 
($F) gw 一 rm = 声 2 (Bo |akab agan, |o) 
pq 


声 了 > Jam 7zar。 Ny (3. 4. 28) 
pq 


但 n, 二 ny 二 n/2, 所 以 
gis (Tr—r)=1 (ss) (3. 4. 29) 

这 表明 :在 r 点 找到 一 个 粒子 ( 自 旋 投影 ;,) 而 且 同 时 在 7 找到 另 一 个 粒子 ( 自 旋 投 
影 :天 so) 的 概率 与 | r 一 ”| 无关 ( 由 于 s, 关 5 ,Pauli 原理 对 粒子 在 坐标 空间 的 分 布 
没有 限制 ) ,此 结论 与 经 典 无 相互 作用 的 气体 分 子 体 系 的 情况 相同 . 

对 于 “一 ,必须 考虑 到 Pauli 原理 . 在 式 (3.4. 26) 中 ,如 p= 二 gq 或 p’ 一 gq , 则 
和 矩阵 元 为 0, 只 当 p 一 p',q 一 q ,或 p 二 q ,p 一 q 时 才 有 贡献 . 因此 

(Do |akat,aysays, |®o) = (bpp bor — dpg' pg) (Bo | ab a ps a .ag |Bo) 
= (pp’ gg’ 一 Sor Sro ) nips, ngs, 
所 以 
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2 
(9 ss, (r—r’) = 3 { 代 一 exp[ 一 ip 一 qg) 。 (r—r) /kh }npg ms。 
pq 


| =( 至 ) —[G, (r—r) (3. 4. 30) 
因而 [利用 式 (3. 4. 23)] 
gr 一 r) =1— 六 Csinz a 
z=kr|r—r | (3. 4. 31) 
如 图 3.4 所 示 , 当 s.=*4 时 ,两 个 Fermi 子 靠近 (|r 一 r | 一 0) 的 概率 为 0, 这 是 


波 函 数 交 换 反对 称 性 的 反映 ,表现 为 粒子 之 间 的 一 种 排斥 力 , 这 纯 属 量子 力学 
效应 . 


Sue(rr "|) 
1 


jz 


图 3.4 二 Fermi 子 关联 函数 


3.4.3 无 相互 作用 无 自 旋 粒子 多 体系 


作为 对 比 , 考 虑 由 无 相互 作用 无 自 旋 粒 子 组 成 的 多 体系 . 设 此 Bose 子 体系 处 
于 状态 
|@) = | np ny, ***) (3.4. 32) 
粒子 空间 分 布 密度 为 


‘Slop ID = (Bl pn |B) = Dn = N/V 一 (3.4.33) 


与 经 典 粒子 体系 以 及 Fermi 子 体系 [ 见 式 (3.4. 20) ] 都 相同 . 

下 面 考 虑 二 粒子 关联 函数 . 可 以 预料 ,其 行为 与 Fermi 子 体系 很 不 相同 . 注意 ， 
式 (3.4. 26) . 式 (3.4. 27) 形 式 上 对 于 Fermi 子 或 Bose 子 都 适用 . 但 对 于 无 自 旋 粒 
子 ,矩阵 元 ($B|atatayay 18), 只 当 p 王 p,q 一 q 或 p=q ,p' 一 9 才 不 为 0. 但 了 一 4 
或 p 取 q 都 是 允许 的 . 对 于 p 关 9q 情况 ,矩阵 元 表示 为 

(1 — 6pa)L 6pp’ og ‘| azQaz zasap |@) 十 Sor ‘Spa 55| apatapay 16)] 
=(1— 6,0) CBpy dag + Bpy' Hye npng (3. 4. 34) 
对 于 p 王 gq, 和 矩阵 元 可 表示 为 
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pg dpp’ Say DB] atatagas |B) = dp pp Soy (B| as aat — 1)ap |®) 
一 So dag np C719 — 1) (3. 4. 35) 
与 式 (3. 4. 25) 相 应 的 表示 式 为 [利用 式 (3. 4. 3)] . 
(Dlgt ot Cr opr) pr) | GD) 
= 产 2 exp[ 一 ip 一 9) 。r/ 天 一 i(q 一 gq )。r /下 ] 
PP99 


[sw Spp’ dag Nip Nap 一 1) 十 (Ser3or + Spg’ Syg — Spg Spp’ Sag’ — Spq Spq’ pg ) npng | 
-页 | a 

Vl i 

十 Dyexp[—i(p— gq) * (r—r)/fjnomo —25)n?) 

pq Pp 
1 1 1 ; / 2 

= (5 2) (3 >) | 之 疡 exp[ 一 ip 。 人 ) /jn 
1 
一 7 > npn 1) (3. 4. 36) 

Vi 之 p\?lp 


与 式 (3. 4. 30) (Fermi 子 多 体系 ) 比 较 , 不 同 之 处 在 于 : 式 (3. 4. 36) 中 第 二 项 为 十 号 
(反映 Bose 子 波 函 数 交 换 对 称 性 ) ,而 第 三 项 来 自 可 以 有 多 个 Bose 子 处 于 同一 个 
单 粒子 态 ,是 Fermi 子 体系 所 不 允许 的 . 下 面 分 析 两 个 特例 . 

例 1 设 所 有 Bose 子 均 处 于 同一 个 单 粒 子 态 ( 例 如 po), 则 式 (3.4. 36) 简 化 为 
AS 一 1]1) 


1 
nn (ny 1) 
Fm 


击 exp[ 一 ip* (r—r)/tj]n, 


二 1 


形 十 形 一 声 NCON+ 1) = (3. 4. 37) 


例 2 设 粒子 填 布 呈 Gauss 型 ， 
np 一 Cexp[—a(p— po)*/(2t2)] = Cexp[—al(k— ko)?/2] (3. 4. 38) 
波 包 中 心 在 po,C 为 归 一 化 因子 . 设 箱 归 一 化 体积 Vco (但 保持 N/V 二 为 常数 ), 则 式 
《3.4. 36) 中 最 后 一 项 (只 有 一 个 求 和 号 ) 比 前 两 项 小 得 多 [OC(1/V)], 可 略 去 , 式 (3. 4. 36) 中 第 
二 项 化 为 积分 . 最 后 得 
《下 | gt (gt a 0 | Gy 


一 7 ed es 二 Eien[— ip* (r—r)/h—a(p— po)’ /ep]| 
一 尼 十 C | dh exp[— a Pa 2 
= [1 exp[— (r—r)?/a] (3. 4. 39) 
令 
(下 | gt Dot ror pn | DB =nig(|r—r |) (3. 4. 40) 


g(|r 一 x |) 随 | 一 r | 的 变化 见 图 3.5 . 式 (3.4. 39) 中 第 二 项 来 自 波 函 数 的 交换 对 称 性 . 由 于 它 
的 出 现 , 当 |r 一 r | 一 0 时 ,g(|r 一 r|) 一 2, 而 当 |r 一 r | 一 0, 第 二 项 消失 ,g(|r 一 r | ) 一 1. 这 
表明 Bose 子 有 互相 靠近 的 趋势 ,与 Fermi 子 正好 相反 (比较 图 3.4 与 3. 5). 
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图 3.5 无 自 旋 二 粒子 关联 函数 


3.5 Hartree-Fock 自 洽 场 , 独 立 粒 子 模型 


多 粒子 系 的 Schr6dinger 方程 的 严格 求解 ,实际 上 是 不 可 能 的 . 实际 问题 中 总 
需要 采用 某 种 近似 模型 和 近似 计算 方法 . 在 这 些 近似 模型 中 ,应 用 最 广泛 的 是 独立 
粒子 模型 , 即 假设 粒子 独立 地 在 某 种 平均 场 中 运动 ， 此 平均 场 当 然 是 由 其 余 粒 子 所 
提供 (一 般 说 来 ， we ee 


os 0 0 0。 0。 。 。 0。 。 。 。 。0 。0 。 
0 。 。 。 »。 。 


tion) , 即 未 能 在 平均 场 中 反映 出 来 的 粒子 之 间 的 相互 作用 ,考虑 进去 . 

金属 电子 论 中 最 简单 的 独立 粒子 模型 , 即 Fermi 气体 模型 ( 卷 I,14. 4 节 ). 对 
于 晶体 ,周期 场 近似 和 能 带 论 是 很 有 用 的 ( 卷 I,3. 8 节 ). 原子 物理 中 的 电子 壳 模 
型 ,对 阐明 元 素 化 学 性 质 的 周期 律 是 很 成 功 的 ( 卷 I,9. 5 节 ). 原子 中 的 电子 壳 模 型 
势 可 以 用 Hartree-Fock 自治 场 方 法 来 计算 0. 后 来 ,此 法 又 被 广泛 用 于 原子 核 的 壳 
模型 势 的 计算 . 建立 在 变 分 原理 基础 上 的 Hartree 自治 场 方法 ,已 在 卷 1,14.1.3 
节 中 讲 过 了 . Hartree 方法 中 ,未 计 及 全 同 粒子 波 函 数 的 交换 对 称 性 . Fock 对 Har- 
tree 方法 做 了 改进 ,考虑 了 Fermi 子 多 体系 波 函 数 的 交换 反对 称 性 . 下 面 我 们 来 介 
绍 Fock 的 自 洽 场 方法 . 显然 ,采用 粒子 数 表 象 来 讲述 Fock 方法 是 很 方便 的 . 但 为 
使 读者 先 有 一 个 较 形 象 的 理解 , 先 在 大 家 熟悉 的 坐标 表象 中 来 讨论 . 

考虑 由 六 个 全 同 Fermi 子 组 成 的 多 体系 . 设 粒 子 之 间 有 二 体 相 互 作 用 , Ha- 
milton 量 表示 为 - 


-DW Vr) (3.5.1) 
i i 


@D D. R. Hartree, Proc. Camb. Phil. Soc., 24(1928),111. 
V. Fock, Z. Phys., 61(1930), 126; J. C. Slater, Phys. Rev., 35(1930), 210. 
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设 多 体系 的 试探 波 函 数 表示 成 独立 粒子 波 函 数 y; 的 乘积 形式 ,并 计 及 交换 反对 称 
.性 , 即 表 示 成 Slater 行列 式 的 形式 

fq) hq)" ph (gn) 

me golq1) 内 (qz) *** fo (qn) 


V(1,2,.%,N) = 
VN! 


(3. 5. 2) 


JN (qi1) pn (qs) *** Jn (qn) 
此 表示 正 交 归 一 化 的 单 粒子 态 ， 待 求 . 在 上 述 多 体 波 函 数 形式 之 下 ,能 量 平均 值 为 


H = (Cy, HY) 一 一 在 5 dy on Vg) 
+ 十 号 了 aeacw: DP Vr pp) 


过 二 } 5 Dares: DE IVOI I YT) (3.5.3) 


这 里 已 假定 相互 作用 与 粒子 自 施 无 关 ， 所 以 自 旋 部 分 波 函数 没有 明显 写 出 . 按 变 分 
原理 , 设 单 粒子 态 gCyr ) 做 微小 变化 ,六 一 鼎 十 3 大 一 必 十 3 和 ,在 保证 归 一 化 
条 件 


(gi, yi) 二 1， 1 一 1,2,… (3. 5. 4) 
之 下 ;要求 互 取 极 值 (条 件 极 值 ) , 即 
5H— Deidygi,h) 一 0 (3. 5.5) 


si 为 Lagrange 乘 子 . 利用 式 (3. 5. 3) ,可 求 出 
洒 一 一 起 5 | ara Cr) Vpn) 


到 | drdr (Lop? DY 0) + Op Cr ) VY) Cr)} 


和 > Darar {Loyr Dr) FR TE Cr Vy Dy 7))} 
2 


十 复 共 配 项 
-5) |drag vpn + ED arar oy Oy Vy) 
i 
一 >) Darar'ye Cr) 好 (Cr VC ) 力 Cr) 十 复 共 邦 项 (3.5.6) 
2 


把 式 (3. 5. 6) 代 入 式 (3. 5. 5) ,考虑 到 8yr* 与 4 是 任意 的 ,由 此 可 得 出 下 列 方程 及 
其 复 共 斩 方 程 
-vp + 5 ay Vy gr) — 5 fay Vr gn 
4 Fe Pre 
=epi(r) (3. 5.7) 


此 即 Fock 自治 场 方程 . 与 Hartree 方程 相 比 ,不 同 之 处 在 于 式 (3. 5.7) 中 出 
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现 了 势能 作用 的 交换 项 , 它 是 由 于 波 函 数 的 交换 反对 称 性 所 导致 的 . 式 (3. 5.7) 左 
边 第 二 ,三 两 项 中 的 立 可 以 换 为 站 ,因为 j=i 时 两 项 互相 抵消 ,所 以 式 (3. 5.7) 
可 改写 成 i(#0) j 

起 Vy (7) + diUG,r pr) = epi(7) (3. 5. 8) 


其 中 
Be ar—r) Batver,r) [gO DVoe rg Om) 
| | (3. 5. 9) 
定义 密度 矩阵 (密度 算 符 在 坐标 表象 中 的 矩阵 表示 )》 
or ,7) 一 (rpolr“) = 2 rip) ly | = 2 (rr) (3.5.10) 
其 对 角 元 为 
p77) 一 2 1g nl (3. 5. 11) 
不 难 验证 


P=p (3. 5. 12) 
因为 


orlp lr =|atrlplr) (rlplr’) 
=|at Dy Op Cr gl) 
jk 


= 6ng; DR TD) = Op rp) = (rlolr’") 
式 (3.5.9) 可 改写 成 | 
Us) =8r—7) dtV ers ps — Vrsr pr sr) (3.5.13) 
以 上 理论 形式 有 一 个 缺点 , 即 不 能 明显 回答 所 得 结果 的 近似 程度 有 多 好 ? 


化 形式 来 表述 . 这 里 要 用 到 一 个 有 用 的 数学 定理 , 即 Wick 定理 ( 见 本 节 末 附录 ). 
利用 它 , 可 以 把 二 体 相 互 作用 中 的 单 体 算 符 项 挑 出 来 ,并 把 略 去 的 二 体 算 符 部 分 明 
显 表 示 出 来 . 

按 人 Hamilton 和 


H= 2 Twat ay 十 一 1 DY Vwat atayay (3. 5. 14) 

4 人 
式 中 V。 “是 已 经 反对 称 化 了 的 二 体 相互 作用 矩阵 元 [ 见 3.3 节 , 式 (3. 3.21)], 即 
Vy 二 一 Vi =— Vpy = Vy (3. 5. 15) 
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设 | 表示 Fock 真空 态 ( 见 本 节 末 附录 ) , 按 Wick 定理 
axayavaz —(|atay |)(|atay |» 

sa 人 和 

“二 + (latay|) :atay: 

+ 《latay|) :atay : 

人 |atay | :atay: 

— 《|atay|) : atay: 

十 : axavavay: 《正规 乘积 项 ,无 编 缩 ) (3. 5. 16) 

代入 式 (3. 5. 14) ,利用 Vs 的 对 称 性 式 (3. 5.15), 可 以 看 出 ,完全 编 缩 项 (常数 

项 ) 中 的 两 项 可 化 成 同一 形式 ,一 次 编 缩 项 ( 单 体 算 符 形式 ) 中 的 4 项 也 可 化 成 同一 
形式 . 然后 利用 


(一 次 编 缩 项 ) 


: atay := atay — (|atay |) (3.5.17) 
把 五 中 的 常数 项 , 单 体 算 符 项 和 无 编 缩 项 ( 仍 为 二 体 算 符 形 式 ) 分 开 写 出 
珀 一 羡 马 Vy Natay |) |atay|» (常数 项 ) 


和 十 之 Vs 人 ataev|)]atay ( 单 体 算 符 项 ) 


3 t DV atatavay : (剩余 二 体 作用 项 ) (3. 5. 18) 
式 中 对 人 的 能 谱 无 影 响 . 


oo。 0。 .0 0 .0 .0 。0 。0 .0 +。 
ee 


Ty 十 Vogt |atay |) = 88 (3. 5. 19) 
则 有 许多 方便 之 处 ,上 式 即 Fock 方 程 
引进 密度 矩阵 
pis = (|atay |) (3. 5. 20) 
则 Fock 方程 可 改写 成 
Ty +U, = ed (3. 5.21) 
式 中 
Uw = = oy Vo ,Dus (3. 5. 22) 


Fock 方程 (3. 5. 19) 或 (3. 5. 21) 的 自 洽 性 是 明显 的 ， 因为 方程 中 出 现 了 Fock 
真空 态 ( 见 本 节 附 录 ) 


= 了 lo (3. 5. 23) 


这 里 | 0 表示 裸 真空 (bare vacuum ) ， |) 则 表示 Fermi 面 之 下 的 所 有 单 粒子 态 都 已 
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被 粒子 填 布 的 状态 ( 往 后 为 清楚 起 见 , 在 Fermi 面 之 下 的 单 粒 子 态 用 i,j,… 标 记 ， 
而 Fermi 面 之 上 的 记 为 1,m,…), 但 要 知道 这 些 单 粒子 态 ,还 有 待 于 求解 方程 
(3. 5. 21), 这 只 能 用 迭代 (iteration) 方 式 去 逐步 逼近 ,最 后 达到 自 洽 . 


ee 


N 
pis = (| atay |) = dw 2 ds (3. 5. 24) 
即 
1 2mN: 
1 1 
1 
a , i; 0 
| ey 
0 0 
显然 
P=p : (3. 5. 25) 


在 Fock 基 中 ,常数 项 表示 为 
1 
3 wv Ou 2. py ® 0 D3 aa 
国 


EA (3. 5. 26) 
而 Hamilton 量 表示 成 
H= Deata,—D Vs tVe = HtVe (3.5.27) 
其 中 N 
RT Ve 
四 | (3. 5. 28) 
I DV : atatayay : (3. 5. 29) 


Vis 是 一 个 二 体 算 符 . 表示 粒 (residual interaction). 在 真空 


0 。 。 。 。0 。 


态 下 ,|V| )==0, 而 在 激发 态 下 ,Vs 平均 值 并 不 为 零 . 作为 近似 ,在 Fock 自治 场 
理论 中 ， V 被 略 去 了 ， HHo, 


= Senta,— 15, 避 (3. 5. 30) 
此 时 ,基态 能 量 为 
N N 
FE, = (| Hol|)» 一 De —FD Vs.s (天 De) (3. 5. 31) 
i 一 1 地 i=1 


利用 
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LHo,at |] = eat, [Ho ,a,|] =— ea, (3. 5. 32) 
容易 求 出 Ho 的 各 激发 态 的 能 量 . 例如 ,有 一 个 粒子 和 一 个 空 穴 (1ph) 的 态 , 记 为 
az ail 》 
Hoata;|) = (Eo te — ei)ata;|) | (3. 5. 33) 
而 二 粒子 - 空 穴 (2ph) 态 aiia#aiaj|) 相 应 的 能 量 本 征 值 为 Eo 十 ei 十 en 一 e; 一 e; 


附录 


1) 正规 乘积 

算 符 A.B.C、.D… 代 表 Fermi 子 产生 或 淹没 算 符 . 算 符 乘 积 ABCD… 的 正规 乘积 (normal 
product) 记 为 : ABCD… : ,规定 如 下 : 

| 0 信人 不 为 0 的 算 符 放 在 左边 . 


ee 
ee 


关于 真空 态 ,有 两 种 常用 的 选择 ， 
(i) 选择 真空 态 为 裸 真空 (bare vacuum) | 0》. 此 时 ,正规 乘积 要 求 把 潭 没 算 符 放 在 右边 , 产 
生 算 符 放 在 左边 . 例如 


atap :二 atap 
: qu 二 :一 一 中 ao 
: ata# := ata# 
: atapa} :=—— atatag = atatag 


(iD 选择 真空 态 为 Hartree-Fock 真空 | ). 对 于 由 N 个 Fermi 子 组 成 的 体系 ， 
| = |j&…)= le: 10> 
这 里 把 Fermi 面 之 下 的 NN 个 单 粒 子 态 记 为 i、j、k、… .而 Fermi 面 之 上 的 单 粒 子 态 记 为 lL.m、n、 


…. 显然 ， 
al) = 0, an|〉 二 0， 


而 考虑 到 Pauli 原理 ， 
地 | 一 0， all)=0, 
不 角 定 义 准 了 和 和 
a 一 at ， a= a, 
但 
at = di, ai = at, 
则 


@|〉 = 二 0( 不 论 y 在 Fermi 面 之 上 或 之 下 ) 
此 时 正规 乘积 的 构成 法 则 同 (i ,例如 


: at atajam :一 : af aiaf am :=— atataiam =— at ajat am 
车 直接 从 粒子 算 符 来 运算 ,应 记 住 把 ai 放 aj 之 右边 ( 因 at|)=0) ,所 以 
: afatajam :=— atajatam 
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2) 缩 并 
两 个 算 符 A 与 B 的 “ 缩 并 ”(contraction) , 记 为 AB, 定 义 为 


AB = (| AB|) 
它 是 一 个 数 ,不 再 是 算 符 ， 所 以 
: ABCD… :=AB : CD:. :一 (|4B|) :CD… : 
三 一 | 
: ABCDEF … :一 一 : AC BEFDE... :一 一 AGC BF : DE… : 


=—(|AC|)(|BF|): DE…: 
显然 , 缩 并 只 能 在 产生 和 漂 没 算 符 之 间 进 行 ,否则 为 0. 因为 


r 一 
atat = (|at at+|)=0, wa,=(|wa|)=0 


3) Wick 定理 

借助 于 正规 乘积 和 缩 并 概念 , 算 符 乘积 可 以 表示 成 更 方便 的 形式 ,使 计算 其 矩阵 元 (特别 是 
平均 值 ) 容 易 进行 . 先 讨 论 两 个 算 符 乘积 的 情况 . 两 算 符 乘 积 AB 经 过 换 位 变 成 正规 乘积 后 ,可 
能 出 现 一 个 常数 , 记 为 CCAB) , 即 

AB =: AB :十 CCAB) 
上 上 式 对 真空 态 求 平均 ,注意 到 (| : AB : | )=0, 所 以 CCAB) 二 (| AB|) 一 4B, 这样 
AB =: AB :+ AB 

更 一 般 的 情况 ,有 一 个 Wick 定理 (可 用 归纳 法 证 明 ,从 略 ) 


ABCD… 一 : ABCD… : (不 含 缩 并 项 ) 
[Wm (sd (| 
十 : ABCD… :十 : ABCD… :十 … 十 : ABCD.… : 
eh ( 含 一 次 缩 并 项 ) 
呈 
十 : AB CD… :十 … ( 含 二 次 缩 并 项 ) 
下 ( 含 多 次 缩 并 项 ) 
例如 ， 
一、 中 
ABC =: ABC :十 ABC — ACB + BCA 
又 如 二 体 作用 中 
[mn [en 
atatayay =: atatayay :+atay : atay :+atay : atay : 
m+ r mm mn 
—atay : atay :—atay : atay :+atay atay —atay atay 


显然 ,计算 真空 态 下 的 平均 信 时 ,只 有 完全 缩 并 项 才 有 贡献 [正规 乘积 在 真空 态 下 平均 值 必 
为 0). 


3.6 对 关联 ,BCS 波 函 数 , 准 粒子 


考虑 全 同 Fermi 子 体系 ,假设 粒子 之 间 有 对 相互 作用 (pairing interaction). 先 
讨论 一 个 简单 情况 ,假设 单 粒子 能 级 。 为 二 重 简 并 , 即 单 粒 子 态 v 及 其 时 间 反 演 态 
。 155 。 


六 或 记 为 一 由 同属 于 能 级 .0. 设 体系 的 Hamilton 量 表示 为 
H= H,,+Hsp (3. 6. 1) 


H,, 3 De, ata, 十 aia;) E> Deh, 
JP0 


Hp 一 一 Gy>， StS, 
St = atat, S, 一 aa， 
瓦 * 为 单 粒子 部 分 Hamilton 量 , Hp 为 对 相互 作用 ,多 =(ata, 十 oa ) 为 单 粒子 能 
级 s 上 的 粒子 数 算 符 ,S+ 和 S, 是 能 级 e, 上 的 粒子 对 产生 和 淹没 算 符 ,G>0 为 对 
力 强度 (吸引 力 ). 对 力 是 一 种 非常 短程 的 非 局 域 的 (non-local) 相 互 作用 ,在 某 些 方 
面 与 二 体力 (ri 一 rs) 有 相似 之 处 2. 但 即使 对 于 这 样 简单 的 相互 作用 的 多 粒子 系 ， 
Schr6dinger 方程 的 严格 求解 ,一 般 说 来 也 是 极为 困难 的 ,需要 采用 近似 方法 . 以 下 
先 用 变 分 法 来 近似 求解 ,然后 介绍 准 粒 子 概念 . 
设 体系 的 基态 试探 波 函 数 (BCS 波 函 数 )@9 取 为 
10>= [Co 二 VS+)10) (3.6.2) 


区 十 凤 王 1 (UV 实数 ) (3. 6. 3) 
其 中 V,( 或 U,) 作 为 变 分 参数 . 此 试探 波 函 数 所 描述 的 态 ,粒子 数 是 不 确定 
的 @. 试问 :这 种 粒子 数 不 确 定 的 状态 与 具有 确定 粒子 数 的 实际 体系 有 什么 关系 ? 
在 最 佳 的 情况 下 也 只 能 要 求 在 0 六 态 下 粒子 数 从 = 多 介 ,的 平均 值 等 于 体系 实际 


的 粒子 数 No , 即 


N=<0|lN|I0S= Ni (3. 6. 4) 
这 样 ,问题 就 归结 为 一 个 条 件 极 值 问题 , 即 变动 参数 V,(U,) ,使 
5H—A8N=0 (3. 6.5) 


4 为 Lagrange 乘 子 .为 此 , 先 计算 万 与 六 .利用 代数 恒等式 


Q@ 例如 ,自由 粒子 ,动量 本 征 态 | p) 与 | 一 p) 互 为 时 间 反 演 态 . 轴 对 称 ( 对 称 轴 取 为 = 轴 ) 势 场 中 粒子 的 
角 动量 (72 ,7j=) 的 本 征 态 |7,2) 与 |7, 一 2) 互 为 时 间 反 演 态 . 

@ 例如 ,它们 给 出 的 能 谱 有 相似 之 处 . 参阅 : A，de Shalit and H. Feshbach, Theoretical Nuclear 
Physics, Vol. 1, Nuclear Structure (John Wiley 了 Sons) ,1974, p，289. 曾 谨 言 . 孙 洪 洲 ,《 原 子 核 结构 理论 》 
(上 海 科技 出 版 社 ,1987),p，260. 

@ J. Bardeen, L. N. Cooper and J. R. Schrieffer, Phys. Rev., 106(1957),162; 108(1957) ,1175. 


@ 令 6=VwDD,, 则 |10))= (Ito)IIa+esb |0》 
0 人 


= ( ITu) [0 十 De,St 十 DoesStSt 十 …]|10》 
o ， 罗 


上 式 […J] 中 第 一 项 是 无 粒子 的 状态 ,第 二 项 代表 有 一 对 粒子 的 状态 ,第 三 项 代表 有 两 对 粒子 的 状态 …. 所 以 
BCS 波 函 数 描述 的 态 的 粒子 数 是 不 确定 的 . 
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[A,BC]= [4,B]C 一 BLA,C]+ 
LAB ,C] ALB,C]+ 一 LA,C] B 
以 及 Fermi 子 产 生 和 淹没 算 符 的 基本 对 易 式 ,容易 证 明 
[全 ,Sy ] 23wSy 
Ln,,S,] =— 26,5, 
LS,,St] = (1— Ah,)6, 
由 此 可 以 计算 出 ( 注 1) 


( 注 1) 
N=D)01f,10) = Bol TO,+VS)A, UO, +Vst) | 0) 
A p w 


= D0|U, +VS)AR,U, + VSt)|0)= DVi(0|S,A,St |0) 
£ 用 

= Vi(0|S, Sth,+25)10) 一 2>7V2 
A £ 


H=de(|A,|10))—G>) 0|StS,|0)) 
vy py 


(3. 6. 6) 
(3. 6.7) 


(3. 6. 8) 


(3. 6. 9) 


(3. 6. 10) 


=—2 ye 有 一 GAU 十 也 SS +V,St) » (U, +V,S,)S,(U, 十 VS+)10) 
y py 


-2 -GDUVUV =2 ev: —G( Duv,) 
vy py y vy 


所 以 
H =H-aN = 六 2 一 0) 有 一 G( U,V,) 
条 件 极 值 式 (3. 6. 5)6 玉 ' ==5 豆 一 X*5N=0, 可 表示 为 


aH’ 
aV, 


6V, = 二 0 
5V, 是 任意 的 ,所 以 


了 一 0 〈 对 所 有 少 
用 式 (3. 6, 11) 代 人 上 式 ,得 

Se VV DY 
由 式 (3. 6.3) ,UU, 二 (1 一 V2) 芭 ,有 


9 a 9 1 _Vyy 一 二 
a UV) Ut Vi) (2 — Vi)/U, 


(3. 6. 11) 


(3. 6. 12) 


(3. 6. 13) 
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代 人 式 (3. 6. 13) ,并 令 
4A 一 G>)UV (3. 6. 14) 


2(e — U,V, = A — Vi) (3. 6. 15) 
(4 的 物理 意义 , 见 后 . ) 上 式 平方 ,利用 厂 十 Vi 二 1, 得 
4(e, 一 人 )2U2V2 = A (1 — 4U2Vi) 


即 
4UiVi[(e,—A)?++A:]=A? 

令 

= VCe 一 05 十 4 (3. 6. 16) 
则 得 

2U,V, = A/E, (3. 6.17) 
代入 式 (3. 6. 15) ,得 

Vi= (0,—N/E, (3. 6. 18) 


联合 忆 十 V2 一 1, 可 得 
et 
-3| 


6 一 A 1 (es, — A) 
E- i + 
SM ke RS A et. ES 
v=3[ E, le 让 | 
此 即 BCS 试探 波 函数 , 式 (3. 6. 2) 中 的 参数 U, 和 V, 的 解 . 其 中 有 两 个 待定 量 , 即 4 
与 A, 可 由 式 (3. 6. 4) 与 式 (3. 6. 14) 确 定 . 按 式 (3. 6. 4) 与 式 (3. 6. 9) ,有 


(3. 6. 19) 


22Vi=N, (3. 6. 20) 
即 
2 br No (3. 6. 21) 
用 式 (3. 6.17) 代 入 式 (3. 6. 14) ,得 
G2 (3. 6. 22) 
联合 式 (3. 6. 16) ,得 
0 (3. 6. 23) 


VC 一 二 全 G 
对 于 给 定 的 Fermi 子 体 系 (CN 给 定 ), 根据 单 粒子 能 级 es 的 分 布 情况 , 由 式 
(3. 6. 21) 及 式 (3. 6. 23) 联 立 求解 ,可 定 出 和 A 的 值 . 然后 代入 式 (3. 6. 19) , 即 可 
求 出 U, 和 也 ,从 而 定 出 BCS 试探 波 函数 , 式 (3. 6. 2). 
由 式 (3. 6. 20) 不 难 理 解 , V* 表示 单 粒子 能 级 6 被 粒子 对 占据 的 概率 ,因而 
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成 二 1 一 光 表 示 e, 能 级 空 着 的 概率 . 由 式 (3. 6.14) 可 知 , 当 G-~0( 对 力 消失 ) 时 ， 
A->0(A 的 物理 意义 将 在 后 面 讨论 ). 此 时 , 按 式 (3. 6. 19) ,有 

1 9》 [3 A 

从 一 (人 

0， 6 > 
即 s,<< 的 单 粒 子 能 级 完全 被 粒子 对 填 满 ,而 ,二 4 的 能 级 则 完全 空 着 . 这 种 分 布 
称 为 完全 简 并 的 Fermi 分 布 (图 3. 6 中 虚线 所 示 ). 所 以 具有 Fermi 能 量 的 意义 . 
在 有 对 力 的 情况 下 (G 关 0),Fermi 体系 的 基态 |10 污 的 VV 随 e, 的 分 布 如 图 3.6 中 

实 线 所 示 . G 傅 大 ,Vi 偏离 简 并 Fermi 分 布 愈 厉害 . | 

到 
1 


(3. 6. 24) 


0.5 


可 以 证 明 , 在 |0 污 态 下 ,粒子 数 的 涨 落 为 
A -[ (二 部下 到 (MN — NY a 2 Sv” 


=4[> rm . (3. 6. 25) 
它 是 由 于 采用 BCS 方法 来 处 理 对 力 所 引 起 的 . 当 粒 子 数 很 大 (No 一 oo) 时 ,可 证 明 
AN/No->0, 粒 子 数 不 确定 的 问题 并 不 严重 . 所 以 BCS 方法 对 于 处 理 金属 中 电子 的 
超 导 现 象 是 一 个 很 成 功 的 理论 . 
众所周知 ,用 变 分 法 处 理 体 系 的 基态 ,相对 说 来 比较 容易 ,而 处 理 激发 态 则 比 
较 繁琐 . BogoliubovQ 与 Valatin@ 在 数学 上 进一步 发 展 了 BCS 方法 ,他 们 引进 了 
粒子 - 准 粒子 变换 (或 称 Bogoliubov-Valatin 变换 ) ,用 准 粒 子 激发 的 概念 来 方便 地 
描述 超导体 的 激发 谱 , 令 
at = U,at —V,a; 
o = U,as+V,at (3. 6. 26) 
+Vi=1 (U,V, 实 ) 


® N. N. Bogoliubov, Nuovo Cimento, 7(1958), 794; XRT®,34(1958),58,73. 
Q@ J. G. Valatin, Nuovo Cimento, 7(1958), 843. 
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或 简 记 为 
at » —V,]/at 
C 的 C ) 


mw (ww) 是 准 粒子 产生 (淹没 ) 算 符 . 式 (3. 6. 26) 之 逆 为 


= Uat 十 Von 
六 = Ua Vat (3. 6. 27) 
根据 Fermi 子 产生 和 淹没 算 符 at .ww .of .ww 的 基本 反对 易 式 ,容易 证 明 准 粒子 产 
生 和 漆 没 算 符 也 满足 同样 的 反对 易 式 
[Lo ,oz 一 ， [ood]t= [a ,at lt= 0 
.6.28 
aa J ,oa a et 52 


所 以 变换 (3. 6. 26) 是 一 个 正则 变换 . 但 在 此 变换 下 ,粒子 数 与 准 粒子 数 不 可 能 同时 


eden a hy Fermi 子 体系 


Ee 0 确定 准 粒子 数 的 状态 下 ， 关于 R 和 人 的 . 为 弥补 此 
缺陷 ,可 引进 一 个 Lagrange 乘 子 4, 令 
H’ = HAN (3. 6. 29) 
然后 在 所 求 出 的 五 的 本 征 态 下 ,让 粒子 数 的 平均 值 N 等 于 体系 的 实际 粒子 数 
和 No, 以 确定 ) 的 值 . 
用 式 (3. 6, 27) 代 人 式 (3. 6. 29) 并 利用 式 (3. 6. 28) 把 各 项 化 成 正规 乘积 的 形式 ,得 

H’ =UV 十 Hi 十 Ho 十 五 4， (3. 6. 30) 
其 中 UU 是 不 含 准 粒子 产生 和 漂 没 算 符 的 常数 项 ,不 影响 准 粒 子 的 激发 谱 , HH 是 含 
有 一 个 产生 和 一 个 淹没 算 符 的 项 , Hw 是 含有 2 个 产生 或 潭 没 算 符 的 项 , H'. 则 为 
含有 4 个 准 粒子 (产生 ,淹没 ) 算 符 的 项 , Hi 表示 准 粒 子 之 间 的 相互 作用 . 通常 假 
定 Hi 很 微小 ,予以 忽略 (从 理论 上 要 对 此 给 出 一 个 令 人 信服 的 论据 是 困难 的 ,但 
如 果 仍 保留 这 一 项 , 准 粒子 描述 的 优越 性 就 没有 了 ). 计算 得 出 


2 
U = —V2V -GH Vc( DUv,) 
Hu=2) {6 —VU— Vi) +2GU,V,( DU,V,) 
» A 
— GV (U? — Vi)}(ata, + ata;) 
@ Hin= Ht Ht H'so 
Hz = op + V2V?)ata#am, + UViUV,L2atatasay + oataay + ofatasaa]} 
Hi= a Vi(U? + Vi) [atas ata + oap) + (atay oas) mar] 
py 
H's =— GD U2V? (atatatat + wasazay) 
Im 
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Hn=2, {Ce, —X2U,V, — GU —V)( DU,V,) 
3 


— 2GU,Vi} (atat + asa,) (3. 6. 31) 
如 略 去 准 粒子 相互 作用 Hi ,并 选择 U, 和 V,, 使 Hs 二 0, 则 
HU +H' (3. 6. 32) 


UU 为 常数 项 ,而 Hii 只 含 一 个 产生 和 泽 没 算 符 的 项 ,在 此 近似 下 ,HH 描述 的 就 是 一 
个 独立 的 准 粒 子 体系 ( 详 见 下 ) ,问题 就 大 为 简化 了 . 根据 式 (3. 6. 31) , H% 王 0 可 表 
示 为 (忽略 了 Hz 的 大 括号 {…} 中 最 后 一 个 微小 项 一 2GU,V) 
(6 —NW2U,V, —G( DUV,) WV) =0 (3. 6. 33) 
与 式 (3. 6. 14) 同 样 , 令 
A= GO U,V, (3. 6. 34) 
则 : 
2(e —AU,V, = AU — Vi) (3. 6. 35) 
此 式 与 式 (3. 6. 15) 全 同 . 再 往 下 ,重复 前 面 的 推导 ,就 可 得 出 正则 变换 (3. 6. 26) 中 
的 参数 U, 和 V, 的 表示 式 (3.6.19). U, 与 V, 的 表示 式 中 的 A 与 1, 同样 由 式 
(3. 6. 21) 和 式 (3. 6. 23) 定 出 . 
式 (3. 6. 31) 中 的 Hi 项 可 改写 如 下 [ 略 去 Hi 的 大 括号 {…} 中 微小 的 最 后 一 
项 ,一 GW (U2 一 V2)] 
万 一 之 (Ce 一 DC — Vi) +2G( PU VU ete, + Qtas) 


= 十 全 } te + don = Decate, 十 atas) 


(3. 6. 36) 

这 样 ,H'AU' 十 Hi ,除了 一 个 不 关 紧要 的 常数 项 U 之 外 ,所 描述 的 正 是 一 个 无 相 
互 作用 的 准 粒 子 体系 ,E,[ 见 式 (3. 6. 16)] 表 示 准 粒子 的 能 量 . 
显然 ,五 的 基态 即 准 粒子 真空 态 . 不 难 验证 ,BCS 波 函 数 

10) = [ko VS+)10)》 (3. 6. 37) 


正 是 准 粒子 真空 态 ,满足 


@ 例如 ， 
a | 0)) 二 卫 (U,V,SH)» Uap—Voad ) (Us,t Vatat )|0) 
p 


(Uapn— Voag ) (Unt Vatad )|0)= Ua,tU,V anatat —VuU,ad —Viatatat ) | 0 
={U,VyLat ayt lat —at J—Viatatat }|0)=0 


。 161。 


a|10))=0, az|0))=0 (3. 6. 38) 
五 的 各 种 激发 态 则 可 表示 成 准 粒子 激发 的 形式 . 为 方便 ,不 妨 取 准 粒子 真空 态 
能 量 为 能 量 零点 . 此 时 ,一 准 粒子 激发 态 ,而 ox | 0 六 ,相应 的 能 量 为 EE. 二 准 粒子 
激发 态 at at |0 污 和 atat 10 尖 的 激发 能 分 别 为 E 十 E 和 2E,. 可 以 证 明 
ot 10))= sl 十 VS+)|0)》 


CN es TT (Co TVSr)10) (3. 6.39) 


p00 


+ 10))= (一 人 十 局 SDH, 十 V,S* )|0) 


更 多 准 粒 子 激发 态 的 表述 以 及 激发 能 ， 也 可 类 似 给 出 应 当 提 到 , 基于 准 粒子 真空 
10)) 而 建立 起 来 的 准 粒子 激发 态 的 上 述 表示 式 中 , Pauli 堵塞 效应 (blocking 
effect) 完 全 被 忽略 了 (在 计算 真空 态 |0)) 中 的 U, 和 VV, 时 ,没有 把 不 配对 粒子 所 堵 
塞 的 单 粒子 能 级 w ,yo ,… 排 除 在 外 ). 对 于 多 体系 的 低 激 发 态 ( 涉 及 Fermi 面 附近 
的 单 粒子 能 级 ) ,堵塞 效应 是 非常 重要 的 08. 但 在 BCS 方法 中 ,很 难处 理 堵 塞 效 
应 ,因为 要 严格 计 及 堵塞 效应 , 则 在 不 同 堵塞 下 ,势必 引进 不 同 的 准 粒 子 基 矢 @ ,从 
而 把 BCS 方法 的 简洁 性 的 优点 丢掉 了 . 

出 自 统 计 性 的 考虑 ,偶数 个 Fermi 子 组 成 的 体系 的 基态 用 10)) 描 述 ,激发 态 
则 用 偶数 准 粒子 激发 态 来 描述 . 例如 oz az |0)) ,azrar 10)) 表 示 二 准 粒 子 激发 态 ， 
而 oazax az |0)),… 描 述 4 准 粒子 激发 态 . 对 于 奇数 个 Fermi 子 组 成 的 体系 , 则 
用 奇数 准 粒子 激发 态 来 描述 . 例如 ,一 准 粒 子 态 or |0) ,or 10)〉,…, 三 准 粒 子 态 
adtaxtay 10 

不 难看 出 ,偶数 个 与 奇数 个 Fermi 子 组 成 的 体系 的 低 激发 能 谱 有 截然 不 同 的 


特征 . 对 于 偶数 粒子 体系 ,二 准 粒子 激发 态 ra 10)) 与 基态 10)) 的 能 量 差 为 
2E, = er > 24 (3. 6. 40) 

对 于 最 靠近 Fermi 面 的 单 粒子 能 级 6 , | es, 一 人 | A. 可 见 , 与 无 对 力 时 的 低 激发 能 
量 (一 |s, 一 4|) 相 比 , 二 准 粒 子 的 能 量 2E, 要 大 得 多 (2E, >24 六 2| eu 一 4| ) ,形成 
一 个 能 附 (energy gap). 

与 此 截然 不 同 ,奇数 Fermi 子 体系 的 低 激 态 ( 包 括 基态 ) 是 各 种 不 同 的 一 准 粒 
子 态 . 两 个 一 准 粒子 态 at | 0)) 与 or 10)) 的 能 量 差 为 

|[E,—E,|=A|[l+ (e, —A)*/A J —[L1l+ (Ce,—2) /A 1®| 


® D. J. Rowe, Nuclear Collective Motion, Methuen, 1970, p. 194; H. Moligue and J. Dudek, 
Phys. Rev. C. 56(1997),1795). 

@ J. Y. ZengandT. S. Cheng, Nucl. Phys. A 405(1983),1; J. Y. Zeng, T. S. Cheng, L. Cheng 
and C. S. Wu, Nucl. Phys., A 411(1983),49; A 421(1984),125. 


» 162 。 


1 (es 一 人 ) | 1 (e, 一 人 7) 
<a| [+ 到 宇 二 2 1+ 重 宇 | 


-去 | (Ce 一 1)2 — (e, 一 1)2| 
a | 已 一 人 | 十 [ge 一 | 
6 2A 
<|e—s,l| (3. 6. 41) 
A ite 0 eh TT 


» » »。 。 +。 


0 。 0。 。 。 。0 。 。0 。 。 。 


下 粒子 体系 鹤 然 不 同 人 中 表现 es 
明显 .9 

BCS 的 金属 超 导 性 的 理论 提出 后 不 久 ,Bohr，Mottelson & Pines 根据 对 丰 
站 We 


ee 


eR 


突出 页 要 击 是 所 地 核 的 二 系列 性 质 都 表现 出 奇 个 差 Ce 下 如 核 
质量 与 结合 能 、 能 谱 形状 、 转 动 惯 量 等 . 原子 核 的 超 导 性 对 于 阐明 原子 核 低 激发 
态 的 许多 重要 性 质 ,是 必 不 可 少 的 . 例如 ,原子 核 基 带 的 转动 惯量 的 实验 值 为 什 
么 远 小 于 刚体 值 (只 有 刚体 值 的 1/3 一 172 左右 )? 这 可 以 从 准 粒 子 低 激 发 谱 中 
的 能 隙 得 以 说 明 . 又 例如 , 相 邻 偶偶 核 基 态 (“ 超 导 态 ”) 之 间 的 粒子 对 转移 反应 
(pair-transfer reaction)[(p,t),(t, p) 反 应 等 截面 特 别 大 ,这 是 很 强 的 相干 对 关 
联 的 表现 . ?原子 核 超 导 性 的 提出 ,是 核 结 构 理 论 发 展 中 的 一 个 重要 里 程 碑 . 随 
后 ,人 们 把 BCS 方法 和 准 粒子 概念 移植 到 原子 核 理 论 中 来 9 ,并 取得 重要 的 
成 果 . 

对 说 明 金 属 的 超 导 性 , 毫 无 疑问 , BCS 理论 是 一 个 非常 成 功 和 漂亮 的 理论 . 
BCS 方法 被 移植 到 原子 核 结 构 理论 中 来 ,在 取得 重要 成 果 的 同时 ,也 应 指出 它 的 
严重 缺陷 . 问题 在 于 , 原子 核 内 的 核子 数 (102) ， 特别 是 决定 低 激发 态 性 质 的 价 核 
子 的 数目 (~10) ,是 不 太 大 的 . 因此 ,BCS 方 法 中 粒子 数 不 守 恒 以 及 它 带 来 的 一 系 
列 问题 (如 过 多 的 假 态 出 现 ) ,都 应 认真 对 待 . 特别 是 前 面 已 提 到 0 
塞 效应 ,尽管 它 对 低 激发 态 性 质 有 很 重要 影响 ,但 在 BCS 方法 中 却 很 难处 理 它 
因此 ,对 于 建立 在 BCS 方法 基础 上 得 出 的 关于 原子 核 性 质 的 结论 ,要 十 分 小 心 ,其 


© A.Bohr and B. R. Mottelson, Nuclear Structure ,vol. I ,Deformation(Benjamin,London,1975). 

©® A. Bohr, B. R. Mottelson and D. Pines, Phys. Rev., 110(1958),936. 

©® S. T. Belyaev, Mat. Fys. Medd. Dan. Vid. Selsk. 31(1959),No. 11:L. S. Kisslinger and R. A. 
Sorensen, Mat. Fys. Medd. Dan. Vid. Selsk, 32(1960), No. 12; S. G. Nilsson and O. Prior, Mat. Fys. 
Medd. Dan. Vid. Selsk; 32(1960),No. 16. 

@ D. J. Rowe, Nuclear Collective Motion, Methuen, 1970, p. 194. 
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， de da a 92~8 例 如 , 设 准 粒 子 真空 态 10)) ,一 准 粒 子 激 
0 a aa a a 10)) 的 能 量 分 别 为 0, ,和 


so。 0。 0。 0 0 。 。 0。 。 。0 。 
hd a 


oo 0。 。 0。 。 。 。 +。 。0 。 。 »* 。 。 


A 二 225 的 钢 系 核 都 具有 稳定 的 轴 对 称 变形 ,在 它们 的 低 激发 谱 观 测 到 大 量 的 极 有 
规律 的 转动 带 . 这 些 转 动 带 分 别 建立 在 不 同 的 准 粒子 激发 态 之 上 . 设 准 粒子 真空 态 
10)) ,一 准 粒子 态 ot |0) 和 at | 0》》, 二 准 粒 子 态 ojat 10)) 上 建立 起 来 的 转动 带 
的 转动 惯量 分 别 为 Jo ,Co )， Qo) 和 J (po ,20)， 则 按 BCS 理论 ， 有 9 

(J Co) 一 Jo) 十 (Jo) 一 .Jo) 

J (p00)— Jo 

而 系统 分 析 实 验 表 明 ® ,R>1. 此 外 ,实验 还 发 现 ,变形 原子 核 的 转动 惯量 存在 系统 的 
奇偶 差 J (二 J#a& 一 Jo，,Jo 是 偶偶 核 基 带 转动 惯量 ) , 按 BCS 方 法 估算 ( 见 上 页 文献 
@), 洒 /Jo<15%. 但 实验 分 析 发 现 ，5J/J。 有 很 大 幅度 涨 落 . 这 表明 堵塞 效应 要 认 
真 考虑 . 用 严格 考虑 堵塞 效应 的 粒子 数 守恒 方法 ,对 推 转 壳 模 型 的 计算 结果 ,对 实验 
观测 到 的 8J/J。 的 大 幅度 涨 落 给 出 了 较 好 的 说 明 9 . 


习 题 


3.1 设 全 同 Fermi 子 体系 在 轴 对 称 势 场 中 运动 . 单 粒子 能 级 6 为 二 重 简 并 ,es 能 级 上 的 两 
个 简 并 态 分 别 用 > 光标 记 . 令 


R= 二 1 


OF ag S, = aay 
介 , 一 ata, + ata; 
S+ (S,) 代 表 6, 能 级 上 一 对 粒子 的 产生 ( 淫 没 ) 算 符 , 介 ,表示 e, 能 级 上 的 粒子 数 算 符 . 证 明 
[LS,,St] = (1— A,)6, 
[分 , ,St] 二 2S;0。 
Ln,S,] =—— 2S,8, 
3.2 同上 题 . 设 粒 子 之 间 有 对 力作 用 , Hamilton 量 为 
H= 2 (ata, + atas )—625:s, 
G 为 对 力 强 度 . 设 体系 只 一 对 粒子 ， 求 其 能 量 本 征 值 (真空 态 能 量 取 为 0). 
提示 “分 两 类 状态 ， 
(a) i 分 别处 于 不 同 单 粒子 能 级 上 ,用 ata; |0? 描 述 (/w 天 由, 能量 
为 e 二 6,. | 


©D J. Y. Zeng and T. S. Cheng, Nucl. Phys., A 405(1983),1. 
加 C.S. WuandJ Y. Zeng, Phys. Rev. Lett, 66(1991),1022. 
® J. Y. Zeng, Y. A. Lei, T. H. Jin, and 2Z. J. Zhao, Phys, Rev., C50(1994),746. 
@ S X. Liuand]J. Y. Zeng, Phys. Rev. C 66(2002) ,067301. 
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(b) 两 个 粒子 “配对 ”, 用 | 内 =4+ 10 一 27cS+ 10) 描述 ,代入 H|D=E| 办 ,利用 [H， 
4+]10) 一 HA+ 10) 一 EA+ |0) 以 及 上 题 给 出 的 对 易 式 ,证 明 能 量 本 征 值 已 由 下 式 确定 : 
之 E—2e G 
3.3 设 Fermi 子 体系 在 中 心力 场 中 运动 . 单 粒 子 能 级 用 s 表示 ,7 为 粒子 的 角 动 量 , 单 粒 


子 态 记 为 oh 10),m 王 j,j 一 1,…, 一 j 十 1, 一 j ,能 级 为 (2j 十 1) 重 简 并 . 考虑 有 一 对 粒子 处 于 si 


能 级 上 , 角 动 量 耦 合 为 J 一 0, 记 为 | jj00). 试用 产生 算 符 把 | 7700 表 示 出 来 . 
答 


=) 


[00 = (0Q; = j 二 1/2) 
VD A 
a 一 (一 ， a 芭 10) 是 咏 |0? 的 时 间 反 演 态 . 
3. 4 同上 题 , 令 EE 
2 二 十 
2 > 启 22”” 
从 ;一 > Ya 友 ajm 一 DJ ahasm 十 amajn) 
m m>0 
[Af;,St] 一 2S}， [n;,S;J 一 一 2S 
[Si ,S |] = 1— A;/0; 
试 与 Bose 子 对 易 关 系 比 较 . 
3.5 同 3.3 题 (a) 设 & ed Fermi 子 ,证 明 归 一 化 的 波 函 数 可 表示 为 
(St):|0) 
V2(1— 2 | 


(b) 设 6 能 级 上 有 & 对 粒子 (k<0;) ,证 明 归 一 化 的 波 函 数 可 表示 成 


[Lan 二 
[GE (SH)* | 0) 
3.6 同 3.3 题 . 设 粒 子 之 间 还 有 对 力作 用 ,Hamilton 量 为 
H 2 Daham i 时 25is; 
设 体系 由 一 对 粒子 组 成 . 其 配对 态 的 一 般 形式 为 
At 10) 一 21cjS 10) 
利用 第 4 题 证 明了 的 关系 式 , 证 明 能 量 本 征 值 EE 由 下 式 确定 : 
人 2; el 
之 EE 2e; | G 
提示 “计算 [ 互 ,A+], 代 入 [HE,A+]| 0)=HA+ |0) 二 EA+ |0). [参阅 J. Ho6gaasen-Feld- 
man, Nucl. Phys., 28(1961), 258. | 
3.7 同 3.3 题 . 设 只 有 一 条 单 粒子 能 级 6. 令 
Snt 二 (一 0 
m— 一 (Sn )+ = (— Ditraj na jm 


So = 南 (cam 十 dnajm 一 1) 
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证 明 


[St ,S。] = 2S。o 
[Sno ,Smt ] = Sh 
[Su ,S|] =— S— 


与 角 动 量 的 对 易 关 系 式 比较 ， 
[六 ,i-] = 2j:， Lj: ,74] Ry Dj: 了 | = 
(Sn+，Sm-，Smo ) 称 为 准 自 旋 (quasispin). [参阅 A. K. Kerman, Annals of Physics, 12 
(1961) ,300. J] 
对 于 轴 对 称 势 场 中 的 Fermi 子 体系 (第 1 题 ) , 亦 可 类 似 处 理 . 令 
S+ = atat ， S, = (S$,4)+= aa, 


So 一 去 (atas 十 和 fa 一 1D) = 去 (全 一 D 


类 似 可 证 明 
[Sx ,S,] = 2S,05, 
[Sw ,Si4] =+ S46, 
3.8 设 中 心力 场 只 有 一 条 单 粒子 束缚 能 级 si (为 方便 , 取 & 二 0). 设 有 NN 个 Fermi 子 处 于 
此 能 级 上 (CN<2j 十 1) ,粒子 之 间 有 对 力作 用 ,Hamilton 量 表示 为 
一 一 CG > a a ma jm a jm (G>0) 


mm >0 
简 记 为 

H=— G 2 ai 加 man 
求 此 N 粒子 系 的 能 谱 . 

提示 令 
Si= cot， S = (Si)+ 
5S, 一夫 -中 ， 从 = Dan + han), Q=j+1/2 
可 证 明 
[Si:,S-]=2S5, [S,S1]=S:, [S,S ]=—S 
而 
H=—GS; S =—G(8— 5+S5,) 

S 称 为 准 自 旋 . 
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第 4 章 路 径 积 分 


继 20 世纪 20 年 代 中 期 Heisenberg 的 矩阵 力学 和 Schr6dinger 的 波动 力学 提 
出 之 后 ,Feynman 在 20 世纪 40 年 代 提 出 了 量子 力学 的 另 一 种 理论 形式 ,他 称 之 
为 路 径 积分 (path integral) ?~®. Dy 这 学 中 的 传 播 


0 0 0 0 。 0 。 +。 。 。 。 
ee 

站 

站 

ee 

站 
3 
汪汪 
站 


站 


量子 化 有 从 站 位 Feynman ee ne 量子 规范 场 理论 ) 和 
量子 引力 场 理论 的 出 发 点 . 它 的 另 一 个 优点 是 把 含 时 间 (time-dependent) 问题 和 
不 含 时 间 (time-independent) 后 问题 纳 于 同一 个 理论 框架 中 来 处 理 . 路 径 积 分 理论 形 
式 在 统计 物理 、 凝聚 态 物 理 、 粒 子 物理 和 核 物理 理论 中 已 得 到 广泛 应 用 . 另外 ,通过 
Feynman 路 径 积 分 理论 可 以 更 形象 地 研究 量子 力学 与 经 典 力 学 的 关系 ,并 使 人 们 
对 于 经 典 力学 的 基本 规律 (如 最 小 作用 原理 ) 有 了 更 深刻 的 理解 ( 见 4. 2 节 ). 
当然 ,人 们 看 问题 应 力求 全 面 一 些 . 事实 上 ,Heisenberg 的 矩阵 力学 (量子 力 
学 的 一 种 代数 形式 )， Schr6dinger 的 波动 力 地 [量子 力 ee ln 性 


® 0 。 。 。 。 »。 »。 
0 0 。 。 。 +。 。 0 +» 。 0 so 0。 。 。 。 


® 。 。 。 。 +。 


据 问 题 的 侧重 点 来 选用 较为 方 神 的 理论 形式 
路 径 积分 理论 的 基本 思想 是 采用 不 同 于 Schr6dinger 波动 力学 的 新 方案 来 构 


© R. P. Feynman, Ph. D. thesis, Princeton Univ. 1942. A Principle of Least Action in Quantum 
Mechanics. 

® R. P. Feynman, Rev. Mod. Phys., 20(1948),367. Space-time Approach to Non-relativistic Quan- 
tum Mechanics. 

®@ R. P. Feynman and A., R. Hibbs, Quantum Mechanics and Path Integral (McGraw-Hill,1965). 

@ R. P., Feynman, Nobel Lecture in Physics, 1965, The Development of the Space-Time View of 
Quantum Electrodynamics, 刊 于 Science 1S3(1966) ，699 一 708; 或 见 Physics Today, 1966, Aug. p. 31. 
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造 传播 子 ,把 它 与 经 典 力学 中 的 作用 量 直 接 联 系 起 来 . 为 此 ,在 4.1 节 中 先 回顾 在 
Schr6dinger 波动 力学 中 如 何 构造 传播 子 , 以 及 传播 子 的 基本 性 质 . 在 4. 2 节 中 介 
绍 路 径 积分 的 基本 思想 . 在 4. 3 节 中 介绍 Feynman 的 计算 传播 子 的 多 边 折 线 道 
(polygonal paths) 方 案 .在 4.4 节 中 讨论 Feynman 的 路 径 积分 理论 与 Schr6dinger 
波动 方程 等 价 . 在 4. 5 节 中 分 别 给 出 常用 的 在 位 形 空 间 (configuration space) 和 相 
空间 (phase space) 中 计算 传播 子 的 公式 . 作为 应 用 ,在 4. 6 节 中 用 路 径 积分 理论 来 
讨论 Aharonov-Bohm 效应 . 关于 路 径 积分 理论 的 详细 论述 ,可 参阅 前 引 Feynman 
& Hibbs 的 书 . 路 径 积 分 理论 的 近期 进展 及 其 在 各 领域 中 的 应 用 ,可 参阅 有 关 综 
述 性 文献 或 专著 0~@. 


41 传播 子 


先 回顾 一 下 Schr6dinger 波动 力学 中 的 传播 子 (propagator) 概 念 ( 卷 T，2. 2. 2 
节 ), 按 Schr6dinger 波动 力学 ,一 个 量子 体系 状态 |y(z) 的 演化 由 Schr6dinger 方 
程 给 出 


法 全 |gD》 一 HlyCD) CRT 


瓦 为 体系 的 Hamilton 量 . 以 下 假设 也 不 显 含 i. 按 式 (4. 1. 1) ,体系 在 时 刻 必 的 状 
态 |%ZD》 可 由 时 刻 上 (和 妨 的 状态 |%z 7 如 下 确定 : 
| yf)) = exp[—iHO —1) /#1 gE)) (4. 1.2) 
如 采用 坐标 表象 , 则 
rgt)) = (|exp[—iHGF —7) /| yg)) 


本 | dx |expt— iHG —2) /#1r dr | ge)) 
或 表示 成 
2) = [gz Kr ger) (4.1.3) 


其 中 
KO rt = (|exp[—iHOG —#)/#|r) (4. 1. 4) 


© D.C. Khandekar andS. V. Lawande. Phys. Reports, 137(1986),115, Feynman path integrals: 
some exact results and applications. 

@ P. D. Mannheim, Am. J. Phys., 51(1983), 328, The Physics behind Path-integrals in Quantum 
Mechanics. 

@ L.S. Schulman, Techniques and Applications of Path Integrals (Wiley Interscience, New York, 
1981). 

图 D. C. Khandekas, S. V. Lewande and K. V. Bhagwat, Path Integral Method and their Appl- 
ication (World Scientific, 1993). 
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称 为 传播 子 . 
1. 传播 子 的 物理 意义 


设 多 ri 一 SCr 一 六 ), 即 才 时 刻 粒 子 处 于 坐标 本 征 态 , 本 征 值 为 m 点 ,由 式 
(4.1.3) 可 得 WA 7 一 区 (rot). 为 方便 ,不 妨 在 
此 把 x 换 记 为 r, 即 # 时 刻 粒子 位 于 点, 则 时 刻 
粒子 在 x 点 的 波幅 为 yrY) 一 KY ,rz 小. 由 此 ,我 
们 可 以 得 出 传播 子 的 物理 意义 如 下 : 设 粒子 在 初时 


ee 


刻 处 于 空间 处 (位 置 本 征 态 ), 则 KC? ,rt ) 表 示 


rt 


Kl(r"t" rt ”) 


(probability amplitude) ( 见 图 4. 1). 
当然 ,粒子 在 # 时 刻 的 量子 态 不 一 定 是 位 置 本 图 4.1 
征 态 ,一 般 用 ylrz ) 描 述 . 在 这 种 情况 下 ,时 刻 粒 
子 处 于 x 点 的 概率 波幅 yCxz 由 
Ik (2 rt Yr) dr 

给 出 ,此 即 式 (4. 1. 3). 式 (4. 1.4) 是 传播 子 在 坐标 表象 中 的 表示 式 . 在 能 量 表象 中 ， 
即 用 五 (不 显 含 切 的 本 征 态 | ”为 基 矢 的 表象 ， 

Hl|n)= E, |n) (4. 1.5) 
则 式 (4. 1. 4) 可 表示 为 

Kr ,rt’) 一 2 ¥ |n) ln|exp[t—iHG 7) /In yn |r’) 


= 2 par expL— iE, Ct —t) /Hm Cr ) 


= Di (rr) (4. 1.6) 
其 中 
fr ) = Yr) exp(— iE,t’/#) 
显然 ,由 式 (4. 1. 6) 可 看 出 , 当 六 =t ==t 时 ， 
KO sr = DY Cr Op) = dr —7) (4.1.7) 
例 自由 粒子 . 
Hamilton 量 为 百 一 帮 /(2zo) ,对 于 三 维 自 由 粒子 ,能 级 的 简 并 度 为 无 穷 大 . 考虑 到 动量 为 


守恒 量 , 能 量 本 征 态 可 以 表示 成 守恒 量 完全 集 p(p;, p, , 加 ) 的 共同 本 征 态 , 即 能 量 为 p2/(2m) 
的 诸 简 并 态 可 以 用 动量 本 征 值 p 予以 区 分 开 来 , 即 
) 


= yfy (r)exp(— ip?t/(2m)#) (4. 1.8) 
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1 ; 
gp (rt)= Bmpli( 。 大 


m 


传播 子 可 表示 为 
KF rt) =r | exp[—iHC mt) /Ir) 


=| plr | pp|exp[— ip? (ft —t)/C2m)]|r’) 
=|a py Cr EW ED (| 天》 

= py? rer /em ,gp Cr ew em 

=| gpg? rt yo tt) 


_， 党 和 iT Py 
=- zexp{ 下 [? (r r) ot i ) |} 
积分 后 可 得 
3/: : | 
开 (r rt) = [ze] ep Bp | (4.1.9) 
利用 8 函数 性 质 , 可 以 证 明 , 当 (t 一 已 一 0 时 ,上 式 右边 一 SC 一己 ) ,这 与 式 (4. 1.7) 一 致 . 
我 们 注意 到 ,对 于 一 个 经 典 自由 粒子 ,Lagrange 量 L 一 了 (动能 ) 一 去 mv 为 守恒 量 ,因而 作 
用 量 [附录 A.1, 式 (A.1.11] 
Sa (rt rt) =| za 到 me (f—1) = yr oe (4. 1. 10) 
所 以 , 式 (4. 1. 9) 右 边 的 指数 因子 可 表示 成 expLiSa (YY ,r4')/ 和 .由 此 ,可 以 得 出 一 个 印象 , 量 
子 力 学 中 的 传播 子 可 能 与 经 典 力学 中 的 作用 量 有 密切 关系 . 


人 


练习 ”对 于 一 维 谐振 子 ,VC(z) 二 mw?z?/2, 证 明 


WN NN nw 了 imew /2 2 a 1 
K(xt ,rt') = exp (LC 十 地 2 )cosw 下 一 2z ]} 


(4.1.11) 

T= ({f—i) ， 
对 于 三 维 各 向 同性 谐振 子 ,V(7) 二 mw?7/2, 只 需 把 上 式 中 x >7 ,XZ>7,zz >r， 广 , 即 

可 得 出 其 传播 子 Ci rz ), 与 附录 A. 1 的 练习 2 比较 ,观察 一 下 传播 子 与 作用 量 的 关系 . 


2. 传播 子 的 基本 性 质 


1) 传播 子 的 组 合 规则 (combination rule) 
按 式 (4. 1. 3) 


Jr) 一 |axk (rt ,rt gr’) 
我 们 可 以 设想 把 传播 过 程 分 得 更 细 一 些 ( 见 图 4. 2). 设想 五 时 刻 (z 过 过 六 粒子 
态 为 ylri,), 则 
yr) = Jaxk (Ci rit pnt) 
而 ykrz) 与 ylr') 有 下 列 关系 : 
ynt) = | EK nn gre) 
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由 此 得 


r’, 站 

WO) = ga Ke,n By 

| Kram gre’) 

与 式 (4. 1. 3) 相 比 , 可 知 
rt 
开 ( ,rt’) = Ja Ke nn) 
。K(riti,r't’) 
(4. 1. 12) 
此 即 传播 子 的 组 合 规则 . rr 
还 可 以 进一步 推广 ,设想 把 , 刀 分 成 入 有 段 ， 图 4.2 


to = t,tiytay ty sity = 
粒子 相应 的 坐标 为 
7 ,六 ?872 "71N17N 一 r 
在 给 定 亡 .r 情况 下 ,每 一 个 7; (二 1,… ;NN 一 1) 可 以 在 全 空间 中 变动 ,这 样 
KO ,re’) =|…| ez OO 全 


» KrNyitNy srN at sz) Krti,rt’) (4. 1. 13) 
2) 传播 子 满足 的 方程 
按照 上 面 阐述 的 传播 子 的 物理 意义 ,K(ri ,rz') (看 成 r,t 的 函数 ) 乃 是 一 种 特 
殊 的 波 函 数 ,指明 粒子 在 # 时 刻 处 于 空间 r 点 . 所 以 它 应 满足 Schr6dinger 方程 
法 号 Kerz0 一 [一 Ve Vr, jar 


(i> 7) (4. 1. 14) 
即 
[二 十 起 VV |Kcere) 一 0 人 >> 鸭 
到 此 ,对 于 i<<7 ,尚未 定义 KCri ,ri ). 从 因果 律 来 考虑 ,如 定义 
Klriyrt)=0 (< (4. 1.15) 
是 很 自然 的 . 显然 :<t ,K(rt ,riz') 二 0 满足 Schrodinger 方程 . 但 t 二 t 时 刻 , 并 不 
满足 Schr6dinger 方程 ,因此 一 般 说 来 ,这 样 定义 的 传播 子 在 :一 “时 出 现 不 连续 变 
化 . 按 前 面 给 出 的 传播 子 定义 , 当 t=# 时 [ 见 式 (4. 1.7)] 
K(riyrit) = dC(r—r’) (4.1.16) 
所 以 KCrt ,rz ) 满 足下 列 微 分 方程 : 


二 也 十 在 交 下 > 和 | ,4) = hr — BG) (4. 1.17) 
此 方程 右边 可 理解 为 一 种 “点 源 ”(point source) 的 影响 . 可 以 看 出 ,KCrt ,rt ) 正 是 


Schr6dinger 方程 的 一 类 Green 函数 . 
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4.2 路 径 积 分 的 基本 思想 


下 面 介绍 Feynman 路 径 积分 的 基本 思想 0. 设 A 点 为 粒子 源 (图 4.3). 在 B 
点 放置 一 个 探测 器 ,对 粒子 进行 探测 . 设想 在 A 与 B 之 间 放置 一 个 多 孔 屏 ( 屏 上 开 
有 一 系列 小 孔 C1,C;，,…). 从 经 典 力学 来 看 ， 

若 粒子 在 位 置 A 处 的 动量 已 给 定 , 则 它 往 后 

运动 的 轨道 也 随 之 完全 确定 . 如 它 的 动量 合 
6 一 和。 运 , 则 有 可 能 通过 屏 上 某 一 小 孔 C1, 尔 后 在 B 
ee 点 被 观测 到 ( 即 C, 处 于 粒子 运动 轨道 上 , 否 
4 中 则 粒子 不 能 经 过 C, 孔 ) 如 果 从 A 点 发 射出 
灿 子 源 的 粒子 的 动量 有 一 个 分 布 , 则 粒子 有 一 定 的 
| 概率 经 过 Cx 而 在 B 点 被 观测 到 . 在 B 点 被 测 


屏 


得 的 总 概率 为 
P(B,A) = DP(BCA) (4.2.1) 


图 4.3 其 中 PC(BCA ) 表 示 粒 子 从 A 点 出 发 ,经 过 CC 

孔 而 在 B 点 被 测 得 的 概率 . 按 经 典 力 学 概念 ， 

由 于 通过 屏 上 不 同 孔 而 达到 了 点 的 事件 是 不 相 容 的 ,所 以 式 (4.2 1) 中 各 概率 是 

“ 现在 从 量子 力 学 的 观点 来 分 析 . 考虑 到 粒子 -波动 两 象 性 ,按照 态 释 加 原理 , 粒 
子 从 A 点 出 发 到 B 点 的 概率 波幅 (probability amplitude) 为 

K(B,A) = 2 BCA) (4. 2. 2) 


其 中 yLBCsA) 表 示 只 有 和 孔 C 打开 的 | 情况 下 ， 粒子 (从 A 点 出 发 ,经 过 Ci 了 和 孔 ) 在 B 
点 出 现 的 概率 波幅 . 按 波 函 数 的 统计 诠释 ,粒子 在 B 点 被 测 到 的 概率 为 


PB,A) = |K(GB,4)1: = | DycBciA)| (4. 2. 3) 
k 


现在 设想 屏 上 开 的 小 孔 愈 来 愈 多 ,最 后 就 等 于 没有 设置 这 个 屏 . 此 时 粒子 经 过 
屏 上 所 有 各 点 而 达到 B 点 的 概率 波幅 都 应 考虑 进去 . 我 们 还 可 以 设想 ,在 A 和 B 
之 间 重 重合 全 地 设置 了 无 限 多 个 屏 ,每 个 屏 上 又 都 开 了 无 限 多 个 小 孔 ( 这 相当 于 一 
个 屏 也 没有 设置 ), 于 是 粒子 从 A 点 出 发 经 过 一 切 可 能 的 中 介 点 ( 即 经 过 一 切 可 能 
的 路 径 ) 而 达到 B 点 的 概率 波幅 都 应 考虑 在 内 . 设 r( 才 代表 从 A 到 B 的 一 条 可 能 
的 路 径 , 则 粒子 从 A 出 发 而 在 B 点 出 现 的 概率 波幅 ( 即 传播 子 ) 为 


K(B,A) = 1 VCrCD) (4. 2. 4) 


有 r(2) 


Q@ 参阅 p. 167 所 引 Feynman & Hibbs 的 书 . 
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其 中 ykr(z)) 代 表 粒 子 经 过 路 径 CD 而 到 达 B 点 的 概率 波幅 . 式 (4. 2. 4) 表 示 不 同 
路 径 所 贡献 的 波幅 以 相同 权重 相 加 起 来 ,但 相位 可 以 不 同 ( 见 下 ), 从 而 会 出 现 干涉 


K(B,A)=C >， ro OC A (4. 2. 5) 
所 有 道路 
其 中 
ea Lesa (4. 2.6) 


代表 粒子 沿路 径 r() 从 A 到 B 的 作用 量 , 是 粒子 的 Lagrange 量 ,C 为 适当 的 归 
一 化 常数 . 考虑 到 S 的 量 纲 是 角 动 量 , 在 式 (4. 2. 5) 的 相 因 子 中 加 上 了 天 , 使 相 因 子 
变 成 无 量 纲 . 注意 ， "5 并 不 限于 要 求 作用 量 S ee oe 而 


P(B,A) =|K(B,A)|’ = 


ee (4. 2.7) 
道路 


实际 上 , 由 于 各 种 可 能 的 路 径 是 连续 变化 的 ,而 且 不 可 数 ,所 以 式 (4. 2.7) 中 的 求 和 
应 化 为 对 所 有 连续 变化 的 路 径 rCz) 进 行 积分 . 这 就 是 路 径 积分 名 称 的 由 来 . 如 何 计 
算 这 个 路 径 积分 ， 是 一 个 困难 的 数学 问题 . 在 4. 3 节 中 将 介绍 Feynman 提出 的 多 
边 折线 道 方案 (polygonal paths scheme). 可 以 证 明 , 按 Feynman 的 路 径 积分 理论 
得 出 的 传播 子 , 与 从 Schr6dinger 波动 力学 理论 所 得 结果 完全 相同 . 还 可 以 更 普遍 
地 证 明 Feynman 路 径 积分 理论 与 Schr6dinger 波动 方程 等 价 . 特别 是 ,可 以 从 路 径 
积分 的 思路 ,导出 Schr6dinger 方程 ( 见 4. 4 节 ). 
在 进行 路 径 积 分 的 具体 计算 之 前 ,我 们 先 对 路 径 积 分 的 物理 含义 进行 一 些 讨 
论 . 这 对 于 更 深入 理解 经 典 力 学 中 的 最 小 作用 原理 是 很 有 启发 的 . 
在 经 典 力学 的 Lagrange 理论 形式 中 ,最 小 作用 原理 是 作为 第 一 原理 (或 假定 ) 
虽然 无 数 的 实验 已 经 证 明 在 宏观 物质 世界 中 它 是 千 真 万 确 的 ,但 在 经 典 力 
论 框 架 中 ， ed 粒子 为 什么 上 只 选择 走 使 > 取 极 值 (35 一 J 而 


就是 如 此 安排 的 >) 但 试问 .如 果 不 允 许 粒子 对 每 一 一 条 聊 径 都 去 "试探 5 下 ， 如 
何 能 判断 走 哪 一 条 道 “ 最 佳 ”? 
按照 Pema rd di eli 这 是 否 违反 了 


加 
0 

oe。 

站 


ee S 十 8S( 见 图 4. 4)， i ee 
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条 轨道 来 讲 ,5S 污 , 即 相位 差 8S/#>1, 所 以 相 邻 诸 轨 道 的 贡献 ,彼此 相 消 很 厉害 . 
但 在 使 S 取 极 值 (3S 一 0) 的 一 条 轨道 (与 它 相 应 的 作用 量 为 54) 的 邻 域 的 诸 轨 道 ， 
在 准 到 一 级 小 0(38S) 下 ,作用 量 (*Su 十 O(8S)2) 是 相同 的 ,因而 相位 相同 . 这 些 相 
邻 轨 道 的 贡献 , 由 于 相干 到 加 (coherent superposition) ,将 使 总 的 概率 波幅 不 仅 不 
抵消 ,反而 大 大 加 强 , 这 就 是 为 什么 宏观 粒子 总 是 沿 最 小 作用 原理 所 指示 的 轨道 而 
运动 的 量子 力学 说 明 . 

按照 Feynman 的 观点 ,微观 世界 中 的 干涉 和 衍射 诸 现 象 , 均 可 得 到 自然 的 说 
明 . 例如 ,粒子 从 A 到 召 ,如 在 路 旁 有 一 个 障碍 物 C( 图 4. 5) , 它 就 会 影响 到 在 B 处 
测 得 粒子 的 概率 . 因为 当 C 存在 时 , 凡 通 过 C 的 道路 都 因 受 阻 而 被 排除 , 因而 到 达 
了 3 点 的 总 的 概率 波幅 就 与 障碍 物 C 不 存在 的 情况 有 所 不 同 . 表现 出 来 ,就 是 衍射 
现象 . 与 此 相反 , 如果 象 经 典 粒 子 那样 ,粒子 只 走 8S=0 所 规定 的 一 条 轨道 , 则 只 
要 C 不 横 囊 在 轨道 上 ,就 不 会 对 粒子 有 影响 , 即 不 会 产生 衍射 现象 . 


4.3 路 径 积分 的 计算 方法 


按 Feynman 路 径 积分 的 假定 ,传播 子 [ 见 4. 2 节 , 式 (4. 2. 5)] 
KO ,rt’) = C > exp(iSLr()]/#)} (4. 3.1) 
所 有 道路 
其 中 
S[r()] =— {Loi Da 


是 依赖 于 粒子 轨道 r(z) 的 泛 函 . 注意 ,这 里 并 不 要 求 这 些 轨道 使 S 取 极 值 ,而 是 包 
括 在 给 定 初 点 和 终点 [r( ) 二 x ,r= 六] 下 的 一 切 可 能 的 轨道 . 每 一 条 轨道 对 传 
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播 子 做 等 权 贡 献 ,但 各 有 不 同 的 相位 ocSLr(z)]. 由 于 各 种 轨道 是 连续 变化 的 ,所 以 
式 (4. 3.1) 中 的 求 和 应 化 为 下 列 泛 函 积 分 : 


KO rt = |exp{iSLr() /RDLrCD] (4. 3. 2) 
这 里 | D[r(D] 就 是 表示 对 给 定 初 终点 [r(2) 一 r，,r() 二 ] 下 的 一 切 连续 变化 的 
可 能 轨道 求 积分 . Feynman 提出 如 下 的 一 个 多 边 折线 道 (polygonal paths) 的 简单 
计算 方案 , 见 图 4. 6, 即 把 路 径 积分 作为 多 维 空间 Riemann 积分 的 极限 @. 


1"=ty 


图 4.6 
将 时 间 间 隔 必 一 做 NN 等 分 , 令 e 二 (一 t /NGN 是 一 个 很 大 的 正 整数 ,最 
后 取 极 限 N 一 co,e>0)， 


/ h 
to = ,t,t ,tN tN 一 fr 


tij—ti=€; 7 一 1 2 入 
相应 的 粒子 坐标 rj; 二 rf) 二 1,2,… ,NN 一 1) 的 变化 范围 是 (一 0, 十 oo0) ,而 
rto) 一 ri) =r rn) =r( =r 


保持 固定 . N 是 很 大 的 正 整 数 . 这 样 , 作 用 量 ( 沿 多 边 折线 道 ) 可 表示 为 


N A EE 二 
Sw[r(D)] = DL ,i) (4. 3. 3) 
i=1 
而 
Nl 
|prro]-=cx| ll Ez, (4. 3.4) 
j=1 


@ 关于 此 计算 方案 的 严格 数学 证 明 可 参阅 有 关 的 文章 ,例如 A. Truman, J. Math. Phys., 17 
(1976) ,1852, Feynman path integrals and quantum mechanics as f—>0; ibid 18(1977)2308, Classical me- 
chanics, the diffusion (heat) equation, and the Schrodinger equation; ibid 19(1978)1742, The Feynman 
maps and the Wiener integral. 
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应 恰当 选择 ,使 N->coCe~~0) 时 积分 的 极限 存在 . 这 样 ,传播 子 可 表示 为 


四 对- 
Re | exp| Sx[r(0)])D Iles, 寺 志 而 
KO 1') = lim Ky rt). 
ee 
一 维 自由 粒子 的 传播 子 


按 上 述 方案 ,把 时 间 间 隔 (Y 一) 分 成 N 等 分 (N 一 co), 先 计算 无 穷 小 段 zx;， 
5 六 Zit1,tj+t1 的 作用 量 . 考虑 到 自由 粒子 CV 二 0) 的 动量 守恒 ,在 无 穷 小 段 中 的 作用 
量 为 (与 经 典 轨道 的 计算 结果 相同 ,参见 附录 A. 1) 


HH 一 工 2 
SLzmtit, zit;] | * (tin 一 二) = pA — 2)? 


tjH tt 
(4. 3. 6) 
因此 
too too Nl 
KC xz) =limCx| dz 人 exp| 如 让 2 (on 一 局) ] 
e>0 
(4. 3.7) 
利用 积分 公式 
人 dzexpLa(zl 一 Z)2 十 PFCzs — x)’] 一 Re i 一 ao 
“4.3.8) 
式 (4. 3. 7) 右 侧 依次 积分 ,如 取 ( 详 细 讨论 见 下 节 ) 
CN = Lm/ C2rhie) I (4. 3.9) 


则 最 后 可 得 


Kz,") 一 [| 
推广 到 三 维 自由 粒子 


3/2 1 = 
Ke) = [FRB orl DB] a 
与 Schrodinger 波动 方程 的 计算 结果 相同 [ 见 4. 1 节 , 式 (4. 3.9)]. 
练习 1 对 于 一 维 谐振 子 ,L 一 去 mz? 一 二 mw? 过 ,计算 其 传播 子 . 
答 


= 


exp| 至 sw (4.3, 10) 


1/2 
Kt) — (TR) p(B TL + eoswT —2de]) 


T=(f—7) (4. 3. 12) 
对 于 三 维 各 向 同性 谐振 子 ,只 需 把 x >r ,x>r ,Xr > rr 
(与 4.1 节 p. 170 练习 的 计算 结果 比较 . ) 
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p. 167 所 引 Feynman & Hibbs 书 中 还 给 出 了 很 多 具体 例子 的 传播 子 的 计算 . 例如 ,V 一 < 十 
bz 十 cz 十 dz 十 exz 形式 的 势 场 中 粒子 的 传播 子 的 计算 . 

练习 2 ”计算 线性 势 V(z) 王 FEzCF 为 常量 ) 中 粒子 的 传播 子 . 

答 ”经 典 粒子 的 作用 量 为 


LR Ld m x — zx )? F 4 / / FF 4 下 
SLzt zz] 一 了 一 的 人 i )3 
K(Xt ,rt) =A or emp 人 十 S[zozt]】 (4. 3. 13) 


参见 B. R. Holstein, Topics in Advanced Quantum Mechanics (Addison-Wesly，1992) ,p. 
23~24. 


4.4 ” Feynman 路 径 积分 理论 与 Schrodinger 
波动 方程 等 价 


4.4.1 从 Feynman 路 径 积分 到 Schradinger 波动 方程 


在 Schradinger 波动 力学 中 ,用 波 函 数 描述 粒子 的 量子 态 . 如 一 维 粒子 ,用 
Wz 人 表征 粒子 在 时 刻 t 出 现 于 xz 点 的 概率 波幅 (并 不 问 其 过 去 历史 如 何 ). 传播 
子 则 直接 给 人 以 更 细致 的 信息 , 玉 Czt; zt 表示 一 种 特定 的 概率 波幅 , 即 指明 粒子 
在 # 时 刻 位 于 x 人 点 ,而 在 t 时 刻 出 现 于 xz 点 的 概率 波幅 . 两 者 关系 如 下 


yz,t) 一 |KCztsz yz st dr (4. 4. 1) 


事实 上 ,人 们 对 粒子 过 去 状态 的 细节 并 无 兴趣 ,只 需 用 y(z,) 就 足以 描述 粒子 的 
状态 了 . 粒子 过 去 的 历史 情况 已 反映 在 y(z, 力 中 . 尽管 人 们 忘记 了 过 去 历史 ,只 要 
知道 某 时 刻 上 粒子 的 波 函 数 y(z,t) ,根据 Schrodinger 方程 ,就 可 以 知道 以 后 任何 


人 们 通常 还 是 习惯 与 Schrodinger 方程 打交道 ,采用 wz, 力 这 种 描述 方式 . 
Feynman 路 径 积分 理论 的 特点 是 采用 完全 不 同 的 方案 来 建立 传播 子 , 把 它 与 
经 典 力学 中 的 作用 量 直接 联系 起 来 . 下 面 我 们 来 讨论 路 径 积 分 理论 与 Schrodinger 
波动 方程 的 等 价 性 . 为 简单 起 见 , 仍 以 一 维 粒子 来 讨论 . 
考虑 1 十 ele->01+ ) 时 刻 粒 子 的 状态 JyCz,t 十 e) , 它 与 1 时 刻 粒子 的 状态 yy,2) 
有 下 列 关 系 : 


ztte) 一 | Krsttesy Dy Ddy (4. 4.2) 

考虑 到 e->0+ ,在 此 无 穷 小 的 时 间 间 隔 中 ,按照 Feynman 的 假定 ,传播 子 可 表示 成 
K(xst esy,t) = Cexp| EL (2 2， 2 > | C4. 4. 3) 

L= lz — Vr,t) (4. 4.4) 


2 
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则 式 (4. 4. 3) 可 表示 成 


Ylzstte) -oo {#2) -Y( 于 worom (4.4.5) 


E 
令 
工 一 y 一 7 (4. 4. 6) 
即 > 一 z 十 7, 而 x 一 y 二 一 A 4 所 以 
rtte =C| op(#[ 宅 守 一 V(z+ (e+ 3)) ect ma tn 


上 式 被 积 函数 中 的 指数 因子 exp[iza72?/(2#)], 当 e->0+ 时 , 随 7 变 化 而 迅速 振荡 ， 
积分 的 贡献 主要 来 自 7A*0 区 域 ( 即 ys*z 邻 域 ). 因此 ,我 们 把 被 积 函 数 对 7 作 
Taylor 展开 ( 视 e、7 为 无 穷 小 ) ,得 


人 
HzD) te =C| exp( 2 )[1 一 闫 V(x, | 
we Vi 
.| wa， t) Ty 了 十 … -ay (4. 4. 8) 
当 e>0,n>0, 忽 略 一 切 高 级 无 穷 人 要求 上 式 , 则 可 得 
yx,t) = SL exp (TT ac 
即 


由 此 得 
C= Vm/(2rxkie) (4. 4. 9) 
再 利用 积分 公式 


式 (4.4. 8) 可 化 为 
ee = = Uz) — EVyCz,t) + ylz,t) 


即 
庄 作 gy(z;t) = (去 Te 2 +V ye 及 (4. 4. 10) 
oat 2m ax’ 
这 正 是 一 维 粒 子 的 Schr6dinger 方程 , 这 样 就 证 明了 Feynman 的 路 径 积分 理论 与 
Schrodinger 方程 的 等 价 性 . 
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“4.4.2 Feynman 路 径 积 分 提出 的 历史 简介 


稍 仔细 介绍 一 下 Feynman 提出 路 径 积 分 理论 的 历史 2 是 颇 有 启发 的 . 这 个 
理论 是 他 在 Princeton 大 学 ,在 J.，A. Wheeler 指导 下 的 博士 论文 中 提出 的 . 他 当 
时 着 手 研究 光子 和 电子 的 量子 理论 的 含义 . 他 认识 到 Lagrange 量 可 能 是 解决 此 问 
题 的 关键 . 在 Nassau-Tavern 举办 的 一 次 学 术 会 议 上 ,他 碰 到 来 自 欧 洲 的 Herbert 
Jehle 教授 . 他 问 Jehle 是 否 知道 有 什么 人 把 Lagrange 量 引进 量子 力学 中 来 ? 第 二 
天 ,Jehle 告 诉 他 ,Dirac 有 过 这 样 的 工作 @. 

为 了 解 Dirac 的 工作 ,要 简单 回顾 一 下 波动 光学 中 的 Huygens 原理 : 当 给 了 传 
播 过 程 中 光波 的 一 个 波 前 (wave front) , 则 可 以 把 该 波 前 上 的 任何 一 点 作为 波源 ， 
它们 所 发 出 的 相干 的 子 波 (wavelet) 释 加 起 来 ,就 可 构成 下 一 时 刻 的 波 前 . 数学 上 ， 
Huygens 原理 可 以 表示 成 下 列 积分 方程 形式 ，; 


YL = [de KA ,2 Yt) (4.4.11) 
开 (zt ,xt ) 称 为 “ 核 ”(kernel) 或 传播 子 . Dirac 的 文章 中 提 到 ,在 量子 力学 中 ,这 
个 “ 核 ” 类 似 (analogous) 于 exp(iS/j) ,其 中 S= | Ldi 是 粒子 的 作用 量 . 


Feynman 阅读 了 Dirac 的 文章 后 ,询问 Jehle,“analogous” 是 什么 意思 ? 是 否 
是 指 “ 相 等 ”(equal)? Jehle 回答 说 :“ 否 . ”Feynman 说 “让 我 来 试 一 下 ,如 是 指 “ 相 
等 ,会 有 什么 结果 . ”这 就 是 他 的 路 径 积 分 理论 的 发 思 . 

Feynman 有 很 好 的 数学 功底 . 他 了 解 J. Bernoulli 
的 局 域 原理 (local principle)@.， 此 原理 的 要 点 是 :“ 任 何 
曲线 ,如 在 整体 上 具有 某 种 极 小 性 质 , 则 在 局 域 上 也 具 
有 这 种 性 质 ”[Any curve which has a minimum property 
globally (in the large) must have the same property lo- 
cally (in the small) ]. 如 图 4.7 所 示 , 设 在 一 个 垂直 平 
面 上 给 定 A 和 B 两 点 ,一 个 物体 从 A 沿 一 条 滑 道 滑 到 
B. 试 找 出 需 时 最 短 的 滑 道 . 设 ACEDB 是 这 样 的 滑 道 ， 图 4.7 
则 CED 曲线 也 是 从 C 到 也 需 时 最 短 的 滑 道 . 这 易于 从 
反 证 法 来 说 明 , 即 假设 不 是 CED, 而 是 CFD 是 从 C 到 D 


® D. Derbes, Am. J. Phys., 64(1996),881, Feynman’s derivation of the Schrodinger equation. 

Q@ Phys. Today,，1989, 2 月 ,纪念 R'P，Feynman 专辑 ,其 中 有 J. A. Wheeler, F. J. Dyson, J. 
Schwinger，M. Gell-Mann, J，D，Bjorken,，D，Pines 等 人 的 撰文 . 

©® P. A. M. Dirac, Phys. Zeits. Sowjeunion, 3(1933)64, The Lagrangian in Quantum Mechanics, 
转载 于 J Schwinger, Quantum Electrod ynamics (Dover, New York,1958). 

@ 例如 ,参阅 W. Yourgrau and S. Mandelstam, Variational Principles in Dynamics and Quantum 
Theory (Dover, New York, 1968). 
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需 时 最 短 的 滑 道 . 这 样 ,从 A 到 B 沿 ACFDB 所 需 时 间 将 短 于 沿 ACEDB 道 . 这 与 
假设 矛盾 . 

Bernoulli 的 局 域 原理 使 积分 方程 问题 ( 求 A 到 B 所 需 时 间 最 短 ) 化 为 一 个 微 
分 方程 ,这 可 能 使 问题 求解 容易 一 些 . 事实 上 ,分 析 力 学 中 的 Hamilton 最 小 作用 
原理 ( 见 附录 A. 1) 一 “Nature chooses, out of an infinite of paths, the one that 


minimizes S”, 就 是 局 域 原理 在 经 典 力学 中 的 一 种 体现 . 这 里 S 一 |,Ldz . 在 最 简 


单 的 情况 下 ,LL 二 TT 一 V ,TT 是 粒子 动能 ,V 是 势能 ,L 是 Lagrange 量 . 从 Hamilton 
最 小 作用 原理 8S 一 0, 即 可 导出 Lagrange 方程 ( 见 附录 A. 1). 

Feynman 也 是 按照 类 似 的 思路 来 考虑 传播 子 的 问题 ,考虑 一 个 粒子 在 很 短 时 
间 At 二 ele>0) 内 从 yy 点 到 zz 点 的 传播 子 . 在 此 短 时 间 过 程 中 ,动能 和 势能 的 平均 


值 为 Tu 一 到 mr(Cz 一 2/e ,Vs=Y( 计 cz 十 力 ) ,所 以 
S~Fm(z—y)’/e—V (r+) )e (4. 4. 12) 
如 Feynman 的 最 初 想法 正确 , 则 传播 子 ( 取 二 =t,f=t 十 e,e>07) 
Klzsttesyst) exp| SO- -Vv($(z+») | (4.4.13) 
上 式 对 e 作 Taylor 展开 
Rd er exp| So [1 — iV (e+)+ oe’)] 
代入 式 (4. 4. 11)， 
Wy ~ op [1 —iV ($C + )+ oe’) yDdy 


(4. 4. 14) 
考虑 到 上 式 中 指数 因子 的 迅速 振荡 ( 因 Planck 常量 志 值 很 小 ,而 且 e_>0) ,对 积分 
有 贡献 的 区 域 只 限于 (y 一 x) 二 >0, 所 以 


Hatto~ op (TL) [1— -vz+2 | Jet ma (4.4.15) 


利用 yz 十 p; 四 二 J《x; 由 十 7 一 一 一 Or 十 本 去 请 | 十 …, 代 入 上 式 , 略 去 OCx) 
项 ,并 根据 积分 公式 | “ew dz 二 VaJa , 则 可 得 出 
Vz) TN EYyz,t) (4. 4. 16) 


Feynman 出 此 发 现 他 原来 的 猜想 并 不 完全 正确 . 即 这 里 的 “ 核 "K 并 不 等 于 ssn， 
而 只 是 成 比例 (proportional). 他 发 现 , 如 取 


K = CeisA， C= (4. 4.17) 


m 

2nkhie 

就 不 会 出 现 予 盾 . 这 就 是 式 (4. 4. 9) 中 取 C= Vm/ Cnfie) 的 理由 . 
“4.4.3 量子 理论 发 展 历史 的 反思 


简单 回顾 一 下 量子 理论 的 发 展 线索 ( 见 表 4. 1) ,对 于 理解 量子 理论 的 实质 以 
及 对 今后 发 展 的 展望 ,都 是 有 益 的 . 在 量子 理论 的 发 展 过 程 中 ,人 们 对 于 实物 粒子 
(7 天 0) 的 动力 学 规律 与 对 光 ( 辐 射 ) 运 动 规律 的 认识 ,是 相辅相成 .并 行 而 交替 上 
升 的 . 

量子 理论 发 韦 于 Planck(1900) 的 黑体 辐射 理论 . 为 了 说 明 黑 体 辐射 能 量 密度 
随 频率 的 变化 规律 (Planck 公式 ) ,Planck 提出 :黑体 吸收 或 发 射 辐射 时 ,采取 一 种 
不 连续 的 量子 形式 . Einstein(1905) 进 一 步 提出 了 光量 子 (light quantum) 的 概念 . 
他 基于 特殊 相对 论 的 考虑 ,提出 光量 子 能 量 EE 和 动量 之 与 辐射 频率 vy 和 波长 有 
下 列 关系 : 

os ， 世 生 关 (4. 4. 18) 
这 样 ,人 们 就 更 深入 地 揭示 了 光 ( 辐 射 ) 的 粒子 和 波动 两 象 性 , 两 者 通过 式 (4. 4. 18) 
相 联 系 ,而 式 中 出 现 了 一 个 普 适 常数 h(Planck 常数 ). 此 时 ,人 们 对 于 光 的 认识 深 
度 , 走 在 了 前 头 , 反 过 来 必然 促进 人 们 对 实物 粒子 运动 规律 的 认识 . 在 已 经 建立 起 
来 的 经 典 力 学 中 ,实物 粒子 运动 有 确切 的 轨道 ,力学 量 是 连续 变化 的 ,它们 随时 间 的 
演化 遵守 Laplace 的 决定 论 . Bohr(1913) 为 了 说 明 原子 的 稳定 性 和 原子 线 状 光谱 的 规 
律 性 ,提出 原子 能 量 ( 以 及 角 动 量 ) 的 不 连续 性 , 定 态 以 及 定 态 之 间 的 跃迁 等 重要 概 
念 . 但 原子 能 量 为 什么 是 不 连续 的 ? 为 什么 束缚 定 态 能 量 只 能 取 某 些 离散 值 ? de 
Broglie(1923) 类 比 光 具有 波动 和 粒子 两 象 性 ,提出 实物 粒子 也 具有 波动 性 (物质 波 ) 
) 一 E/h, A=h/p (4. 4. 19) 

式 中 和 p 是 实物 粒子 的 能 量 和 动量 . 之 后 ,人 们 自然 要 去 探寻 物质 粒子 波动 的 
规律 ,这 是 Schrodinger 完成 的 (1926). Schr6dinger 方程 是 描述 粒子 波动 的 一 种 局 
域 性 (local) 理论 ,并且 是 非 相 对 论 性 的 . 相应 的 相对 论 性 波动 方程 有 Klein-Gordon 
方程 (描述 自 旋 为 0, 但 m 关 0 的 粒子 ) 和 Dirac 方程 (描述 自 旋 为 1/2 的 粒子 ). 它 
们 与 19 世纪 提出 的 光 的 电磁 辐射 场 理 论 , 即 Maxwell 方程 (描述 自 旋 为 1,m 一 0 
的 粒子 , 即 光 子 ) 的 地 位 相当 ,都 是 局 域 性 理论 . 而 在 此 之 前 已 建立 的 波动 光学 理论 
(基于 Huygens 原理 ) 中 ,人 们 已 经 发 展 了 光波 的 整体 性 (global) 理 论 . 

在 波动 力学 (Schr6dinger, de Broglie) 和 和 矩阵 力学 (Heisenberg) 提 出 20 多 年 
后 ,Feynman 提出 了 量子 力学 的 第 三 种 理论 形式 一 一 路 径 积 分 理论 . 这 个 理论 的 
核心 是 如 何 去 构 造 传 播 子 , 是 粒子 波动 理论 的 一 种 整体 性 理论 ,其 地 位 与 Huy- 
gens 波动 光学 理论 在 光学 理论 中 的 地 位 相当 . (构造 传播 子 的 Feynman 原理 相当 
于 Huygens 原理 . ) 
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表 4.1 光学 与 力学 理论 发 展 的 关系 


力学 
几何 光学 粒子 力学 
in 侵 小 作 用 原 
Fermat Hamilton 
波动 光学 路 径 积分 理论 
(所 波动 的 整体 性 理论 实物 粒子 波动 的 整体 性 理论 ] 
Huygens 原 理 Feynman 原 理 


电动 力学 
交 的 电磁 让 局 着 理 论 
方程 


Maxwell 


波动 力学 矩阵 力学 


ee (Heisenberg) 
de Broglie 


光量 子 论 , 
( B=hy, p=h/4 原子 的 量子 论 
Planck-Einstein (Bohn) 
量子 电动 力学 量子 场 论 
他 磁场 量子 化 ( 场 量子 化 ) 
Dirac 


这 里 有 两 个 问题 值得 思考 :其 一 ,为 什么 光 的 波动 性 远 在 实物 粒子 波动 性 被 人 
揭示 之 前 就 已 为 人 们 认识 到 ? 其 二 ,为 什么 粒子 波动 的 整体 性 理论 在 局 域 性 理论 
(Schrodinger) 提 出 20 多 年 后 才 出 现 ? 

光 的 波动 性 能 够 较 早 被 人 们 认识 到 ,与 光子 是 Bose 子 以 及 光子 静 质 量 为 0 有 
密切 的 关系 . 由 于 光子 为 Bose 子 ,可 以 有 大 量 光子 处 于 同一 个 量子 态 ,因而 有 宏观 
的 体现 ( 见 卷 ,2. 2. 1 节 ,7.5 节 ). 由 于 光子 的 静 质 量 为 0, 表 现 为 光 的 波长 没有 什 
么 限制 (对 于 实物 粒子 ,其 Compton 波长 ;一 #/rnc 往往 很 短 , 不 易 为 人 们 觉察 到 ). 
在 历史 上 ,恰好 是 可 见 光 部 分 (X4000~7000A) 首 先 为 人 们 觉察 到 ,并 进行 了 广 
泛 的 研究 ,这 是 可 以 理解 的 . 由 于 实验 技术 上 的 困难 ,实物 粒子 (首先 是 电子 ) 的 波 


动 性 直到 20 世纪 20 年 代 末 才 被 人 们 观察 到 . 在 此 之 前 当然 不 可 能 出 现 与 波动 光 
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学 相当 的 实物 粒子 的 整体 性 波动 理论 . 但 在 波动 力学 建立 之 后 ,为 什么 人 们 未 能 立 
即 着 手 去 探索 它 所 相应 的 整体 性 理论 ,而 一 直到 40 年 代 这 种 理论 才 被 Feynman 
提出 ,这 是 很 值得 人 们 反思 的 . 

随 着 近代 物理 的 发 展 ,物理 学 家 已 清楚 地 认识 到 光 和 实物 粒子 (m 关 0) 都 是 物 
质 存在 的 不 同形 式 . 两 方面 的 理论 研究 已 逐渐 融合 在 一 起 . 然而 在 人 们 面前 ,还 有 
一 个 广阔 无 乾 和 光怪陆离 的 必然 王国 在 等 待 探 索 . 物质 世界 是 无 限 的 ,人 们 对 它 的 
认识 也 是 无 限 的 . 


4.5 位 形 空间 和 相 空 间 的 路 径 积分 


以 下 按照 路 径 积分 理论 来 具体 计算 传播 子 . 为 了 数学 表述 简单 起 见 ,考虑 一 维 
势 场 VCz) 中 运动 的 粒子 , Hamilton 量 表示 为 


H= 委 ++V(z) (4.5.1) 
m 
按 4.1 节 , 式 (4.1.4), 传 播 子 为 
K(x ,zt’) = (x |expl—iHG mt) /#17x) (4. 5.2) 


以 下 分 别 在 位 形 空间 和 相 空 间 中 给 出 传播 子 的 路 径 积分 表达 式 %. 
4.5.1 位 形 空间 中 的 路 径 积 分 


下 面 来 计算 位 形 空间 中 的 传播 子 与 4. 3 节 相同 ,把 时 间 间隔 (& 一 已 作 N 
等 分 
to = te tt ty = 万 
ti—ti—e, (tf—t)= Ne 
zt) 一 了 Cl) =r, xn)=7r) =x 
显然 ， 
EH — CeeH/ )N (4. 5. 3) 
利用 恒等式 [ 见 2. 5 节 , 式 (2. 5.66)], 对 两 个 算 符 A 和 B, 设 [A,B] 与 A 和 B 都 对 
易 , 则 
AHB 一 eAeBe [AB])2 (4. 5.4) 


可 得 


@ 参阅 :R. Shankar, Principles of Quantum Mechanics, 2nd. ed., Chap. 21(Plenum Press, 1998). 
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当 es-~>0 时 ,O(e2) 项 可 略 去 . 把 式 (4. 5.4) 代 入 式 (4. 5. 3) ,并 在 N 个 因 式 之 间 
插入 (N 一 了 个 单位 式 (identity) 


oo 
I=| dslz) (zl, 2 (4.5.6) 
于 是 传播 子 (4. 5. 2) 可 以 表示 为 


Kl WN FE 有 i [+ 
Xt ,xt)= (x = zn| 1 dz; 
yl eS 


。 exp (= Zp ) 。 exp| 一 4EVCz)] | zn 1) zn | 


exp( 一 5 '): exp| 一 -VCz) |] 。 | zs >(Zznrs | 


exp (一 小 ) 。 exp| 一 在 V(z) | |zx1) zi | 


exp(— FP) exp[—¥VCD) mm 一 z (4.5.7) 
式 中 
《xz; | exp(— 种 )exp[— ¥V(z) | | xi) 

=(z;| exp (元旦 " Ixia)exp| — VCzr)] 


m 12 im(Zzi — zx) 1 
= (ze) 昌 op |. exp| 一 VCz) | (4. 5. 8) 
这 里 利用 了 自由 粒子 的 传播 子 的 计算 公式 [ 见 4.1 节 , 式 (4.1.9)]. 


把 式 (4. 5. 8) 代 人 式 (4. 5. 7) ,可 得 出 


K(x ,rt’) 
N-l 了 ( i )? 。 
= (za) [H(i) 邮 ] ep| > 7 = ea 
(4. 5. 9) 
当 e>0 时 ,(zi 一 Zi-1)V/sszi 于 是 式 (4. 5. 9) 右 边 最 后 一 个 因 式 化 为 
exp| 让 | 到 maz -Vz) |}= exp| ¥L (5) | C4. 5. 10) 


因而 式 (4. 5. 9) 化 为 
LA Ce 2 1 { 
KC ,7x14') = |p[zco] exp( 二 | diL(z,2)) (4. 5.11) 
式 中 
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入 斑 1 


Joceo- 加 (二 可 /H(A) "sy 
此 即位 形 空间 中 的 路 径 积 分 . 
4.5.2 相 空 间 中 的 路 径 积 分 
按 式 (4. 5. 1) 一 (4. 5. 5) ,传播 子 K(x ,zt ) 可 以 写成 如 下 形式 : 


《ZN = 过 | exp (元 ?小 exp| 一 eVCz) | 。 exp (元 ?小 exp| 一 EV(z) | 
Ur NN 


入 个 因 式 
“zo = zx) (4. 5. 13) 
在 上 式 中 相 邻 两 个 指数 算 符 因 式 之 间 依 次 插入 
1= [dz la) (zl, 了 一 1,2,……, 人 一 1 (4. 5. 147) 
1= dp;| pp;l, j=1,2,%%,N (4. 5. 15) 


| Di》 与 | p; ) 分 别 是 粒子 坐标 zr 和 动量 p 的 本 征 态 ,而 《xz; | pe 》 一 et V 2k. 此 时 ， 
式 (4. 5.13) 中 每 一 个 指数 算 符 因 式 都 作用 在 它 的 本 征 态 上 ,可 以 很 容易 给 出 其 表 
示 式 , 例如 ,以 N=3 为 例 , 式 (4. 5. 13) 化 为 


apsdpsap] ~ dzzdzl(Zs exp (一 pe 国 
和 2 
exp( 一 3 


ep (到 了) 


ps3» 


exp 必 ¥VCz) | 


ZX2) 。 (x2 p2> 


‘ps 


X17 。 《Xl 


(ps 


exp 后 VCz) | 


pi1) 


‘pi Xo 


exp [= EV(z) | 


:ee 
=- 由 aeaeda| -andz 。 exp| 一 下 (6 十 抬 十 pf) 
一 龙 [VCzo) 十 VCzl) +Vcm)]| 。 (Xs | 23 ps | zz (x | p2) (ps [zx1) 
1  \5 ffT+ee oo 
zi |p1) Cp lm 人 7 由 aaamaa __dzadzi 
。 op | 十 万 十 p?) + 二 [ps Cs — ZX) 二 pz x2 一 21) 


Fp —z)]—E[Vn) 十 VCz) 十 YCzD]] (4.5.16) 


推广 到 一 般 情况 , 式 (4. 5. 13) 可 化 为 
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KC zt 
(zt) N 加 
一 le 2 le | 
-| DEpC) JD[zC) Jexp| 和 [Bp? 十 Pd (2 Xi1) 让 vz] 
(4. 5.17) 
(zt 1 2N N Nl 
js DE WIDE = GG en [dpaw. (4.5.18) 
当 N>co,e>0 时 ,wj 一 zj-1 和 3xje, 因 而, 式 (4. 5.17) 可 化 为 
KC zi =|D[pJDEz] 。 exp 人 | [pz 一 H(z,p) dr 


式 中 


=|D[pIDEz] . exp[ i L Cd] (4.5.19) 
此 即 相 空间 中 的 路 径 积分 来 计算 传播 子 . 


4.6 APB(Aharonov-Bohm) 效 应 


在 经 典 电 动力 学 中 ,电磁 矢 势 和 标 势 只 是 作为 描述 和 计算 电磁 场 强 度 的 一 个 
方便 的 数学 工具 而 引进 的 . 诚然 ,在 经 典 力学 的 Hamilton 正则 形式 和 Lagrange 理 
论 形式 中 ,对 于 荷 电 粒 子 的 描述 ,的 确 要 出 现 矢 势 和 标 势 . 但 在 荷 电 粒 子 的 基本 动 
力学 方程 中 


加 时 0 一 (gE + LuxB) (4.6.1) 


只 有 粒子 所 在 地 域 (local) 的 电场 强度 ECr,z) 和 磁场 强度 允 (r, 思 出 现 ,而 矢 势 和 标 
势 并 不 出 现 . 

与 此 不 同 ,量子 力学 中 (无 论 是 Schr6dinger 波动 力学 形式 , Heisenberg 矩阵 
力学 形式 ,或 者 Feynman 路 径 积分 形式 ) ,描述 荷 电 粒子 在 电磁 场 中 的 动力 学 方程 
中 都 会 出 现 粒子 所 在 地 域 的 矢 势 ACr,t) 和 标 势 pCr,t). Aharonov 和 Bohmg@ 首先 
认识 到 电磁 矢 势 和 标 势 的 深刻 的 物理 含义 . 他 们 指出 ,在 电磁 场 强度 为 0 的 区 域 中 
(但 矢 势 和 标 势 并 不 为 0) 运 动 的 两 束 相 干 的 荷 电 粒子 , 波 函 数 会 发 生 不 同 的 相位 
变化 . 因此 , 当 两 束 粒子 重新 会 聚 后 ,就 会 出 现 干 涉 现象 . 不久, 果然 在 实验 中 观测 
到 了 这 种 干涉 现象 @. 后 来 人 们 称 之 为 AB 效应 @. Furry 和 Ramsey@ 还 从 量子 力 


@ Y. Aharonov and D. Bohm, Phys. Rev., 115(1959),485. 

© R. G. Chambers, Phys. Rev. Lett., 5(1960),1. 

@ 例如 ,M. Peskin and A. Tonomura, The Aharonov-Bohm effect, Lecture Notes in Physics, vol. 
340, Springer-Verlag, Berlin, 1989. 

@ W. H. Furry and N. F. Ramsey, Phys. Rev. ，118(1960) ,623. 
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学 理论 本 身 的 自治 性 来 论证 了 AB 效应 的 正确 性 . 下 面 简单 介绍 一 下 两 种 形式 的 
AB 效应 , 即 磁 AB 效 应 和 电 AB 效 应 . 

Feynman 的 路 径 积分 理论 已 被 广泛 应 用 来 处 理 各 种 物理 现象 ,如 AB 效 应 、 量 
子 Hall 效应 等 . 作为 路 径 积 分 理论 的 一 个 重要 应 用 ,下 面 用 路 径 积 分 理论 来 分 析 
AB 效应 . 先 讨 论 磁 AB 效应 . 

磁 AB 效应 实验 的 示意 图 ,如 图 4. 8 所 示 . 它 实 质 上 是 一 个 双 缝 干涉 实验 . 与 
通常 双 缝 干涉 实验 不 同 之 处 , 仅 在 于 双 颖 装置 的 后 面 (图 中 斜 线 所 示 区 域 ) 安 放 一 
条 很 细 的 长 螺 管 ,管内 部 有 磁场 B 取 0, 垂 直 纸 面向 上 . 在 螺 管 外 面 有 矢 势 A( 采 用 
Coulomb 规范 ) ,如 图 中 圆圈 所 示 . 


4 
9 


观测 屏 
J 
4 
图 4.8 磁 AB 效 应 示意 图 
取 自 Shankar 的 教材 0. 


在 通常 的 双 颖 干涉 实验 中 ,粒子 从 源 S 发 出 后 ,经 过 双 颖 后 ,在 屏 上 会 合 ,会 
观测 到 干涉 现象 . 按照 路 径 积 分 理论 4. 2 节 , 描 述 双 颖 干涉 的 波 函 数 为 
OT) sb Cr) + yp, (7) (4. 6. 2) 
YP, 和 yp, 分 别 是 经 历 路 径 P! 和 Ps 的 贡献 . 
下 面 来 讨论 磁 AB 效应 (图 4. 8)?. 按照 路 径 积 分 理论 ,由 于 Lagrange 量 工 中 
的 (2。4) 项 [ 书 末 附 录 A. 1, 式 (A. 1 11)], 沿 每 一 条 路 径 上 的 波 函 数 将 出 现 一 个 
额外 的 因子 


id f / ig 人 / 
exp| | (vw *» A)dt 上 = exp(22| 4 “dr ) (4. 6. 3) 
因此 描述 磁 AB 效应 (图 4. 8) 的 波 函 数 为 
Wr) ~ fo, Cexp (1 |, 4 . dr’ )+ yr, Cexp (|, 4 dr’) (4.6.4) 
把 右 侧 两 项 的 一 个 共同 因子 提出 后 ,上 式 可 改写 成 


@ R. Shankar, Principles of Quantium Mechanics, 2nd. ed., p. 497 一 499; K. Gottfried and T. M. 
Yan, Quantum Mechanics. Fundamentals, 2nd. ed. ,p. 196~198. 
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pr) (共同 因子 )| yr, (nD) 十 yr, (ryexp (并 ba. dr’) )| 


二 (共同 因子 ) [gn (7) 十 ye, exp (LE) | (4. 6. 5) 
式 中 
B=H4.dr =|(VXA) .d= Bd (4. 6. 6) 


是 通过 细 螺 管 的 磁 通 . 在 磁 AB 效应 中 ,由 于 细 螺 管内 磁场 B 的 存在 ,通过 P， 和 
Ps 两 条 路 径 的 波 函 数 有 一 个 相差 , 58 二 9@B/#c. 在 一 般 情况 下 ,其 干涉 花样 将 不 同 
于 通常 的 双 缝 干涉 ,这 一 点 已 为 实验 所 证 实 . 

磁 AB 效应 实验 表明 ,在 粒子 所 经 历 的 路 径 P, 和 P。 上 及 它们 邻 域 (处 于 细 螺 
管 外 ) 中 ,B 一 0, 但 4 天 0. 由 于 矢 势 4 的 存在 , 双 纤 干涉 花样 将 不 同 于 通常 的 双 缝 
干涉 花样 ,在 实验 上 是 可 以 观测 的 ,所 以 矢 势 A 是 有 物理 意义 的 . 但 应 强调 ,尽管 
矢 势 A 是 与 规范 有 关 , 但 实验 观测 到 的 双 缝 干涉 花样 的 变化 ,只 依赖 于 螺 管 内 的 
履 通 @, 它 不 依 站 于 所 到 规范 

注意 ; 当 细 螺 管内 的 磁 通 B 满足 条 件 gB/(#c) 二 2nxn 整数 ) 时 , 双 颖 干涉 花 
样 就 与 平常 的 双 缝 干涉 实验 中 的 观测 结果 相同 . 换言之 , 当 磁 通 

$=nGo, Go = 2xfic/g = 4.14X107"Gs. cm (4. 6.7) 

就 会 出 现 上 述 现象 . Bo 称 为 磁 通 量子 (flux quantum). 随 磁 通 B 的 变化 ,相差 54 
《因而 双 颖 干涉 花样 ) 也 随 之 变化 . 磁 通 变化 的 周期 为 Bo 二 2xfic/q, 这 已 在 实验 中 
观测 到 . 关于 磁 AB 效应 的 更 深刻 的 物理 含义 ,可 参阅 Aharonov-Bohm 的 原始 文 
献 和 有 关 的 评述 性 文献 2, 


图 4.9 电 AB 效 应 


其 次 用 路 径 积分 理论 来 分 析 电 AB 效应 ,如 示意 图 4. 9 所 示 . 设 人 射 荷 电 9 的 
粒子 束 经 过 双 缝 后 ,分 别 经 历 两 条 路 径 P! 和 P; ,然后 在 观测 屏 汇集 . 在 粒子 经 历 
的 两 条 路 径 上 ,分 别 放置 两 个 Faraday 简 ( 空 心 金属 圆柱 形 简 , 简 内 无 电场 ), 简 上 


@ 例如 ,M. P. Silverman, Am. J. Phys. 61(1993),No. 6,p.514~523; Y. Aharonov and D, Rohr- 
lich, Quanium Paradozxes, § 4. 4(Wiley-VCH). 
# 1Gs=10-4T 
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静电 势 分 别 为 $1 和 $; ,电势 差 为 A$ 二 8 一 轴 . 由 于 荷 电 粒 子 经 历 的 路 径 上 有 静电 
热 y 的 存在 ,Lagrange 量 工 中 出 现 一 项 一 gg[ 见 书 末 附录 A.1, 式 (A.1.11)], 波 


丽 数 中 将 出 现 一 个 因子 exp (一 也] wd: ) . 设 答 电 粒 子 通过 Faraday 简 所 需 时 间 为 


rt, 则 经 历 两 条 路 径 的 荷 电 粒 子 的 波 函 数 有 一 个 相差 
a 
=A 
由 于 技术 上 的 困难 ,这 种 电 AB 效应 尚未 在 实验 上 观测 到 . 
附录 规范 不 变性 


1. 经 典 力 学 中 的 规范 不 变性 


在 经 典 电动 力学 中 ,电磁 场 矢 势 AC(r,t) 与 标 势 g(r, 力 如 作 以 下 变换 : 


ACrst) > A'r,t) = ACr,t) + Wr,t) 
Pr D> Yr) = pr) — Sf,D) 
式 中 flr, 力 是 任意 的 非 奇 异 函数 ,电磁 场 强 度 
E——Vp—5A 
B=VxA 
显然 保持 不 变 ,此 即 电磁 场 的 规范 不 变性 . 
以 下 考虑 荷 电 gq、 质量 为 M 的 粒子 在 电磁 场 中 的 运动 . 
1)Newton 力学 形式 
在 Newton 方程 中 


Mr = gq(E+ vxB) 
只 出 现 E 和 B, 其 规范 不 变性 是 很 明显 的 . 
2)Lagrange 力学 形式 
荷 电 粒 子 的 Lagrange 量 为 
Llr,v,t) = 去 Me gq| rr 去 Tu 。 ACr,D) | 


A 与 9 出 现在 L 中 ,所 以 L 与 规范 有 关 . 但 把 工 代入 Lagrange 方 程 
Ld (2)o 


oar dt\9v 
可 得 出 
ad 4 王 一 池 . 
[Mt ?4 | qVg 十 - Vlv. A) 
利用 
d 


A 。 
4 es Atv V)A 


(4. 6. 8) 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 
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V(o 4) 一 "DX(VX4) 十 (osV)4 一 wXB 十 (VD)A 


可 得 
MEv=a(E+ LuxB) (6) 
与 式 (3) 丁 同 ,也 与 规范 无 关 . 
3) Hamilton 力学 形式 
粒子 运动 状态 用 正则 坐标 r(z) 和 正则 动量 pi) 描 述 . 正则 动量 定义 为 
p 一 总 一] 十 -24 一 了 十 -4 (7) 
Zz 一 Mv 称 为 机 械 动量 . 粒子 的 Hamilton 量 定义 为 
H=v.p—L 


=o (Mo +2A)—3M +a(y— lo. 4) 


一 去 Mo 十 gp (8) 
即 
1/,_aY 
H=ah(? 24) 十 gg (9) 
正则 方程 表示 为 
9 2 
7 一 ptr PD, p gr rp (10) 
由 此 也 可 以 得 出 
MF —a(E+ uxB) (11) 


与 式 (3) 同 ,也 与 规范 选取 无 关 . 
在 规范 变换 下 ,坐标 > 与 机 械 动 量 x 保持 不 变 
r'(t) = r(), nt) = z(t) (12) 
机 械 角 动 量 | 
A=rxx=MrXvw (13) 
也 保持 不 变 
A'Q) = A (14) 


但 正则 动量 显然 与 规范 有 关 ,p 一 Mo 十 <4,p 一 Mo 了 4 所 以 


p 一 p 十 也 VfCr,t) (15) 
Hamilton 量 一 般 也 与 规范 有 关 ， 


可 一 声 (? 一 24) +ov' 一 去 (24) +a(o- 士 如 /) 


所 以 
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H = 这 二 二 元/ (16) 
只 当 五 不 显 含 上 情况 ,可 取 4 和 9 与 无关, 因而 可 取 9f/3t 二 0, 此 时 g(r) 一 gl7) ,而 
H=H (17) 
Hamilton 量 ( 即 能 量 ) 为 守恒 量 ". 


2. 量子 力学 中 的 规范 不 变性 


在 量子 力学 中 ,粒子 坐标 和 动量 算 符 ( 采 用 坐标 表象 ) 分 别 为 
全 一 r， 从 一 一 过 V (18) 
在 经 典 力学 中 ,粒子 坐标 不 随 规范 变换 而 变 [ 见 式 (12)] ,正则 动量 则 与 规范 有 关 [ 见 式 (15)]. 试 
问 ,量子 力学 中 的 动量 算 符 ,是 否 与 经 典 力学 中 正则 动量 一 样 , 随 规范 不 同 而 异 ? 
通常 的 做 法 是 ， 个 徊 灯 取 仆 公 规 花 ， 正则 动量 算 符 A 即 
六 一， 全 一 全 一 一 过 V (19) 
在 Feynman 的 书 中 2% 对 这 种 做 法 的 物理 考虑 , 作 了 分 析 . 在 理论 上 应 如 何 理解 ? 
问题 的 关键 在 于 ， i 汪 A 观测 的 只 是 


0 os I (20) 
(多 CD] 全 "| 图 CD》 一 (四 全 V fOr | gC)) (21) 


式 中 | yk2)) 和 |y (7)) 是 同一 个 量子 态 在 两 个 规范 下 的 表示 [两 个 规范 通过 Fr, 妃 相 联系 , 见 式 
(1)]. 注意 ,上 两 式 中 全 "一 全 一 一 壤 V[ 见 式 (19)]. | YO) 与 1y0)) 是 什么 关系 才能 保证 式 
(20) 和 C21) 成立 ? 令 、 

VCD 一 TD 


TrTr=TTr=1 
Ty 代表 与 规范 变换 (1) 相 联系 的 一 个 么 正 变换 . 按照 式 (20) 和 式 (22) ,要求 
Ti+ 全 Tr 一 个 (23) 
即 LTr ,个 ]=0,Ty 与 六 对 易 , 考 虑 到 Tr 的 么 正 性 ,在 坐标 表象 中 
Ty 一 exe [xCr; 思 为 实 ] (24) 


@ 即使 在 此 情况 下 ,ap 可 以 理解 为 荷 电 粒 子 的 静电 势能 ,Lagrange 量 中 的 另 一 项 和 * A 并 不 能 理解 
为 静 磁 势能 ,因为 Lorentz 力 二 0X 如 总 是 垂直 于 上 ,对 粒子 不 做 功 . 这 表现 在 Hamilton 量 中 


H= +ap 一 二 Moz 十 qg 
只 有 一 项 机 械 动 能 和 一 项 静电 势能 . 
©® TheFeynman Lectures on Physics, Vol 3., Quantum Mechanic (Addison-Wesley, 1965),p. 21 一 25. 
® C. Cohen-Tannoudji, B. Diu and F. Faloté, Quantum Mechanics (John viic; & Sons, 1977). 
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代入 式 (21) ,得 


sy 信 "ex = pt vf 


利用 信 ' 一 个 一 一 过 VY ,上 式 左 边 一 一 寺 V 十 VX, 由 此 得 hiVX 一 全 V 记 所 以 


Xr,t) = Cr 十 万 CD (25) 
如 不 涉及 者 随时 间 的 演化 ,可 以 略 去 所 CD ,由 
XCr,t) = 和 fr, (26) 
即 
Tj = exp| 卉 fir | (27) 
所 以 在 坐标 表象 中 的 波 函 数 在 两 种 规范 下 的 关系 为 
六 人 从 主 emp| 并 ferD | yr) (28) 
上 述 结论 也 可 以 根据 Schr6dinger 方程 的 形式 在 规范 变换 下 保持 不 变 而 得 出 , 即 要 求 
丢 冯 多 (7,D) 一 [ 喜 ( 人 24) +op Jy er (29) 


式 中 依 ' 一 一 运 V .利用 
ay — apy ex (7). (ih y+ apy) 


(~iv— 24')y =ep (227) (~ihv— 4)y 


式 (29) 化 为 
法 她 y= [过 (2 -2) +ap | 全 =—ikv (30) 
这 表明 ,如 波 函 数 按照 式 (28) 变 换 , 则 Schrodinger 方程 的 形式 在 规范 变换 下 保持 不 变 


应 该 提 到 ,尽管 动量 算 和 表示 式 不 随 规范 而 变 ( 全 ' 一 全 一 一 iV ), 它 的 抵 阵 元 则 随 规 范 而 
异 . 例如 


|e mp Cr DP gS (r,2) 
= mir hv Yr) 
=J a Domp(—T) -inv enp (YE )ykrsp 
= rd inv gerd) + [dr cr 区 V Ar om 
= dp rdf yd + /rg (rd| 4 v jer |e (r,t) (3D) 
与 正则 动量 不 同 ,在 规范 变换 下 ,机 械 动量 分 一 生 一 4 一 一 讨 V 一 了 A 将 改变 为 、 
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允 ' 一 一 iV— A’ Gr, = 一 iV— [ACr,D) + VfCr,t)] 


二 公 Vflr,) (32) 


但 其 平均 值 不 随 规范 而 异 ( 与 经 典 力学 中 机 械 动 量 一 样 ). 
类 似 , Hamilton 算 符 一 般 也 随 规范 而 异 , 因 为 


-喜人 -人 ep] tap(rd, $b =—ihy (33) 
= -去 | 星人 ‘mp + gy (r,t), AP 二 一 壕 V 
-=k 一 人 ac] 十 gg(r 浊 一 全 部 Fr 四 基 在 (34) 
只 当 电 磁场 不 随时 间 变化 的 情况 下 ,可 以 取 4 和 9 保持 与 无关, 因而 3//at 一 0. 此 时 个 ' 一 个， 
即 个 (守恒 量 ) 与 规范 无 关 . 
从 Schradinger 方 程 形式 的 规范 不 变性 来 看 


证 全 1 (DD)= | yw) (35) 
上 式 左 边 为 
i# 人 | CD) 一 和 二 Tr1wD ( 式 中 地 = ep (27)) 


= 一 全 2 Ts ID) 二 TT 该 妨 1 gD)= 一 辽 9 ofT, [y+ TA yg) 


— 4 7, [yD)+ TATIT | yD)= 全 二 H+ TAT) 1wCD) 
与 式 (35) 右 边 比 较 , 得 
fF’ 049f TA 
HH (36) 
利用 


Tyo(r,D TS =9(r,t) 
人 入 q 2 g 2 
| 一 ar | TT =T,| ihvV— ACD | T+ 
-|- 丢 V 一 24(r 汶 一 卫 g vo] 
下 

2 

-| 一 4 

各 
可 得 


A -= 吉 [?-24D | + +dly (Cr 介 一 一 1 tr | 


ot 
=hi| ?2A 5] + ‘(r,t) (37) 
2M c ? ap. Ts 


与 式 (34) 相 同 . 
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Hamilton 量 的 平均 值 与 规范 变换 的 关系 为 
yf Igy = (vy| TAT |y) 
利用 式 (36) ,有 | 


八 9 
( 几 | 站 | wa- J) 


at 
与 经 典 力学 中 相应 的 关系 式 (16) 相 同 . 


3. 路 径 积 分 理论 的 规范 不 变性 
在 经 典 力学 中 , 荷 电 gq 的 粒子 在 电磁 场 中 的 Lagrange 量 表示 为 ( 见 附录 A. 1) 
工 一 半 mm 一 9g 十 业 9 A 
相应 的 作用 量 为 (从 rz 一) 
S[Lr(i)] = a(Bme 和 gg 十 二 。 4) 
在 规范 变换 (1) 下 ,S 变 为 
SS = s+ Qf du( “Vf+ 名 f) 
利用 
d a 
/= Vf 
得 
S' = S+ LA,t) — f(r',t)] 


(38) 


(39) 


(40) 


(41) 


(42) 


但 按 最 小 作用 原理 进行 变 分 时 , 初 终点 位 置 是 固定 不 变 的 ( 见 附录 A. 1). 因此 ,6S' 二 0 与 5S 二 0 
给 出 的 结果 是 相同 的 . 这 就 是 经 典 力学 中 的 规范 不 变性 . 下 面 来 讨论 Feynman 的 路 径 积分 理论 


的 规范 不 变性 . 
在 Feynman 路 径 积 分 理论 中 ,传播 子 是 如 下 构成 的 : 
KH ,rt’) = C >) exp[iS/ 条 
所 有 路 径 
容易 看 出 ,在 规范 变换 下 
K>K’ = Kexp| Ef) — fr ,| 

但 

KY rt) 一 〈( 玫 | UTC) | my》 
其 中 UCY,z) 是 描述 态 演化 的 算 子 ， 

| WE 人》 = UC ,7) | gC )) 

可 以 看 出 ,规范 变换 (1) 相 当 于 坐标 本 征 矢 作 如 下 变换 : 


| >) 一 ep(—i) | >》 


而 波 函 数 wm 一 (r| 一 
7) = exp[igf Cr, /Cc) Yn) 
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(43) 


(44) 


(45) 


(46) 


(47) 


即 只 产生 一 个 相位 变化 . 这 在 讨论 Schr6dinger 方程 的 规范 不 变性 时 已 得 到 过 [ 见 式 (28)]. 在 此 
变化 下 ,粒子 的 空间 密度 分 布 和 流 密度 显然 不 改变 . 对 其 他 可 观测 量 的 观测 概率 分 布 的 分 析 , 要 
复杂 一 些 , 但 也 可 以 证 明 它 们 具有 规范 不 变性 . 

在 只 有 常 磁 场 (不 依赖 时 间 ,如 取 4 一 4A(r) ,gp 一 0, 则 含 时 Schr6dinger 方程 为 


Rm 1 /人 gq ,yy . 
于 y= hi(f SA) y (48) 
如 yy 作 以 下 相位 变换 : 
J = exp[— igf (r)/ Cc) (49) 
式 中 f(r) 取 得 使 VfC7) 二 一 A(7) , 则 不 难 证 明 
法 一 或 全 (50) 


即 矢 势 在 方程 中 消失 . 从 不 含 矢 势 的 Schrodinger 方程 ,到 有 矢 势 AC7) 出现 的 Schrodinger 方 
程 ,相应 的 波 函 数 从 yy 一 y, 即 出 现 了 一 个 相 因 子 


exp[— igf (r) /fcj = ep| 如 | Ac 。 dr | (51) 


人 们 把 emp| 2 4) : | 称 为 Dirac 因子 
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第 5 章 量子 力学 中 的 相位 


杨振宁 先生 在 纪念 Schr6dinger 诞辰 100 周年 的 文章 ?中 ,一 开头 就 引用 了 
Dirac 的 一 段 重要 的 话 @， 

“问题 在 于 ,不 对 易 性 是 否 真是 量子 力学 新 概念 的 主体 ? 我 过 去 一 直 认 为 答案 
是 肯定 的 . 但 最 近 我 开始 怀疑 这 一 点 . 我 想 ,从 物理 观点 来 说 ,不 对 易 性 可 能 并 非 唯 
一 重要 的 观念 ,或 许 还 存在 某 些 更 深层 的 观念 ,而 某 些 通常 的 概念 在 量子 力学 中 或 
许 还 需要 作 一 些 更 深刻 的 改变 . ”Dirac 进一步 讨论 了 这 个 问题 ,并 得 出 结论 “所 
以 ,如 果 有 人 问 ,量子 力学 的 主要 特征 是 什么 ? 现在 我 倾向 于 说 ,量子 力学 的 主要 


是 与 实验 相 联系 的 ,但 这 只 是 问题 的 一 部 分 . 概率 幅 的 模 方 是 我 们 能 观测 的 某 种 
量 , 即 实验 者 所 测量 到 的 概率 ,但 除 此 以 外 还 有 相位 , 它 是 模 为 1 的 数 , 它 的 变化 不 
影响 模 方 , 但 这 个 相位 是 极其 重要 的 ,因为 它 是 所 有 于 涉 现象 的 根源 ,而 其 物理 含 


们 发 现 了 包含 相位 这 个 物理 量 的 概率 幅 的 存在 . 相位 这 个 物理 量 很 巧妙 地 隐藏 在 
大 自然 中 . 正 是 由 于 它 隐藏 得 如 此 巧妙 ,人 们 才 未 能 更 早 建立 起 量子 力学 ,” 

杨振宁 先生 还 提 到 ,人 们 对 于 Dirac 的 见解 也 许 有 不 同 的 看 法 , 即 究竟 是 引信 
不 对 易 代 数 重 要 ,还 是 引入 包含 相位 的 概率 幅 重要 . 但 无 论 如 何 ,对 于 物理 学 家 描 
述 自然 来 讲 , 两 者 都 很 重要 则 是 毫 无 疑义 的 . 


5.1 量子 态 的 常数 相位 不 定性 


在 量子 力学 教材 中 讲述 波 函 数 的 统计 诠释 时 ,考虑 到 对 于 概率 分 布 ,要 紧 的 是 
相对 概率 分 布 , 波 函数 有 一 个 整体 的 常数 因子 不 定性 ( 见 卷 I ,2. 1.2 节 ), 即 | 少 与 


六 


© C. N. Yang,Square root of minus one, Complex phases and Erwin Schrodinger, in Schridinger 
Centenary Celebration of a Polymath, Kilmister C W ed. (Cambridge University Press, New York,1987) ;中 
译文 : 唐 贤 民 译 , 宁 平 治 校 . 自然 杂志 ,11(1). 这 里 给 出 的 译文 即 根据 此 译文 ,但 在 个 别 修辞 上 有 小 改动 . 
® P. A, M. Dirac, Fields & Quania ，1972(3):139， 
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特别 应 当 提 到 ,量子 力学 中 任何 力学 量 全 (不 显 含 时 ) 的 本 征 态 都 有 常数 相 因 
子 不 定性 . 因为 假设 力学 量 ( 算 符 ) 全 的 本 征 方程 为 
Fy) = F, |y,) (5.1.1) 
1) 和 F 分 别 表示 本 征 态 和 本 征 值 . 显然 ,在 本 征 态 作 相位 变换 |y,) 一 |%,) 二 ew 
I) 之 后 ,| 各 ) 仍 是 上 的 本 征 态 ( 且 属 于 同一 本 征 值 F,)， 
FB) = F, 1g,) (5. 1. 2) 
本 征 态 的 相位 不 定性 表现 在 ,以 这 些 本 征 态 为 基 矢 的 表象 中 ,各 种 力学 量 的 矩阵 元 


ee 


一 个 最 常见 例子 , 即 角 动 量 ( 记 ,多 ) 的 共同 本 征 态 ( 取 # 一 1) 
Flim) = jG + D|jim) 
Fljim) = mljm) (5. 1. 3) 
j= 0,1,2,°…;1/2,3/2,5/2,.… 
1 一 1 1 一 1，… 一) 2 
在 给 定 7 值 的 (27 十 1) 维 (m 一 7 一 1,…, 一 力 子 空间 中 ,人 和 外 的 矩阵 (只 有 对 角 
元 ) 是 完全 确定 的 ， 
Gm | Fr | jm’) = jC + 1) dr (全 二 的 
Cm | Fljm’) = m Or 
但 与 从 不 对 易 的 算 符合 入 等 的 矩阵 表示 就 有 相位 不 定性 . 当 | jm) 一 | 疡 一 em 
|jm), 久 和 欠 的 矩阵 元 不 改变 ,但 入 与 人 的 矩阵 元 就 会 改变 ,例如 
Om | fm = ew) (jm | |jm’y (5. 1.5) 
事实 上 ,7 在 角 动 量 的 代数 理论 中 ( 见 卷 ,10. 2 节 ) ,根据 角 动量 算 符 的 基本 对 易 式 
六 六 一 了 二 1.,… ,只 能 给 出 入 与 六 或 广 + 一 侯 士 记 的 矩阵 元 的 模 方 为 
Om | 全]|jm)|? = 6wmnG 土 m 十 DG 干 m) (5. 1.6) 
通常 取 如 下 相位 规定 : 即 介 的 矩阵 元 为 实 , 也 就 是 取 从 矩阵 元 为 实 ,而 了 矩阵 元 
为 纯 虚数 


er A 于 VC 王 才 二 DT 


Cjm 土 1| ,|jm) 一 /OFEmTFDGFm 
例如 ,Pauli 矩阵 (o, 表象 ) 就 符合 此 规定 
0 1 0 一 i 1 0 、. 
ea 4 由 = (i 0 j= (6 | 人 
与 本 征 态 的 相位 不 定性 相关 ,在 量子 态 的 全 加 原理 中 ,尽管 到 加 系数 有 相位 改 
变 ,其 模 方 是 不 变 的 . 例如 ,在 下 表象 中 


(5. 1.7) 
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[DD= 2 1 ly) (ode) 
当 表 象 的 基 矢 作 常 数 相 因子 变换 |y) 一 1p,) 二 ew | y) 时 ， 
|D= 1p) pp (5. 1. 10) 
到 加 系数 (名 |) 二 es (y | 有 相位 改变 ,但 | (加 | 内 | 一 | 《yr11?, 即 测 得 下 的 
取 值 的 概率 分 布 及 平均 值 并 不 改变 . 
此 外 ,量子 力学 中 的 一 个 表象 是 以 某 一 组 对 易 力学 量 完全 集 的 共同 本 征 态 作 
为 基 矢 . 由 于 本 征 态 的 常数 相位 不 定性 ,任何 两 个 表象 之 间 的 么 正 变换 的 矩阵 元 就 
具有 常数 相位 不 定性 . 例如 ,两 个 角 动 量 的 耦合 表象 与 非 耦合 表象 之 间 的 么 正 变换 
的 和 矩阵 元 , 即 Clebsch-Gordan 系数 , 《jimijzmz | jz 在 取 适 当 的 相位 规定 [ 见 卷 工 ， 
10.4 节 , 式 (10.4.17) 与 式 (10.4. 20)] 后 ,就 为 实数 ( 称 为 Condon-Shortley 约定 ). 
这 种 取 法 有 很 多 方便 之 处 . 例如 , 么 正 变换 U 及 其 道 变换 UL 如 取 为 实 , 则 U 二 
U"* 二 ,变换 系数 可 以 用 相同 的 符号 ,如 《jirmajzrmz 1jm) 二 《jm|jimjzm2). 3 个 角 
动量 耦合 的 Racah 系数 或 6 六 系数 ,以 及 4 个 角 动 量 耦 合 的 9j 系 数 ( 见 6.4 节 ), 通 
常 也 都 取 为 实数 . 


5.2 含 时 不 变量 ,Lewis-Riesenfeld (LR) 相 


5. 1 节 讨论 了 量子 态 的 常数 相位 不 定性 ,特别 是 不 含 时 对 易 力 学 量 完 全 集 
的 共同 本 征 态 的 常数 相位 不 定性 ,以 及 不 同 表 象 之 间 的 么 正 变换 矩阵 元 的 常数 
相位 不 定性 . 对 于 显 含 时 力学 量 , 其 本 征 态 依赖 于 时 间 上 在 适 常 条 件 下 ( 见 下 )， 


概念 0. 
对 于 Hamilton 量 不 含 时 的 体系 (具有 时 间 均 匀 性 ) ,能 量 是 守恒 量 . 设 力 学 量 
全 不 显 含 t, 考 虑 到 4 会 /di 一 [全 ,个 ]/ 丢 十 3 全 /at 一 [全 ,个 ]/ 丢 , 若 [ 全 让] 一 0, 则 称 
FE 为 体系 的 守恒 量 , 它 与 站 可 以 有 共同 本 征 态 . 设 包含 甩 在 内 的 一 组 守恒 量 完全 
集 的 共同 本 征 态 记 为 |nv)， 
lm) = Elnv) (5. 2. 1) 
,标记 诸 简 并 态 . 处 理 这 类 体系 的 量子 态 随时 间 演 化 的 问题 比较 简单 . 设 体系 初 态 
| wo0) 给 定 ,不 妨 用 | 展开 
[0)) = BDC |ny) (5. 2. 2) 


C==(m|y(0)) 由 初 态 1g(0)) 决 定 , 则 + 时 刻 量子 态 可 表示 成 


四 H. R. Lewisand W. R. Riesenfeld, J. Math. Phys. ,10(1969) ,1458. 
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|wD 一 2 Cne Bt | ny) = 2 Crm,t) (5. 2. 3) 


式 中 
[ny,t)= eB |ny) (5. 2. 4) 
是 一 个 定 态 波 函 数 . 注意 ,在 式 (5. 2. 3) 中 ,展开 系数 C。 不 依赖 于 时 间 上 
对 于 互 显 含 时 的 体系 ,能 量 不 是 守恒 量 ,不 存在 严格 的 定 态 . 这 种 体系 的 量子 
态 随 时 间 的 演化 ,比较 复杂 . 在 处 理 含 时 谐振 子 问题 时 ,Lewis 与 Riesenfeld 详细 
讨论 了 含 时 不 变量 ,并 用 它 代替 Hamilton 量 ( 非 守恒 量 ) 的 地 位 来 处 理 量子 态 随 
时 间 演 化 的 问题 . 
设 含 时 力学 量 了 (2)1+ 二 了 (4) ,C3 人 /3 了 0) ,满足 
于 一 二 [?, 和 + 休 一 0 (5. 2. 5) 
则 称 人 (2) 为 含 时 不 变量 . 显然 ,[ 人 ,个 ] 径 0, 所 以 人 与 个 不 能 有 共同 本 征 态 . 所 以 
对 于 他 不 含 时 体系 ( 谷 为 守恒 量 ) ,这 种 含 时 不 变量 并 无 多 大 研究 的 价值 , 它 只 适 
合用 以 研究 正 含 时 的 体系 . 
设 包 含 含 时 不 变量 了 (2) 在 内 的 一 组 守恒 量 [其 中 必 无 六 (1)] 完 全 集 的 共同 本 
征 态 记 为 | Xx ,tt)， 


TCD ast) = AlArst) (5. 2. 6) 
4( 实 ) 是 了 (4) 的 本 征 值 (一 般 依赖 于 ,x 标记 简 并 态 , |4x ,it) 满 足 正 交 归 一 化 条 件 
Ak st | Act 一 Hn ws (5. 2.7) 
以 下 证 明 : 
(GD 合 时 不 变量 的 本 征 值 不 随时 间 改 变 ,了 
dA/dt = (5. 2.8) 
证 式 (5. 2.6) 对 1 微分 ,得 
于 acs)+ I 元 lac,2= 型 | ac; 人 十 总 zak,t) (5. 2, 9) 
左 乘 (hk,i| (注意 了 + 一 了 ,4 为 实数 ) ,得 
们 一 《AKC st 节 Ark,t) (5. 2 10) 
用 含 时 不 变量 条 件 (5. 2. 5) 对 |Xx,z) 运 算 , 利 用 式 (5. 2. 6) ,得 
法 于 |aest)+ 了 ast lsD)=0 (5. 2. 11) 


左 乘 (Xx ,zt| ,得 
诉 (A” A de — XA |Ax,t)= 0 (5. 2. 12) 
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对 于 二 4( 但 k 二 =k 或 k' 关 k 均 可 ), 有 
Gx 他 4x)= 0 (5. 2. 13) 


代入 式 (5. 2. 10) , 即 得 dM/dt==0. 
(2) | Mux ,三 一 般 不 满足 含 时 Schr6dinger 方程 . 


用 du/d 王 0 代入 式 (5. 2.9), 得 
(= ?) 于 Me 光一 号 1hc 汐 
左 乘 (Xx ,z| ,并 利用 式 (5. 2. 12) ,得 


QA—AD A st 郊 Ak ,t= Q'st| 字 |arst) 


= QA—ADQAkst axyt)/ 讨 (5.2.14) 
所 以 , 当 4 关 和 时 ， 


千 (MMe' 2 二 Me: 从 一 CA’ |B [axest) (5. 2. 15) 


但 X==X 时 ,上 式 不 一 定 成 立 . a 14x,z) 的 完备 性 ,就 意味 着 |Xx,t) 满 足 仿 
时 Schr6dinger 方程 


A |ax,t) 


(3) 设 了 不 含 对 上 微 商 的 算 符 , |2x,z) 作 为 1 (2) 的 本 征 态 , 则 有 含 时 相位 不 


定性 . 所 以 [ast) 可 作 一 个 适当 的 含 时 相 变换 , 令 


|Ax st) = em ® |Ak,t) [Law (2) 为 实 ] (5. 2. 16) 
[Xx,z) 仍 保持 为 了 (Cz) 的 正 交 归 一 的 本 征 态 , 且 本 征 值 不 变 ， 
?C00) [Xe st = A We,t) (5. 2. 17) 


尽管 一 般 说 来 ,|Xx，,z) 不 满足 Schr6dinger 方程 ,我 们 可 以 找到 合适 的 相位 
au (iD 使 | Ak,z) 满 足 含 时 Schr6dinger 方程 


法 闻 | 和 ,四 一 从 |jest) (5. 2. 18) 
用 式 (5. 2. 16) 代 入 式 (5. 2. 18) ,得 
一 般 w |Xest) 十 丢 全 Aest) 王 全 [es 
左 乘 (Mec“,z| ,得 
各 w6w 一 Gxt| (法 训 一 全 ast) (5. 2. 19) 
当 wzx 时 ,要 求 上 式 右 边 为 0, 即 要 求 在 给 定 4 的 子 空间 中 可 以 把 (9/91 一 请) 对 
角 化 . 这 个 要 求 是 可 以 做 到 的 ,因为 Gi#3/31 一 闪 ) 为 厄 米 算 符 . 
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当 w 二 k 时 , 式 (5. 2. 19) 化 为 
fa = Xx,t| ( 坟 去 一 全 ) | Ax st) 
对 上 积分 ,得 [ 取 we(0) 王 0] 
a Ct) = fa oer li ae) (5. 2. 20) . 


结论 是 | Xx,t) 习 |Xk,t) 二 exw |Ak,t) 后 ,就 满足 含 时 Schrodinger 方程 (5. 2. 18)， 
wu ( 妨 由 式 (5.2.20) 给 出 ,此 即 LR 相 oo 

考虑 到 |Ax,t) 二 em |A4x,z) 满 足 Schrodinger 方程 ,并 且 为 正 交 归 一 完备 组 ， 
所 以 该 体系 的 任何 满足 Schr6dinger 方程 的 量子 态 |yC?)) ,总 可 以 用 |4x,z) 来 展 
开 , 此 时 展开 系数 不 再 依赖 于 时 间 ， 


| woD > 一 之 Cu|jc， t)= Cue® Ast) (5. 2. 21) 
上 式 中 ww (由 式 (5. 2. 20) 给 出， 而 Cu 不 依赖 于 由 初 态 确定 


Cu = eaew(ke,0lW0)) = Gx,01g(0)〉 “下 因 已 取 w(O) = 0] 
(5. 2. 22) 
比较 式 (5. 2. 3) 与 式 (5. 2. 21), 可 以 看 出 ,|i,t) 伴 演 的 角色 ,与 1mw,t) 相 当 . 


设 | yy(0))= | Aoxo ,0> , 则 Cu 一 Du， Gu ,而 


| yt > 一 eow ® | AXoro ,t) (5. 2. 23) 
式 中 
t fy/1 
am (t) 一 | aoom ,ti 六 2 (5. 2. 24) 


即 与 初 态 一 样 ,体系 仍然 处 于 含 时 不 变量 的 同一 个 本 征 态 . 在 一 般 情况 下 ,如 
|¢C0))= DyC [Ar,0) (5. 2. 25) 

则 ” 

1g2))= > Cueme | Act (5. 2. 26) 

ax ( 引 由 式 (5. 2. 20) 给 出 . ” 


5.3” 突 发 近似 与 绝热 近似 


对 于 Hamilton 量 含 时 的 体系 ,能 量 非 守恒 量 , 不 存在 严格 的 定 态 . 体系 的 量 

子 态 随时 间 的 演化 |y(7) ) 是 一 个 比较 困难 的 问题 ,除了 少数 特殊 情况 下 可 以 严 

格 求解 外 ,在 多 数 情况 下 ,人 们 常用 含 时 微 扰 论 来 处 理 , 这 已 在 卷 工 ,12. 2 节 中 

讨论 过 了 . 下 面 讨论 两 种 极端 情况 下 的 近似 解法 . 一 种 极端 情况 是 突 发 作用 , 即 

Hamilton 量 及 (只 在 一 个 极 短 的 时 间 间 隔 e 内 发 生变 化 (“ 极 短 的 时 间 间 隔 ” 的 
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确切 含义 见 下 ), 即 突 发 近似 (sudden approximation). 另 一 种 极端 情况 是 绝热 作 
用 , 即 已 (4) 随时 间 的 变化 足够 缓慢 (“足够 缓慢 ”的 确切 含义 , 见 5. 3. 2 节 ) , 即 绝 
热 近 似 (adiabatic approximation). 这 两 种 近似 方法 ,可 以 作为 含 时 微 扰 论 近似 方 
法 的 补充 . 


5.3.1 突 发 近似 


设 体系 Hamilton 量 是 在 极 短 时 间 间 隔 e 内 突然 发 生变 化 (e>07 ) 


BO=1 0 (5. 3.1) 
| 0, |il>e/2 
设 不 有 限 , 按 含 时 Schrodinger 方程 ,体系 的 初 . 末 态 有 下 列 关系 : 
We/2) — HK—e/2) = 二 | HY 0 (5. 3.2) 
即 末 态 与 初 态 相 同 
yle/2) 一 y(—e/2) (5.3.3) 


即 对 于 突 发 (瞬时 ,但 有 限 ) 的 作用 ,体系 的 状态 还 来 不 及 改变 ,所 以 体系 还 保持 售 
留 在 初始 状态 9. 这 里 所 谓 “ 极 短 的 时 间 间 隔 ”的 确切 含义 是 指 。 远 小 于 体系 的 自 
然 时 间 尺 度 9. 下 面 讨论 几 个 例子 , 


例 1 6B 衰变 


考虑 原子 核 (Z,N)- 马 =(Z 二 1,N 一 1) 过程. 过 程 中 释 发 出 一 个 高 速 运动 电子 (速度 vc)， 
过 程 持续 时 间 为 Tva/2c,a 为 Bohr 半径 ,a/Z 为 原子 序数 为 Z 的 原子 4 二 1 壳 (1s) 的 最 可 几 半 
径 . 原子 中 1s 轨道 的 特征 时 间 为 ?rz(a/2)/(Zac) (xsz1/137). 显然 ,T/AaZ, 对 于 不 太 重 的 原 
子 ,T/r<1. 在 此 短暂 过 程 中 ,8_ 衰变 前 原子 中 一 个 KK 过 电子 (1s 电子 ) 的 状态 是 来 不 及 改变 
的 , 即 维持 在 原来 状态 .但 由 于 原子 核电 荷 已 经 改变 ,原来 状态 并 不 能 维持 为 新 原子 的 能 量 本 征 


态 . 特别 是 ,不 能 维持 为 新 原子 的 1s 态 . 试问 有 多 大 概率 处 于 新 原子 的 1s 态 ? 设 K 电子 波 函 数 
表 为 


9 1/2 
ghoo (Zs7) = (各 ) E21 (5. 3. 4) 


na 


按照 波 函 数 统计 诠释 , 测 得 此 K 电子 处 于 新 原子 的 1s 态 的 概率 为 


@ 这 里 假定 互 有 限 . 对 于 8 函数 型 的 相互 作用 ,体系 的 状态 会 发 生 改 变 , 见 下 面 例 2. 
® R. Shankar, Principlesof Quantum Mechanics, 2nd. ed., p. 477, “An instantaneous change in H 
produces no instantaneous change in | J). Now the limit e—>0 is unphysical”. 指出 式 (5. 3. 3) 成 立 的 条 件 是 


“H changes over a time that is very small compared to the natural time scale of the system”. 


@” 按 类 气 原 于 估算 ,电子 动能 平均 信 一 一 E 一 绍 名 -( 对 1s 轨道 ,n 一 1). 设 电子 速度 为 w 则 去 pz 


pet221282 ,所 以 vesZe? /ji 一 Zuc(a 一 e2/fic 一 1/137 为 精细 结构 常数 ). 
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了 io 一 | (go CZ+ DD) | go DD) 一 ED Gar )? 


= (1+ 去 ) (+ 过 ) 


A (1 ZK&137) (5.3.5) 


2 
上 € 22tDr/ay 2 dr 


例如 ,2Z 二 10, Pioo=z0.9932. 
例 2 氢 原 子 处 于 基态 ,受到 脉冲 电场 6(z) = 二 @5(z) 作 用 , 久 为 常数 . 试用 微 扰 论 (一 级 近 
似 ) 计 算 电子 跃迁 到 各 激发 态 的 概率 以 及 仍 停留 在 基态 的 概率 . 
[参阅 : 钱 伯 初 , 曾 谨 言 . 量子 力学 习题 精 选 与 剖析 . 上 册 . 第 二 版 . p. 405,10. 2 题 . ] 
提示 : 氢 原 子 态 用 | nim) 描 述 . 基态 (1s) 为 | 100). 设 电场 沿 Z 轴 方 向 . 按 微 扰 论 计算 ,经 过 


脉冲 电场 作用 后 ,电子 从 基态 跃迁 到 | nzm 态 的 概率 为 P, 一 ( 强 ) | (mi0) | =| 100》 |? ,这 里 已 


用 了 选择 定 则 Al=1,Am==0. 经 过 计算 ,电子 从 基态 跃迁 到 各 激发 态 的 概率 总 和 为 
DP = (xa)?, k= eeo/# (5. 3. 6) 
仍 停留 在 1s 态 的 概率 为 1 一 (xa)?. 

此 题 还 可 以 严格 求解 ( 见 上 引 钱 伯 初 , 曾 谨 言 的 书 ,p. 407,10. 3 题 ). 计算 结果 :电子 仍 停留 

在 基态 的 概率 为 

P= (+ra/4)™ (5.3.7) 
当 电 场 很 弱 时 (ca 和 1) ,上 式 给 出 P21 一 (xa)? ,与 微 扰 论 的 计算 结果 一 致 ,而 (ca)” 正 是 电子 路 
迁 到 各 激发 态 的 概率 总 和 . 当 ca~>0 时 ,电子 将 完全 停留 在 基态 . 

例 3 质量 为 M 的 粒子 处 于 宽度 为 工 的 一 维 无 限 深 势 阱 中 的 基态 . 按 半 经 典 估计 ,粒子 运 
动 的 自然 时 间 尺 度 为 了 一 ML? /xfi( 见 5. 3. 2 节 ). 设 势 阱 宽度 在 极 短 时 间 间 隔 rT 内 ,突然 对 
称 地 变 为 2L. 计算 粒子 处 于 新 的 一 维 无 限 深 方 势 阱 的 基态 的 概率 . 

[参阅 前 引 Shankar 的 书 ,练习 题 5. 2. 1 和 18.2.3. 管 :(8/3m)?.] 


例 4 在 势 阱 VCz) 一 去 moe?z? 一 fz 中 的 粒子 处 于 基态 . 设 ! 一 0 时 刻 ,线性 势 一 yz 突然 撤 
掉 , 求 粒子 处 于 谐振 子 势 广 mo? 的 第 ”激发 态 的 概率 P. 
P, = Se, A= f/2ms (5. 3. 8) 


(参阅 Shankar 的 书 , 练 习题 18. 2. 5. ) 


5.3.2 量子 绝热 定理 及 成 立 条 件 


按照 量子 力学 基本 原理 ,量子 态 | yz)) 随 时 间 的 演化 遵守 Schr6dinger 波动 
方程 


HO |yCD)) (5. 3. 9) 
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上 >0 时 刻 体系 的 状态 |%(D ?就 唯一 确定 9. 对 于 互 不 显 含 : 的 体系 ,能 量 为 守恒 
量 ,Schrodinger 方 程 (5. 3. 9) 的 求解 比较 容易 ,在 5.2 节 中 已 讨论 过 了 . 下 面 讨论 
互 (力作 绝热 变化 情况 下 ,量子 态 随 时 间 的 演化 | wz) ) 的 求解 . 
设 五 (的 瞬时 (instantaneous) 本 征 方 程 为 
HO) |nC))= EC) |n()) (5. 3. 10) 
|n(z)) 是 包含 电 (#) 在 内 的 一 组 力学 量 完全 集 的 共同 本 征 态 ,n 是 一 组 完备 的 量子 
数 ,E,(z) 为 瞬时 能 量 本 征 值 ,一 般 要 随时 间 变 化 . 在 5. 2 节 中 讨论 LR 相 时 已 强调 
指出 ,作为 含 时 力学 量 ( 不 含 对 上 微 商 算 符 ) ,H(z) 的 瞬时 本 征 态 |n(z)) 具 有 含 时 相 
和 
设 体系 初 态 处 于 互 (0) 的 某 一 给 定 的 瞬时 本 征 态 
| gC0))= |m(0)) (5. 3. 11) 
试问 :在 之 0 时 刻 , | Yo 一 ? 众所周知, Hamilton 量 含 时 的 体系 ,能 量 不 守恒 ， 
不 存在 严格 的 定 态 , 体 系 会 发 生 量子 路 迁 . 一 般 说 来 , | wz) 应 该 表示 为 所 有 
|n(2)) 的 相干 县 加 


1)= BaDexp|— 证 | E(t) ] |n(D) (5. 3. 12) 


上 式 中 |a,(7)1? 表示 在 t 时 刻 测 得 体系 处 于 |n(z)) 态 的 概率 . 一 般 情况 下 ， 
| Wo 很 难 求解 . 但 如 果 互 (2) 随 时间 变 化 足够 缓慢 , 则 可 以 用 量子 绝热 定理 来 
处 理 . 

量子 绝热 定理 说 2~@ ; 设 体系 Hamilton 量 互 (2 随时 间 变 化 足够 缓慢 , 初 态 为 
1yC0)) 二 |m(0)), 则 之 0 时 刻 体系 将 保持 在 妞 (2) 的 相应 的 瞬时 本 征 态 
|m(C2)) 上 . 

定理 成 立 的 条 件 是 什么 ?也 就 是 说 ;五 (z) 随 时 间 变 化 “足够 缓慢 ”的 确切 含义 
是 什么 ?从 绝热 定理 的 物理 内 容 来 讲 ,就 是 要 求 式 (5. 3. 12) 中 所 有 n 关 m 项 的 
a |? 非常 小 ,| aC)1?&<1, 即 从 |mC0)) 态 到 所 有 |n(7))Cn 关 m) 态 的 跃迁 可 以 


这 在 很 多 量子 力学 经 典 著作 中 都 有 明确 表述 . 还 可 以 人 参阅， 
W. H. Zurek, Phys. Today, Oct. 1991,p. 36 一 44， dd “States of quantum systems evolve ac- 


cording to the deterministic linear Schrodinger equation 读本 py | =H|y). That is,jut as in classical mechan- . 


ics, given the initial state of the system and its Hamiltonian H, one can compute the state at arbitrary time. 
This deterministic evolution of | J has been verified in carefully controlled experiments. ”又 例如 ,J. Maddox， 
Nature,362(1993) ,693,“. . .the Schrodinger equation is a perfectly deterministic equation exactly compara- 
ble to the equation of motion of a classical mechanical system,...” 

©@R. Shankar, Principles of Quantum Mechanics, 2nd. ed., p. 478~481 (Plenum Press, New York, 
1994). 

@W. Ditrich and M. Router, Classical and Quantum Dynamics, 2nd ed. (1992),p. 303. 

@B. R. Holstein, Am. J. Phys., 57(1989) 714,eq(24). 
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忽略 ,因而 体系 才 可 能 保持 在 |m(2) 态 . 能 保证 这 一 点 的 条 件 ,将 在 后 面 式 


(5. 3.23) 中 给 出 .在 此 之 前 , 先 从 物理 直观 图 像 来 分 析 “ 本 (z) 随 时 间 变 化 足够 绥 
慢 的 确切 含义 . 


1. 半 经 典 图 像 0 


考虑 质量 为 M 的 粒子 在 宽度 为 L(z) 的 一 维 无 限 深 方 势 阱 中 运动 , 阱 宽 L(2) 
随时 间 缓 慢 变 化 ( 阱 壁 缓慢 移动 ). 阱 内 粒子 动量 和 速度 的 量 级 为 


在 Ph 
Pp 心计 ，v 一 种 心 疝 (5. 3. 13) 
粒子 在 阱 内 运动 的 周期 ( 即 粒子 运动 的 特征 时 间 ) 
Tx 上坟 - (5. 3. 14) 
v 无 


所 谓 “ 阱 壁 缓慢 移动 是 指 在 粒子 运动 的 一 周期 工 内 阱 宽 的 变化 AL=T|L|<< 
工 , 即 


2 ，。 。 。 
iL= 上 L/ 说 = 上 /<al (5.3.15) 


即 阱 壁 移动 的 速度 | 二 | 非常 缓慢 , 比 阱 内 粒子 运动 速度 v 小 得 多 ( | /v 无 量 纲 )， 


这 就 是 经 典 物 理 中 阱 壁 绝热 移动 的 含义 . 
2. 量子 力学 的 估算 


一 个 量子 体系 处 于 能 级 E., 量 子 态 随时 间 变 化 的 特征 时 间 为 
1 起 


工人 一 -一 


Wmin FE:—E; min 
wmn 是 体系 从 初 态 i 到 一 切 可 能 末 态 f 的 跃迁 相应 的 频率 ws 二 | Ej 一 EE ud 中 的 
最 小 值 . 对 于 一 维 无 限 深 方 势 阱 ,E, (7) 二 zn?/2ML? (1),n 二 1,2,3,… 
让 ML? 


全 


1 _ 
Wmin 加 FE:—E; min 人 无 
与 式 (5. 3. 14) 的 半 经 典 估算 一致 阱 避 移 动 的 特征 时 间 让 即 Hamilton 量 了 H(t) 隧 
时 间 变 化 快慢 的 特征 时 间 为 


(5. 3. 16) 


(5. 3.17) 


下 


rz 一 om 和 TIL/|ELI (5. 3. 18) 
所 以 绝热 变化 条 件 可 以 表述 为 2@ 


Q@ 参见 前 页 脚注 @. 
@ F. Casa, J. A. Oteo andJ. Ros, Phys. Lett. ,A 163(1992) ,359. 
©® A. Mostafazadeh, Dynamical Invariant, Adiabatic Approrimation and Geometric Phase, Nova 
Science Publishers, New York(2001) ,该 文 第 4 章 有 关于 量子 绝热 近似 成 立 条 件 的 详细 讨论 ,特别 是 p。50~51. 
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Tr 一 |/( 协 )<1， 或 w/wwn <l (5. 3. 19) 


这 与 半 经 典 估计 式 (5. 3. 15) 一 致 , 它 表示 体系 Hamilton 量 末 (2) 缓 慢 变 化 的 频率 
w 远 小 于 体系 的 特征 频率 wmn. Mostafazadeh 把 无 量 纲 量 8 一 w/owm 称 为 绝热 参量 
(adiabatic parameter) ， 而 绝热 定理 近似 成 立 的 条 件 就 是 6<1, 而 当 无 量 纲 参 量 
8->0 时 ,量子 绝热 定理 就 精确 成 立 . 


3. 量子 绝热 定理 成 立 条 件 
把 式 (5. 3. 12) 代 入 Schr6dinger 方程 (5. 3. 9) ,并 利用 式 (5. 3. 10) ,得 
名 Diexp[— 二 | Ec Ya |lnc) 
十 法 DDasCDexp[ 一 二 | ECGoax]laD)=0 
用 (m(i) | 左 乘 上 式 ( 取 标 积 ), 得 
,= Denexp[— | CE.) 一 已 Gd |mlii) 


ES . 四 I / 4 天 / . 
=— an,m|m) Donexp| ;| [EC E(t )dt | 


(5. 3. 20) 
上 式 即 |y(2)) 的 展开 系数 。 CD) 所 满足 的 联 立方 程 组 ,一 般 求解 是 很 困难 的 . 绝热 
定理 成 立 的 条 件 是 式 (5. 3. 12) 中 只 需 保留 n==m 一 项 , 即 式 (5. 3. 20) 右 边 所 有 "天 
m 的 项 可 以 略 去 . 式 (5. 3. 20) 对 上 积分 后 , 即 可 求 出 展开 系数 an (2) (无 量 纲 )0. 在 
绝热 一 级 近似 下 ,z 尖 mm 项 可 以 略 去 的 条 件 为 下 列 无 量 纲 参量 


一 8= | 堆 党 < 女 1 (对 所 有 nn 关 m) (5. 3. 21) 


上 式 左 边 即 绝热 参量 . 上 式 的 物理 意义 是 ， 体系 的 瞬时 本 征 态 随时 间 变 化 的 频率 ， 
比 体系 的 内 豪 特 征 频率 | (EF, 一 FF,)/ 五 | 要 小 得 多 . 
瞬时 能 量 本 征 态 方程 (5. 3. 10) 对 z 0 


2 也 nC))+ HI A) 二 当 a | nt))+ E, |AC)) 
用 (mz) | 左 乘 ， Cg ,得 


加 


1)+E mln) = E,m|n) 
所 以 


Q@ 更 详细 的 计算 ,可 参阅 :B. R. Holstein, Am. J. Phys. ,57(1989)1079,The Adiabatic Theorem and 
Berry’s Phase. 
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om 办 = 可 妥 1) cE,— —E.) (nm (5. 3. 22) 
ee B 远 小 于 1, 即 


四 Am| 吧 | 


p= 和 (EE < 狠 1 (对 所 有 nn 关 m) (5. 3. 23) 
成 立时 ,量子 绝热 定理 就 近似 成 立 ,这 条 件 在 很 多 文献 中 已 明确 给 出 379. 而 在 极 
限 情况 下 ， 
Em) 
E,— E,)? 5. 3.2 
i 其 | 一 忆 | (nll) EE | 0 5.3.20 


i 在 这 种 情况 下 ， Schrodinger 方程 (5. 3. 9) 的 解 ,在 
给 定 的 初 态 条 件 (5. 3. 11) | (0) 一 |m(0)) 下 ,可 以 表示 为 


if’ 
| wz 一 an (Dexp| 二 | ,Po 


式 (5.3. 29) 中 ,1mli)| 一 |(w| 思 n)/ (EE,) , (n 关 mm) ,表征 五 CD) 随时 间 


变化 快慢 的 频率 ,而 | (E, 一 E,)/| 则 表征 处 于 |m(z)) 态 的 体系 内 豪 特 征 频率 ( 作 
为 参照 ). 式 (5. 3. 23) 表 征 无 量 纲 量 8<1, 其 物理 意义 非常 清楚 , 即 当 此 条 件 满足 
时 ,体系 从 瞬时 能 量 本 征 态 |m(0) ) 跃 迁 到 所 有 n 关 m 的 瞬时 能 量 本 征 态 |nC2)) 的 
概率 就 可 以 忽略 , 因而 能 保证 体系 保持 在 与 1m(0)) 相 应 的 瞬时 能 量 本 征 态 
|m(2)), 见 图 5. 1. 当 条 件 (5. 3. 23) 满 足 时 , 式 (5. 3. 25) 就 是 体系 的 一 个 好 的 绝热 
近似 解 , 而 在 极限 情况 式 (5. 3. 24) 满 足 时 , 式 (5. 3. 25) 所 示 | wz 就 是 体系 的 一 个 
精确 解 . 所 以 式 (5. 3. 24) 就 是 量子 绝热 定理 成 立 条 件 的 确切 表述 . 


(5. 3. 25) 


4 
/ 
‘ 
了 
7 
07 E,(?) 
~ 
7 1 
E,(0) 4 
ee 
天 ,~0 五 (有 
7 7 
/7 ’ 
E,(0) Wy 
t=0 t>0 


中 D. Bohm, Quantum Theory(1951), p. 500. 
@Y. Aharonov and J. Anandan, Phys. Rev. Lett. ,58(1987),1593. 
@@ 孙 昌 珊 , 张 蕊 . 量子 力学 新 进展 . 第 二 辑 . 北京 :北京 大 学 出 版 社 ,2001. 21 一 86. 
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从 式 (5. 3. 23) 可 以 看 出 ,在 能 级 接近 简 并 的 情况 下 , 即 在 EE,, 能 级 邻近 存在 另 
外 一 条 能 级 忆 ,, 则 量子 绝热 近似 解 就 很 差 ,体系 将 有 可 观 的 概率 牙 迁 到 相 邻 能 级 
E, 上 去 . 在 能 级 简 并 的 情况 下 ,量子 绝热 定理 就 完全 失效 ,体系 在 时 刻 i 的 波 函 数 
就 不 能 表示 成 式 (5. 3. 25). 

到 此 ,对 量子 力学 中 常用 的 几 个 近似 方法 的 适用 条 件 作 一 个 比较 是 有 益 的 . 在 
各 种 近似 方法 中 ,往往 涉及 物理 量 的 大 小 ,或 它们 随 空间 或 时 间 变 化 的 快慢 等 ,在 
这 里 都 必须 有 一 个 参照 ,因此 各 种 近似 成 立 的 条 件 往往 用 一 个 无 量 纲 参量 来 表征 


家 


( 见 表 5. 1, 第 二 列 ). 


表 5.1 几 个 常用 近似 的 适用 条 件 


近似 方法 适用 条 件 
非 相对 论 近 似 o/c<l,o 是 物体 运动 速度 ,c 是 真空 中 光速 
非 简 并 态 微 扰 论 。 | 全 汪汪 | <1,nzm, 本 是 微 扩 ,E4? 和 | 加 是 Ho 的 本 征 信和 本 生态 
dy Ex 
i | 了] 电 | <1，i 一 以 VBRLE-YCDJ 是 质量 为 m 的 粒子 在 组 变化 执 
场 V(z) 中 的 de Broglie 波长 . 
fln| 9H/9t | m) | [ibn|m) 
量子 绝热 近似 tm | — | el | <lnzm 


5.3.3 量子 绝热 近似 解 , 绝 热 相 


设 体系 互 (z) 随时 间 变 化 足够 缓慢 , 能 保证 绝热 近似 条 件 式 (5. 3. 23) 或 式 
(5. 3. 24) 满 足 , 并 且 在 初始 (一 0) 时 刻 体系 处 于 非 简 并 瞬时 本 征 态 |%0) = 
| (0)》. 在 此 情况 下 , 式 (5. 3. 20) 中 只 保留 第 一 项 (n= 二 m 项 ), 即 


dn =— m|m Yan (5. 3. 26) 
an(t) = exp[—| Gm)ydt enc) (5. 3. 27) 


所 以 在 初 条 件 (5. 3. 11) | yC0))==|m(0)) 和 绝热 近似 条 件 (5. 3. 23) 成 立 的 情况 下 ， 
式 (5. 3, 12) 解 | yz)) 中 所 有 n 关 m 项 都 可 以 忽略 [ 见 式 (5. 3. 25)]， 


| ) = elm dtm Dd] | mlt)) (5. 3. 28) 
式 中 
小， 末 / 
Qam(t) = 二 | EC )dz (5. 3. 29) 
yi) = 让 mc | ) ?dt (5. 3. 30) 
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am( 芒 即 大 家 熟悉 的 动力 学 相 , 它 只 依赖 于 瞬时 本 征 能 量 ECz) 随 时 间 的 变化 . 在 


站 


瑟 不 含 时 情况 下 ,EE, 未 随 ; 变化 ,a 一 t/h. 与 am(t) 不 同 ,yi (iz) 依赖 于 
mlm)=m|H|n)/(E,—E,) ,Tp Ym() 依 赖 于 能 量 本 征 态 |mCz)) 及 其 随时 间 变 


化 的 快慢 ?2. 利用 瞬时 本 征 态 的 归 一 化 条 件 , 可 以 证 明 9《m|mm) 为 虚数 ,所 以 y,, (2) 
为 实数 , 由 于 y(z) 具 有 与 on (2) 不 同 的 特性 ,并 且 是 在 绝热 近似 下 求解 含 时 
Schr6dinger 方程 时 出 现 的 ,Moore 把 y,, (1) 称 为 绝热 相 (adiabatic phase). 本 书 采 
用 Moore 的 称谓 . 


在 此 ,有 两 点 必须 注意 : 
(1) 在 5.2 节 讨论 含 时 不 变量 时 已 指出 , 含 时 不 变量 (不 含 郊 算 符 ) 的 本 征 态 具 


有 含 时 相 因子 的 不 定性 . 与 此 相似 , 含 时 Hamilton 量 及 (2) 的 瞬时 本 征 态 也 具有 含 
时 相 因子 的 不 定性 . 例如 , 式 (5. 3.28) 所 示 |yO2)), 或 |mCD)), 或 |g(2)) 二 em 
|m(z)) 等 ,都 满足 瞬时 能 量 本 征 方程 (5. 3. 10) , 即 它们 都 是 互 () 的 瞬时 能 量 本 征 
态 , 且 瞬时 能 量 本 征 值 都 是 EC2). 

(2) 设 初始 时 刻 体系 处 于 某 一 非 简 并 瞬时 本 征 态 , 例如 , 式 (5. 3.11)， 
1gC0))= 二 |mC0)), 则 在 1:( 宇 0) 时 刻 的 量子 态 1y(7)) 由 式 (5.3.28) 给 出 . 式 
(5. 3. 28) 中 的 绝热 相 因子 em 中 是 必 不 可 少 的 . 不 含 绝热 相 因 子 的 波 函 数 


[gD) = emo |m(D))= exp|— | Ed |lm() C5.3.31) 
也 是 五 (0) 的 瞬时 本 征 态 , 它 是 不 满足 含 时 Schrodinger 方程 的 储 ]. 


[ 注 ]@ 
用 式 (5. 3. 31) 所 示 | y()) 代 入 含 时 Schrodinger 方 程 ， 


庄 如 | gD)== HO | yD) 二 Ewe 庄 部 | mCD) (5. 3. 32) 
利用 瞬时 能 量 本 征 方程 (5. 3. 10) 的 微分 以 及 瞬时 能 量 本 征 函 数 的 完备 性 ,可 以 证 明 


le | nC2))» (5. 3. 33) 


(En — EF) 
在 绝热 近似 条 件 式 (5. 3. 23) 或 式 (5. 3. 24) 下 ， 上 式 右 侧 中 的 求 和 项 允 可 以 略 去 ， 但 右 侧 第 一 项 


D. J. Moore,Rhys. Report,210(1991),1. 
J. Y. Zeng and Y. A. Lei, Phys. Rev., AS1(1995),4415. 
利用 归 一 化 条 件 《4m(t) | mC2))= 二 1, 对 z 微 分 ,得 

mlt) | m2))+ ml) | m2))=0 


中 
© 
四 


即 
《za(t) | m+ mC) | m0))* 一 0 
所 以 (m(b | 壤 (2)) 为 纯 虚 数 . 
Q@ 孙 昌 融 , 张 其 ,私人 通信 . 
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取 . 例如 , 当 |m(2)) 一 ?|m(#)) 时 ， 
| 如 [mw)| 一 | om| 台 [my +g| | (5. 3. 34) 


n 


9 
lm ，Nn 关 m (5. 3. 35) 


从 严格 数学 方面 来 看 ,一 个 微分 方程 中 的 各 项 是 否 可 以 忽略 ， 主要 考察 其 积分 形式 . 含 时 
Schr6dinger 方程 式 (5. 3. 32) 积 分 后 ,利用 式 (5. 3. 33) ,得 
丢 | gC)) 一 讨 | pC0)》 


if 


= Hip)aet | ei 2 | mC yd 


2 lm |= 《7 


pi a : CR eb to (nl PB Im) 
= HI geart nw) im ml riyaet | ei 有 机 Ey | nC) Yd 


| (5. 3. 36) 
式 (5. 3. 36) 右 侧 中 的 求 和 项 2) ,由 于 nm, 每 一 项 的 大 小 与 相位 选取 无 关 [ 见 式 (5. 3. 35)]， 
nm 


只 要 条 件 式 (5. 3. 23) 或 (5. 3. 24) 成 立 , 即 可 略 去 . 但 式 (5. 3. 36) 右 侧 n 二 m 项 (m|m 半 即 绝热 相 
7= (7)] 是 不 能 略 去 的 , 即 只 有 包含 了 绝热 相 因 子 的 解 式 (5. 3. 28) 才 满足 含 时 Schrodinger 方程 ， 
这 正 是 绝热 相 因 子 出 现 的 动力 学 起 因 . 更 详细 的 讨论 可 参阅 孙 昌 珊 和 张 其 《量子 力学 新 进展 》 
第 二 辑 ,p. 21 一 26 以 及 该 文 所 引文 献 . 


5.4 Berry 几何 相 


以 下 简单 介绍 M，V. Berry (1984)@ 的 重要 工作 . 考虑 一 个 量子 体系 ,其 
Hamilton 量 五 CRCz) ) 依 赖 于 含 时 参量 RG) , 且 周 期 演化 ,周期 为 r,R(r) 一 RC0)， 
五 CQR(c)) 王 五 CR(0)). 按照 量子 力学 基本 原理 ,体系 的 量子 态 | Y( 轨 随时 间 的 演 
化 ,遵守 含 时 Schrodinger 方程 


法 他 190)= 了 CORCD)1%CD》 (5. 4.1) 
- 设 互 GRCD ) 的 瞬时 本 征 方程 为 
HORO)) |nRO)))= E,(ROG)) |nROG))) (5. 4. 2) 


EE,(R(2) ) 为 瞬时 能 量 本 征 值 , |nCRC))) 为 该 体系 的 包含 五 (RD ) 在 内 的 一 组 力 
学 量 完全 集 的 瞬时 共同 本 征 态 ,n 是 标记 体系 量子 态 的 一 组 完备 量子 数 ， 
{|nCRC2)))) 构 成 :时刻 体 系 量子 态 的 一 组 完备 基 , 体 系 任 一 量子 态 | y(t)) 均 可 用 
这 一 组 完备 基 展 开 . 

Berry 还 假定 体系 的 Hamilton 量 随时 间 变 化 足够 缓慢 [其 确切 表述 , 见 5.3 
节 , 式 (5. 3. 24)] ,量子 绝热 定理 成 立 . 假设 体系 初始 时 刻 (: 一 0) 处 于 某 一 个 给 定 的 


中 M. V. Berry, Proc. Rey. Soc. (London) ，A392(1984) ,45. 
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瞬时 能 量 本 征 态 |m(RC0)))， 

|yC0))= |m(RCO))) (5. 4. 3) 
则 体系 在 i 时 刻 的 量子 态 1yC2)) 为 [ 见 5.3 节 , 式 (5.3.28), 式 (5.3.29), 式 
(5. 3. 30)] 


[|= ef] | mRO))) (5. 4. 4) 
on 一 一 工 | En RC)) de (5. 4. 5) 

声 Jo 
区 全 me) [RED de (5.4. 6) 


an(t) 是 通常 的 动力 学 相 , 它 依赖 于 瞬时 能 量 本 征 值 ERC2)) ,ym(z) 称 为 绝热 相 
(或 称 为 Berry 绝热 相 ) , 它 依赖 于 瞬时 能 量 本 征 态 |mCRCz))) 及 其 随时 间 变 化 的 
快慢 |m%xCR(2))). Berry 文中 指出 ,ya (2) 是 由 量子 态 式 (5.4.4) 要 求 满足 含 时 
Schr5dinger 方程 式 (5. 4. 1) 所 确定 的 . 考虑 到 有 (CD[ 因 而 旷 (RCz))] 随 时 间 周 期 演 
化 ,Berry 强调 指出 ,y(t) 是 不 可 积 的 ,y。 不 能 表示 为 R 的 函数 . 特别 是 经 过 一 个 
周期 以 后 ,在 参数 空间 中 RD 画 出 一 个 闭合 曲线 ,R(r) 一 RC0), 但 一 般 说 来， 
Yn(7) 不 等 于 7Y(0). 这 是 Berry 的 重要 发 现 . 
他 还 指出 ,ym《7) 可 以 表示 为 参数 空间 中 的 一 个 回路 


积分 ( 见 图 5. 2). 
A 下 dR + (m(R) | |m(R)) 


一 中 4。CR) .dR = y,(O) (5.4.7) 


An(R) = imce| 世 |mG ) (5. 4. 8) 


Berry 把 y(DD 记 为 7 (C) ,只 要 绝热 近似 成 立 ,ya(C) 不 A 
依赖 于 C 如 何 行走 . 利用 |mCR) ;的 正 交 归 一 性 ,可 以 证 明生 1 ,A。(R) 为 实 , 因 而 
7 (C) 为 实 , 是 可 以 观测 的 . Berry 把 7, (CO) 称 为 “geometrical phase change”. 后 来 
人 们 习惯 称 7,《C) 为 Berry 几何 相 ®, 或 简称 为 几何 相 . 

利用 Stoke's 定理 , 式 (5.4.7) 还 可 以 化 为 参数 空间 中 的 面积 分 (图 5. 2). 


yO =|[ 训 XAn 8) |: ds = BR) .ds (5.4.9) 
Ss S 


形式 上 ,4。(R) 可 看 作 参 数 空间 中 的 “ 矢 势 ", 而 B, 一 条 XA (R) 则 看 成 相应 的 “ 磁 


场 强度 ”,y,《C) 则 代表 通过 以 参数 空间 中 闭 曲线 C 为 边界 的 曲面 S 的 “ 磁 通 量 ”. 
可 以 证 明 叶 , 除 了“ 磁 单 极 ” 奇 点 (出 现在 能 级 简 并 处 ) 外 ， 
V.B,.(R)=0 (5. 4. 10) 


@D 见 综述 性 文献 ,D. J. Moore, Phys. Report,210(1991),1. 
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B,(R) = XA (R) 的 表示 式 , 见 式 (5. 4. 11). 可 以 证 明 红 9], 尽管 A,, (R) 依 赖 于 瞬 
i m(R) ) 的 相位 的 选取 ,B,,(R) 和 7y,,(C) 都 与 此 无 关 . 


[ 注 1] 利用 (m(R) | mmCGR) 一 1, 对 参数 尺 微分 ,得 
(m(R) 未 | mR))+( 训 | mp) =0 
即 
4m(R))| 示 和 | m(R))+《m(R) | 未 RI mR))* =0 


所 以 4m(R) | 坟 去 | m(R)) 为 纯 虚 数 ， 即 A, (R) 为 实 . 


[ 注 2] 
BR) = VX A R) =— I VX (mR) IV | mR)) 
利用 V X(wa) 二 VuXa 十 uV Xa,B, 化 为 


B,(R) =—— ,Vm(R) X Vm(BR)) 一 一 到 DVmBR) | mR)) X mlR) | Vn(R)) 
mn 
再 利用 


FE, (R) — E, (R) 
得 
= mR) | (VHBR)) | mK nCR) | (V HOR)) | mCR)) 
B, (R) 了 之 ER) ER (5.4.11) 
定义 一 个 厄 米 算 符 
=—iD)| Van|= Fr (5. 4. 12) 
则 
[Vn)= iF|n) 
im 下 | 有 一 Sm| Va dn [n= (mlV |»= 加 时 时 (5. 4. 13) 
式 (5.4. 11) 可 表示 成 
Ba, (R) 一 一 也 Dm|F|ImXx nlF|m=— I mlF XxXF|m) (5. 4. 14) 
nm 
所 以 
V*: BR)=—ELVm|. (FXP m+ ml (FXP.: |Vm) 
+ lm|V. (FXF)|m)] 
=—I[—i(F. (FXP|m+iim| (FX .FF|m) 
+ ml (VXF).F—F. (VXF)|m)] 
利用 


VXF=—iD)|VAOX (Vn|=—iSFIWDX (nlF =iFXF 
得 VY。B. CR) 一 0 [BCR) 一 已 CR) 点 除外 ]. 
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[ 注 3] 
按 式 (5. 4. 8) ,A CR) 一 iaCR) 1V | maCR) >, 当 |mCR) > 作 一 个 相位 变换 ， 
| mR))—> ez | mR)) 

则 4。 (R) 一 An(R) 一 VX, 相 当 于 作 一 个 规范 变换 .但 也 CR) 一 V XAn(R) 不 改变 (与 规范 变换 无 
关 ) ,因而 y%,《0) 与 |m(R)) 的 相位 选取 无 关 . 这 一 点 从 式 (5.4.7) 也 可 以 直接 看 出 ,因为 4 (R) 
围绕 一 个 闭合 回路 C 的 线 积分 是 与 规范 无 关 的 D, 且 可 以 不 为 0. 

例 磁 共振 

考虑 自 旋 为 1/2 的 粒子 ,有 磁 矩 y, 在 旋转 磁场 B(z) 中 运动 
(图 5.3),B() 二 (Bicos2awt,—Bisin2at, Bo ) ,ao 一 ApBo /fk, Ham- 
ilton 量 ( 采 用 Pauli 表象 ) 


—uB 二 @i2w0t 
Ho =—pB—| ep a | (p= p0) 
一 pBie ppBo 
(5. 4. 15) 
是 周期 演化 的 ,H(z) = 二 也 (0) ,周期 c==x/ww. H(z2) 的 瞬时 本 征 态 图 5.3 磁 共 振 
和 本 征 值 为 
cos 了 一 sin 攻 
[yD)= ， | 全) 一 (5. 4. 16) 
sin > €or cos 4 Go 
下 王 干 人 / VB; 十 B? 
B 
tanb 一 BB 一 全 (w = pyB1/#) 


设 体系 初 态 为 | gC0)) 二 | y- (0)), 则 绝热 近似 解 可 以 表示 成 
[$0)=a Wexp|—2h aE co] yw) 


|a WW|=1 (5. 4. 17) 

用 式 (5. 4. 10) 代 入 Schr6dinger 方程 ,对 t 积分 后 ,得 
a_ (2) Qiu0 tsin? 0/2 A el 一 上 (5. 4. 18) 
六 CD = 2umtsin ( 辫 ) (5. 4. 19) 


而 经 历 一 个 周期 rz 后 (注意 mr 一 m) ?7 一 的 改变 为 
7 (0O 一 访 (一 入 (0) 一 2wmrsin2 ($$)= 2rsin2 ($)= nl1— cosb) = QC)/2 


(5. 4. 20) 
Q(O) 二 2x(1 一 cos9) 是 旋转 磁场 B(z) 在 经 历 一 个 周期 后 在 参数 空间 中 张 开 的 立体 角 ( 见 图 
5. 3). 在 此 具体 问题 中 ,y-(C) 在 参数 空间 中 的 几何 意义 就 很 明显 了 . 


@ 见 204 页 引 R，Shankar 的 书 ,p，595， 
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5.5 Aharonov-Anandan 相 


Aharonov 与 Anandan 对 Berry 几何 人 0, 即 放弃 了 绝热 近 


fy es | gC0)) (5. 5. 1) 
即 经 历 一 个 周期 后 ,量子 态 回 到 初 态 ,但 有 一 个 相差 $. 试 作 含 时 相 变换 
18)= ef | 80. (5. 5. 2) 
并 要 求 f(z) 一 f(0)=$. 这 样 1g(7)) 在 经 历 一 周期 后 没有 相位 变化 ， 
本 yee : 5. 3) 


不 再 遵 方程 用 式 (5 2 代入 i 和 
造 术 | WD) 二 一 胡 190D)) 十 ef9 迁 字 2 | $0)= HCO)IYG) (5.5.4) 
上 式 左 乘 (y(1) | ,得 
一 大 十 (gC2)| 人 19862))= ‘yD IIHIgO)) 
对 上 积分 一 周期 ,得 . 
ee 00 ak 国生 Be )+ .ag li2 lg 


(5. 5. 5) 
即 
{0 Ne (5. 5. 6) 
a fa(y® | -EH je ) CE 
yD = dBiRI GD) $—alD) (5. 5. 8) 


他 们 把 w(r) 称 为 动力 学 相 , 而 把 总 相位 变化 $ 与 动力 学 相 a (7) 之 差 % 一 Cr) 一 
7(z) 称 为 几何 相 , 后 来 人 们 也 称 之 为 AA 相 . 

如 果 回 到 Berry 讨论 过 的 互 CR ) 随 时 间 绝 热 地 周期 变化 的 情况 (周期 为 
r), 设 体系 处 于 五 (RD ) 的 某 一 个 瞬时 本 征 态 |mCRCD)》, 则 


oO 一 | az 人 (mm / 二 md) ) = 一 卫 | axEwGRC) (5.5.9) 


@D Y, Aharonov and J. Ananden. Phys. Rev. Lett. ,58(1987) ,1593. 
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与 Berry 定义 的 动力 学 相 是 一 致 的 [ 见 5. 4 节 , 式 (5.4.5)], 而 经 历 一 周期 后 总 相 
位 变化 % 与 cv(r) 之 差 和 Co 一 g% 一 on(z) 则 称 为 几何 相 . 


例 1 一 维 谐振 子 
Hamilton 量 为 
2 
H= 和 4m (5. 5. 10) 
2m 2 
本 征 值 包 二 (x 十 1/2)#w,n 二 0,1,2,…, 相 应 a 态 记 为 | J). 设 初 态 
| WO0) ?一 cos -六 Gyo)t sinG |g) (5. 5.11) 


即 基态 | pp) 与 第 一 激发 态 | yy ) 的 释 加 . 参数 0 刻画 两 个 态 的 成 分 与 相对 相位 . 例如 ,0=0 表示 
初 态 处 于 基态 ,0 二 x 则 表示 初 态 处 于 第 一 激发 态 ,而 9 一 x/2 则 初 态 是 基态 和 第 一 激发 态 的 等 权 
重 、 同 相 的 相干 琶 加 . 

显然 ， 


1WD)= cos Ge | go)t sin Ge it | 内 》 (5. 5. 12) 


是 一 个 非 定 态 ,在 经 历 一 周期 后 (一 2x/w), | KD) 二 一 y(0)), 总 相位 变化 为 $= 二 x 把 式 
(5. 5. 12) 代 入 式 (5. 5.7) 和 式 (5. 5. 8) ,可 得 
a(Cr) 一 rcosO 
YD= $—B) 一 (1 一 cos0) 
”10， 对 于 0 一 0 或 x ( 定 态 ) 
” 【x， 对 于 0 二 x/2 或 3x/2 (完全 非 定 态 ) (5. 5. 13) 
即 对 于 定 态 ,AA 相 为 0, 而 对 于 完全 非 定 态 ,AA 相 达 到 极 大 值 x. 
事实 上 ,上 述 结论 对 于 任何 两 态 体系 都 成 立 . 设 


ee 


瓦 | 内 ?= 士 | 瑟 | | ys) (5. 5. 14) 
| ys ) 分 别 是 能 量 为 土 |E| 的 本 征 态 . 设 体系 初 态 为 
1WKO))= cos G1y)+sinG | ys) (5. 5. 15) 
则 
14D)= cos Bell | tsin Seileln | ys) (5. 5. 16) 


可 以 看 出 ,经 历 一 个 周期 z==x#/|EE| 后 ,| yz)) 二 一 | yK0)), 即 总 相位 变化 $ 二 ,而 
a(Cr) 一 xcosb 
7Y(r) 一 (1 一 cos0) 
本 0， 对 于 0 二 0 或 x ( 定 态 ) 
ix 对 于 0== x/2 或 3x/2 (完全 非 定 态 ) 
按 以 上 分 析 可 以 看 出 ,对 于 定 态 , AA 相 恒 为 0, 而 只 对 于 非 定 态 , AA 相 才 可 能 出 现 . 对 于 两 个 
定 态 的 益 加 所 构成 的 非 定 态 ,AA 相 的 大 小 可 以 作为 刻画 非 定 态 性 的 一 个 参数 . 对 于 完全 非 定 
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(5. 5. 17) 


态 (9 二 x/2 或 3x/2, 两 个 定 态 等 权重 全 加 ) ,AA 相 达 到 极 大 值 x. 
例 2 平面 转子 的 相干 态 中 


平面 转子 的 Hamilton 量 为 
下 D2 
H = 2139 (5. 5. 18) 
了 为 转动 惯量 ,能 量 本 征 值 和 本 征 态 为 
E, = 722 不 /2 了 
和 W 一 站 en， 加 二 0, 士 1; 十 2,… (5. 5. 19) 
能 级 一 般 为 二 重 简 并 (一 0 除外 ). 
设 体系 的 初 态 为 
《pg 0CO)》 一 店 [h(D + (DJ Im | |m| (5. 5. 20) 
显然 ， | 
‘pg|y(D) = er | er hr | emo De (5. 5. 21) 


| ‘gly0)1? = 二 cos*[N(g 一 gw CD 
(5.5.22) 
N=m—m, ¢g=0t, 0= 误 (m 十 zl) 
可 以 看 出 , 波 包 的 极 大 点 (对 于 N=1 情况 ,只 有 一 个 极 大 点 ) 以 匀 角 速度 2 旋转 ,不 扩散 . 经 历 
一 个 周期 后 [tr 二 2xf/(E。 一 Ew )], 总 相位 变化 ( 设 mm 二 m) 为 


$=—Er/f 二 ix, E. = (Et Ex)/2 (5. 5. 23) 
用 式 (5. 5. 21) 代 入 式 (5. 5. 7) 与 式 (5. 5. 8) ,可 求 出 
ar) =— Ecc/ 
YD 一 8 一 aGr) 一 工 《5. 5. 24) 


例 3 谐振 子 相 干 态 
设 谐振 子 初 态 处 于 ( 见 2. 5. 1 节 ) 


zw) 一 内 (z 一 mm) 一 6 Re i (5. 5. 25) 


6=aro/V2, a= Vmw/k = Ll! 
工 表示 谐振 子 的 特征 长 度 . 初 态 (5. 5.25) 是 无 穷 多 个 定 态 按 一 定 权 重 的 相干 共 加 . 可 以 求 出 


(z| VD 一 sexp| 一 去 (azx 一 V26coswt)2 一 i( 读 or = 去 sin2at ) | (5. 5. 26) 
| (zxz1y 1? = exp[— a (Zz— x (1))?] (5. 5. 27) 


Ze (t) = zocoswt 


@ W. S Porter, Am. J. Phys. ,61(1993),1050. 
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是 一 个 围绕 x=0 点 振荡 的 波 包 , 不 扩散 ,振幅 为 z ,频率 为 w, 与 经 典 谐振 子 的 自然 振荡 极为 相 
似 . 可 以 看 出 ,在 经 历 一 个 周期 [=2x/w 后 ,x|yC7)) 二 一 (zx|y(0)), 总 相位 变化 为 $= 二 x. 用 式 
(5. 5. 25) 代 入 式 (5. 5.7) 和 式 (5. 5. 8) ,可 求 出 
a(r) 一 2r(8 十 1/2) 
7XCr) 一 区 一 c(r) 一 2x6 (5. 5. 28) 
0， 对 于 6 二 0 ( 定 态 ) 
x， 对 于 6 二 1/V2 ( 即 xo = 也) 
这 里 我 们 也 可 以 看 出 ,对 于 定 态 (6 二 0),Y(z) 二 0, 而 对 于 zo 二 L 的 相干 态 ,Y(z) 达 到 极 大 值 < 相 
干 态 是 与 经 典 谐振 子 的 自然 振动 相应 的 量子 波 包 ,可 认为 是 完全 非 定 态 . 
一 般 说 来 , 设 体系 Hamilton 量 不 显 含 ,能 量 本 征 方 程 为 Hiy,) 二 E, | y)， 
设 初 态 不 是 定 态 ,而 是 一 些 定 态 的 到 加 
|¢(0))= 2)Cn | yn) (5. 5. 29) 


Cn = (yp | C0)) 


则 
1g00))= > Cre mr | yg) (5. 5. 30) 
将 上 式 代入 式 (5. 5.7), 可 求 出 动力 学 相 
au(r) 一 一 > | Cu| ?Er/ =— Ec/i (5. 5. 31) 
EE 为 能 量 平均 值 . 总 相位 变化 $ 由 下 式 给 出 ， 
et = >) | Cu|2e Er (5. 5. 32) 


而 YC7) 三 $ 一 (7). 一 般 说 来 ,$ 隆 a(Tt),Y(7z) 取 0, 除非 Co 一 9 ( 定 态 ), 此 时 $ 二 
a(D)=—Er/#,Y(7)=0. 

对 于 五 含 时 的 体系 ,即使 在 绝热 近似 下 ,体系 也 不 存在 严格 的 定 态 , 因 而 AA 
相 Y(r)7 就 可 能 出 现 . 


附录 ”LR 含 时 不 变量 理论 与 Berry 绝热 相 和 AA 相 的 关系 


设 体系 的 Hamilton 量 五 GR(CD ) 随 时 间 周 期 演化 ,周期 为 r, 体 系 在 初始 时 刻 处 于 某 给 定 的 
瞬时 能 量 本 征 态 | w%0) =|m(R(CO), 则 在 绝热 近似 下 体系 的 量子 态 [ 见 5.4 节 , 式 (5.4.3) 一 
(5. 4. 6)] 为 


[C0)=exp[—2) E.R) dt mR [rR a | [mR GD 


和 人 一 | 《mCR(D) | zxCR(2))) 引 称 为 Berry 绝热 相 ,依赖 于 瞬时 能 量 本 征 态 | m(RCD)) 及 其 随时 


间 变 化 的 快慢 | mmCR(D). Berry(1984) 发 现 ,x 不 能 表示 为 R 的 函数 ,特别 是 在 经 历 一 周期 c 后 ， 
尽管 ROD 二 RCO0) ,一 般 说 来 ,yD 关 7《0). yr《D 记 为 %.《O 〇 ) , 称 为 Berry 几何 相 , 是 可 以 观测 的 . 

Aharonov & Anandan (1987) 对 Berry 的 工作 做 了 重要 推广 ,放弃 了 Hamilton 量 绝热 演化 
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的 假定 (Hamilton 量 甚至 可 以 不 随时 间 变 化 ) ,但 假定 体系 的 量子 态 随 时 间 周 期 演化 ,从 而 导出 
了 AA 相 ( 见 5.5 节 ). 

不 久 ,S，S，Mizrahi,D，A.、，Moralis@ 分 别 研究 了 LR 含 时 不 变量 理论 与 Berry 相 和 AA 
相 的 关系 . Mizrahi 一 文 的 摘要 中 写 道 ,“An approach for the exact calculation of the geometrical 
and dynamical phases,by using the method of Lewis and Riesenufeld,is presented. ”该 文 在 简单 
回顾 Berry 相 和 AA 相 工 作 后 说 :“A third approach to obtain the geometrical phase is proposed 
here and it makes use of an earlier work of Lewis and Riesenfeld. ”然后 讨论 了 从 含 时 不 变量 理 
论 来 研究 此 问题 的 两 个 优点 

(iD Since the LR phase is part of the exact solution of the Schrodinger equation, the phases 
can be computed without the adiabatic hypothesis and no corrections, in the sense of Berry,are 
necessary. (ii) While in Berry's work the Hamiltonian contains time-dependent parameters, in the 
present approach the geometrical phase exists even for Hamiltonians that do not have an explicit 
time dependence,as in the AA approach. 

Morales 一 文 8 指 出 :他 用 LR 含 时 不 变量 得 出 的 Lewis 相位 “is exact even though the system 
does not evolve adiabatically in time and becomes equal to Berry’s result in the adiabatic limit”. 

继 Mizrahi 和 Morales 的 工作 之 后 ,在 20 世纪 90 年 代 出 现 了 大 量 文献 ,它们 基于 含 时 不 变 
量 理论 ,从 不 同方 面 讨论 了 LR 相 与 Berry 相 和 AA 相 的 关系 . 在 A，Mostafazadeh 的 专著 @ 中 
对 此 有 详细 评述 . 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 此 专著 及 书 中 所 引文 献 ， 全 个 全 但 应 提 
到 ,所 有 这 些 工 作 , 在 量子 力学 基本 理论 上 都 基于 下 列 两 点 : 

(1) 量 子 态 随 时 间 的 演化 必须 遵守 含 时 Schrodinger 方程 . 在 Berry 原始 文献 中 清楚 指出 , 绝 
热 近似 解 中 的 绝热 相 yx, (?) 是 为 满足 含 时 Schr6dinger 方程 所 必需 的 . 在 AA 相 理 论 中 [ 见 5.5 
节 , 式 (5. 5.4) 一 式 (5. 5. 8)] 也 强调 了 这 一 点 . 在 含 时 不 变量 理论 中 ,LR 相 we (?) 也 是 根据 满足 
会 时 Schrodinger 方程 而 确定 的 [ 见 5. 2 节 , 式 (5.2. 18) 一 式 (5. 2. 20)]. 

(2D) 合 时 力学 量 ( 不 全 对 时 间 :条 的 算 符 ) 的 本 征 太 有 一个 全 时 相 因 于 的 不 定性 .例如 ,全 
时 不 变量 Tb ( 见 5.2 节 ), 或 含 时 Hamilton 量 互 (9 ,都 是 如 此 ,差别 仅 在 于 含 时 不 变量 的 本 征 
值 不 随时 间 改 变 , dA/dt 二 0[5.2 节 , 式 (5. 2. 8)], 而 含 时 Hamilton 量 H(z) 的 本 征 值 E, (2) 随 
时 间 改 变 , 能 量 非 守恒 量 , 且 其 本 征 态 是 非 定 态 . 因此 LR 相 的 表示 式 与 Berry 绝热 相 的 表示 式 
有 所 差异 . 例如 , 设 体系 初始 时 刻 处 于 含 时 不 变量 Tb 的 某 一 个 确定 的 本 征 态 | 人 0) 一 
| aom ,0》, 则 :时刻 体系 量子 态 为 [5. 2 节 , 式 (5. 2. 23)、 式 (5. 2. 24)] 


| WO 一 exp| 一 于 | 《ChAom tt | HQO) | Aom ,1 dt 十 由 1CAoko st 


比较 式 (1) 和 式 (2), 形 式 上 不 同 之 处 在 于 , | om, 刀 不 是 五 (zi 的 本 征 态 , 而 |m(R(2))) 是 
H(CR(G)) 的 本 征 态 , 本 征 值 为 E, (RG)), 所 以 动力 学 相 因 子 的 表示 式 略 异 . 


部 Aoko ,td | | X01,t> (2) 


@ S.S. Mizrahi, Phys. Lett., A138(1989),465~468. 

©® D. A. Morales, J. Phys. ,A21 (1988) ,L889 一 L892. 

图 A. Mostafazadeh, Dynamical Invariant, Adiabatic Approximation and Geometric Phase (Nova 
Science Publishers, New York,2001). 


。218 。 


第 6 章 角 动 量 理论 
6.1 量子 体系 的 有 限 转动 ” 


6.1.1 量子 态 的 转动 ,转动 算 符 


先 考虑 一 种 特殊 的 情况 , 即 无 自 旋 粒子 绕 = 轴 的 转动 . 设 体 系 绕 z 轴 转 过 一 个 
无 限 小 角度 5p( 图 6. 1) ,粒子 的 角 坐 标 从 p>y 一 9 十 3p, 波 函数 从 y>y 一 R. C5p)y， 
试 求 RC59). 

显然 

y (p+ dp) = yl9) 
即 
yp)= yp— dp) 


= yp — dp2p+i dg) 20 十 … 
9 ?a9 21 9 ag 


一 Eis 一 ap /hy 
式 中 
个 = 一 让 本 
是 轨道 角 动 量 ! 的 = 分 量 . 这 样 ,无 自 施 粒 子 绕 = 轴 旋 转 
sp 角 的 算 符 可 表示 成 
R,(89) = ei:h (6. 1.1) 


和 . 即 粒 子 绕 = 轴 旋转 的 无 穷 小 算 符 . 设 体系 绕 = 轴 旋 转 一 个 有 限 角 a, 它 可 以 看 成 
体系 相继 进行 一 系列 无 限 小 角度 旋转 的 总 的 效果 ,因而 


R,(a) = eh (6. 1. 2) 
如 果 粒 子 具 有 自 旋 , 则 轨道 角 动量 应 代 之 为 总 角 动 量 j, 即 
R,(a) = eicye 信 (6. 1. 3) 


更 进一步 推广 , 设 粒子 绕 空间 任 一 方向 n 旋转 一 个 角度 9, 则 转动 算 符 可 表示 成 


Q@ 参阅 M. E. Rose, Elementary Theory of Angular Momentum (John Wiley and Sons, New York, 
1957). 

A. R. Edmonds, Angular Momentum in Quantum Mechanics, 2nd. ed. (Princeton University Press, 
1960). 
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RCOn) = Ei/t (6. 1. 4) 
更 普遍 讲 , 设 体系 的 总 角 量 算 符 为 J, 则 体系 绕 空间 n 方向 旋转 9 角 的 转动 算 
符 为 ; 
RCOn) = ei (6. 1. 5) 
总 角 动 量 了 即 体系 的 无 穷 小 转动 算 符 . 


6.1.2 角 动 量 本 征 态 的 转动 ,D 函数 


设 体系 处 于 (J? ,J,) 的 共同 本 征 态 加 , 则 把 体系 沿 n 方 向 旋转 9 角 以 后 ,体系 
状态 变 为 (以 下 为 简便 , 取 一 1) 
及 (bb = Ei (6. 1. 6) 
考虑 到 [J ,R] 二 0, 可 知 Ry;, 仍 为 J? 的 本 征 态 ， 
T° Ry = RT’ ym = jG + 1)Ry 
但 一 般 说 来 ,J 与 RR 不 对 易 ,因而 Ry 一 般 不 再 是 J 的 本 征 态 ,而 是 J 的 各 本 征 
态 的 到 加 , 即 Ry 的 最 一 般 表示 式 为 
ROn) yn, = 2 jm | ei | jm ) fm (6. 1.7) 


(jm |e "7|jm) 表 示 又 加 系数 , 记 为 Di (9n), 它 是 转动 算 符 ew'! 在 yp, (i 取 
定 ) 张 开 的 2; 十 1 维 ( 子 ) 空 间 中 的 矩阵 表示 ,或 称 之 为 转动 群 的 (2j 十 1) 维 不 可 约 
表示 . 这 样 , 式 (6. 1.7) 可 改 记 为 

ROn) 一 27Di COn) fm (6. 1. 8) 


习惯 上 , 三维 空间 的 转动 用 三 个 Euler 角 (a,8,y) 来 描述 , 见 图 6. 2. 这 样 ,转动 
算 符 可 以 写成 如 下 相继 的 三 个 转动 算 符 之 乘积 
R= exp(—1y/z») * exp(— BJ y)» exp(— ia].) (6. 1.9) 


因为 表象 的 基 矢 y, 是 (J ,J:) 的 共同 本 征 态 ,为 便于 计算 R 的 矩阵 元 ,最 好 用 角 
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动量 在 实验 室 坐 标 系 (z,y,z) 中 的 分 量 算 符 J,、J,、J, 来 表示 尺 . 为 此 ,利用 下 列 
关系 [图 6. 2(a) 和 (b)]; 
exp(— iBJy) = exp(—ia]:) » exp(—i8]J,) » exp(ia] 。) 
exp(—1iy]/z) = exp(— iB]y).« exp(—iy],) » exp(iBJ y) 
可 得 
R= exp(— iBJy) » exp(— iy/ vy) » exp(— iaJ .) 
= exp(— ia].) » exp(—iBJ,) « exp(ia] ,) »« exp(— iy]y) » exp(— iaJ .) 
但 z 轴 即 z 轴 , 由 此 得 出 
R(a,B,Y) = exp(—ia],) » exp(—iBJ,) » exp(—iy].) (6.1.10) 
它 在 |jm) 表 和 象 中 的 矩阵 元 , 记 为 Di (a,B,7) , 即 
Disn Ca,B,Y) 
= (jm’|exp(~ ia],.) »« exp(— i8],)exp(— iy],) | jm) 
= exp(— im’a) (jm’ |exp(— i8J ,) | jm Yexp(— imy) 


= exp(— im a) dim (B)exp(— imy) (6. 1.11) 
其 中 
disn (PB) = (jm’ | exp(— iBJ ,) | jm) (6. 1. 12) 
而 式 (6. 1.7) 可 表示 为 
R(a,B,Y) yn = 2 Di Ca Bs 7) Ym (6. 1. 13) 


这 样 ,计算 Di (a ,Bb， 7) 就 归结 为 计算 Ci (9). 
在 给 出 di (有 的 计算 公式 之 前 , 先 以 ;二 1/2 为 例 ,计算 d8 (9). 为 此 ,利用 2 二 1/4, 可 得 
exp(— 18] ,) 
三 1 一 向 ,十 二 个展 二 所 从 及 十 


=-1- 直 (号 ) + 震 ( 重 ) 一 …+… 一 2 各 一 吉 ( 皇 ) + 机 ( 生 ) -+ 
二 cos 县 一 2iJ,sin 有 


所 以 
(让 | expC— i ,)| i") = cos 号 sn 一 2isin § (入 | 万 | 让) 
利用 几 的 矩阵 元 公式 , 即 可 求 出 di 名 (8 的 2X2 和 矩阵 元 ,如 表 6. 1. 
可 以 证 明 ,在 取 适 当 相 位 规定 后 , 必 r (8) 为 实 , 其 普遍 表示 式 为 上 


@ 例如 , 见 p. 219 所 引 Rose 书 中 , 式 (4. 13) ,或 见 E P. Wigner, Group Theory and its Application 
to the Quantum Mechanics of Atomic Spectra (Academic Press, N. Y., 1959),p, 167, 式 (15. 27). 
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dm P= [LGMDG—mG+m OG 一 me I 
OOOOPG—m WG+mW! G+m —m ly 


。 (cos £ J (= sin 6 jj (6. 1. 14) 


0 0 。 0。 0 .0 。 0。 0。 。 。 。 。 。 。 。 。 。 


例如 ,对 于 j 二 1,al, (8B) 的 3X3 矩阵 元 如 表 6. 2, 这 是 常用 到 的 . 


表 6.1 di%(B) 


去 G+cosg 去 G 一 cosg) 


0 2 sinB cosB sin8 


去 (1 一 cos8) 去 G+cos8) 


1. dm (PB) 的 性 质 


(1) 由 于 exp( 一 BJ,) 为 么 正 算 符 , 习惯 上 取 和 矩阵 元 di (8) 为 实数 ,d+ 一 
4 =4==d71, 即 4=9471, 所 以 

diim (B) = diw (— BP) (6. 1. 15) 
按 式 (6.1.14), 当 p 一 一 时 ,左边 (通过 sin 名 ) 将 出 现 因子 (一 1)”*"i* 一 
(一 Dw-", 所 以 


dism (— BP) = (~— 1)™ "di (B) (6. 1. 16) 
联合 式 (6. 1. 15) 和 式 (6. 1. 16) ,得 
disn (BP) = (— DD)™ "di (B) (6. 1.17) 


即 和 矩阵 行列 互 换 时 ,将 出 现 因 子 ( 一 1)”*”. 
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(2) 按 式 (6. 1. 14), 当 mm 全 一 和 2 时 ,di (PB) 的 表示 式 不 变 ,所 以 


diim (B) = din,_m (B) (6. 1. 18) 
联合 式 (6. 1. 17) 与 式 (6. 1. 18) ,得 
disn (PB) = (— D™ "qdi,,n,(B) (6. 1. 19) 


(3) 当 8 一 r 时 ,cos 包 一 0, 这 就 要 求 式 (6 1.14) 中 cos 交 的 宕 次 为 0, 即 27 十 
加 一 6 一 2 二 0, 所 以 y=j 十 去 Cm 一 m ). 于 是 式 (6. 1. 14) 中 的 阶乘 因子 化 为 
G—m 1!= [一 喜 (m +m) |]! 


a [让 ! 
这 就 要 求 m' 十 m= 二 0. 由 此 可 推导 出 


dismn (NA) 一 (一 1)H ,mn (6. 1. 20) 
联合 式 (6. 1. 16) 与 式 (6. 1. 18) ,得 
disn(— x) = (— Di dn (6. 1. 21) 


(4) 考虑 到 dx 十 BP) 二 d(x)q(B) ,可 得 
diin rt B) = Dyditiw ditn (BP) = Ds — Di Bw mditn CB) 
所 以 
dism APB) = (~ Didiy,n (PB) (6. 1. 22) 
类 似 还 可 证 明 
di (x —P) = (— Di di (BP) (6. 1. 23) 
2. 函数 的 性 质 


1) D 函数 的 正 交 归 一 性 
根据 转动 算 符 的 么 正 性 ,R+ = 二 R71 ,其 矩阵 元 有 下 列 关系 : 
Cm’ [RT | jm)= Cm’ |R+ | jm)= Gm |R | jm’)* 


即 
Di (—7, —B,—a) = Di (a,B,Y) (6. 1. 24) 
根据 D 函数 定义 式 (6. 1. 11) 及 di (B) 性 质 (6. 1. 19) ,可 得 1 
Di (a,B,7) 一 (一 1)” "Di mayp, 7 (6. 1. 25) 


根据 R+R=1 ,可 知 
(Ja |Rt R| jm’)= dnm 


插入 了) |jm) 《jm | 二 1 0G 取 定 的 子 空间 中 ) ,得 
> Gm’ |R+ |jm) Cm |R | jm”)= Dm|R jm’)* Cm |R | jm’)= dm 
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即 
DJ Di Ca,B, ND Di CasB,Y) = So (6. 1. 26) 

2) DD 函数 的 耦合 规则 

根据 角 动 量 本 征 态 的 耦合 规则 以 及 角 动 量 本 征 态 在 转动 下 的 变换 性 质 , 可 求 
出 DD 函数 的 耦合 规则 , 按照 两 个 角 动 量 户 和 j; 的 耦合 ,J 一 户 十 户 

pin C12) = 2 Gimjzam— mi | jm gm (LD fism_m (2) 
Phy 

在 转动 RC(a,B,7) 作 用 下 ,yn 变 成 

Di pi C1,2) 


二 Ji jam— M1 | jm) 之 到 Wm piim (1) 3 pam—m pism (2) 


_ 5 jimj2m— m | jm)D; my DR nem > Cpajapa |j pu1 十 pa ?We C1,2) 


左 乘 (yy, (1,2) | ( 取 标 积 ) ,利用 正 交 性 ,得 
Di Di,, (a,B, 7) 


_5 Gimjam— m jm) jipajap — pa | jp) Di (asp DZ ,mm GasB,Y) 
TA 


(6. 1. 27) 
类 似 可 求 出 上 式 之 逆 ， 
Dam (a,B,7) Di 2 my (a,B,7) 


= > CJ1p11J242 [ju + p22 (J1m1j2m2 | jm 二 7722 > DE, tp sm mg (a,P,7) 
了 


(6. 1. 28) 
上 两 式 即 D 函数 的 耦合 规则 , 亦 称 Clebsch-Gordan 系列 . 


6.1.3 D 函 数 与 球 谐 函 数 的 关系 


为 了 研究 D 函数 与 球 谐 函 数 的 关系 ,我 们 从 球 谐 函数 在 坐标 系 转动 下 的 变换 
性 质 人 手 . 在 前 面 ,我 们 讨论 态 在 转动 下 的 变换 ,采用 的 是 主动 (active) 描 述 方式 ， 
即 对 体系 ( 态 矢 ) 进 行 转动 ,而 坐标 系 ( 基 矢 ) 保 持 不 动 . 另外 还 有 一 一 种 被 动 (pas- 
sive) 描 述 方式 ， 即 让 坐标 系 ( 基 矢 ) 转 动 ， 而 体系 ( 态 矢 ) 保 持 不 动 (但 在 两 个 坐标 系 
中 , 态 矢 的 表达 式 并 不 相同 ). 两 种 描述 方式 各 有 优点 . 以 下 不 妨 采用 被 动 方式 来 研 
究 在 坐标 系 转动 下 球 谐 函数 的 变换 性 质 . 

设 有 一 个 坐标 系 忆 (实验 室 参 考 系 ) ,经 过 转动 RCa,B,7) 之 后 , 变 成 坐标 系 > 


用 表示 . 任何 一 个 标量 函数 ,在 原 坐 标 系 中 表示 成 %r) ,在 转动 后 的 坐标 系 中 表 
示 成 fr) ,满足 
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Yr) = yr) (6. 1. 29) 
在 被 动 描述 方式 下 , 若 转动 算 符 尺 仍 表示 成 式 (6. 1. 9) ,考虑 到 态 矢 的 变换 与 坐标 
系 ( 基 矢 ) 的 变换 互 道 ,可 知 


y=Rigy 或 y=Ry (6. 1. 30) 
把 函数 的 宗 量 写 进 去 ( 即 其 在 坐标 r 表象 中 的 表示 ) ,得 
gr ) = Ry Cr) 
再 利用 标量 函数 性 质 (6. 1. 29) ,得 
gr) = Ry(7) (6. 1. 31) 
将 此 式 应 用 于 球 谐 函数 ,转动 算 符 用 D 函数 表示 出 来 , 则 
Y7C0 ,9) 一 2 Dun asB, DY (0,9) (6. 1. 32) 


注意 , 宗 量 (0,p) 描 述 的 空间 方向 与 (9 ， ,9 ) 描 述 的 空间 方向 完全 相同 ,只 不 过 在 不 
同 坐 标 系 中 来 看 ,角度 的 数值 不 同 而 已 . 关系 式 (6. 1. 32) 在 描述 分 子 或 原子 核 的 转 
动 时 经 常 要 用 到 , 式 (6. 1. 32) 左 边 是 球 谐 函 数 在 随 体系 一 起 转动 的 参考 系 中 的 表 
示 式 ,而 右边 YY (0,9) 则 是 球 谐 函 数 在 实验 室 参 考 系 中 的 表示 式 . 

现在 考虑 一 个 特殊 的 转动 , 即 假设 在 2 参考 系 中 (0,9) 方 向 上 的 某 一 点 ,在 转 
动 参考 系 2 中 正好 落 在 zx“ 轴 上 ,并 处 于 zz 平面 内 , 即 9 二 g 一 0. 当 9 一 0 时 , 式 
(6. 1. 32) 左 边 之 值 与 无关, 不 妨 取 mm 二 0. 利用 到 (0,0)= 王 (2 二 1)/4r ,并 注意 
到 上 述 特殊 的 转动 相应 的 Euler 角 为 a 二 pg,B 二 0, 于 是 式 (6. 1. 32) 化 为 


We | 
PDCg,0,O Yr 0,9) = pe 《6.1.33) 
试 与 球 谐 函 数 相 加 定理 2 
” Yr (0,P) Yr (0,9) = +t! (6. 1. 34) 
比较 ,可 以 看 出 
Doo(py0,0) rp 元 和 7 * (0, 9) 
即 
Do Ca,B,0) = p* (B,a) (6. 1. 35) 


27 十 1 
此 即 D 函数 与 球 谐 函 数 的 关系 . 利用 此 关系 ,从 D 函数 的 克 合 规则 (6. 1. 28) 可 得 
出 球 谐 函 数 的 耦合 规则 


@ 见 卷 I ,附录 四 , 式 (A4. 43) 


Pi(cos12) = 到 Sk (01 ,91) Yr (0, 92) 


b2? 是 (和 ,Oo) 和 (gz ,gz) 两 个 方向 的 夹 角 , 当 (01， 91)= (0z ,9 ) 时 ,0 一 0, 而 P,(1) 一 1. 
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Yr (0,9) Yr (0,9) 


二 > V i 2 Climilamz | Lmi 十 1m2) 《L10120|L0) Yt™ (0,9) 


(6. 1. 36) 
注意 :上 式 两 侧 的 各 球 谐 函数 的 宗 量 均 为 (0,p) ,与 两 个 粒子 的 轨道 角 动量 的 耦合 
并 不 是 一 回 事 ! 

利用 球 谐 函 数 的 正 交 性 及 式 (6. 1. 36) ,还 可 得 出 三 个 球 谐 函数 乘积 的 积分 公式 


上 ay (0,p) Yr (0,9) Yr (0,9) 


全 人 lim1ilamz | lsms) (L01201430) 人 
练习 1 为 方便 ,有 时 令 


Cn (fF) 一/ 下 于 YF) (6. 1. 38) 
7 =r/r 表 示 7 方向 单位 矢 , 则 式 (6.1. 36) 可 改写 成 
Cam FICam F) = Drm lm | Lm me) (0l0| LO)Cem sm, CF ) (6.1.39) 


到 
练习 2 球 谐 函数 相 加 定理 还 可 以 表示 为 
已 
DCim CF1) Cn Fa) = PCcosbga) (6. 1. 40) 
m=—l 


此 处 0s 为 六 与 站 的 夹 角 . 当 六 二 六 时 (Gis 一 0), 利 用 P(1) 二 1, 即 得 


+ 
DCm FCF) =1 (6.1.41) 


m=—l 


由 此 可 看 出 , 满 这 组 态 的 空间 密度 分 布 是 球 对 称 的 . 
6.1.4 DD 函数 的 积分 公式 
计算 积分 
K = {dopa Gas8, 7 Di CasB,) (6. 1. 42) 
这 里 
Jao=[ eof sna 

利用 DD 函数 耦合 规则 (6. 1. 28) 及 式 (6. 1. 25) ,得 
K= (—D"™™ |aaDa CasB, nD Digs, CasB,) 

= (一 DD)" 之 (ji — mijzmaz | jm2 一 7 


“C1 —hkijzhs |iWs —hk)| dQDS, mtn (asB,) 
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上 式 中 对 a 和 7 的 积分 为 
2r x 
| daexp[ 一 iazs — mi ;| dyexp[ 一 ia 一 局 )7] = (2n)? Om m, dn 
所 以 
K =(27)°— D™ homm nt 2 1 — mjzm |j0) 


* 01 —hjska |j0)| di (Bsingdp 
而 [利用 式 (6. 1. 35)] 


oY?(B,0) — Pcosp) 


| (psingd8 = | PCz)dz = 28, 


因此 
K= 87 和 D™ (1 Oo— mjzm |00) 71 — kijzki |00) 
pp (— Ditm 人 ， 
一 8 2 6 CCD" O71 
= B70 Bm m, Ok go jj / C271 十 1) 
最 后 得 


[dopa (a Din, (a8,7) = 2 Fdnm du (6.1.43) 


利用 DD 函数 的 耦合 规则 (6. 1. 28) 及 上 式 ,还 可 以 得 出 三 个 D 函数 乘积 的 积分 公式 
| aopa (a,B,7) Di CasB, 7 Di CasB,Y) 
一 了 I Om ,mm Spa tes CJ1m1j2ma | jama) (jikijzkz |jsks) (6.1.44) 


6.2 陀螺 的 转动 


下 面 考虑 刚性 陀螺 的 转动 谱 . 早 在 20 世纪 20 年 代 , 在 研究 分 子 转动 谱 时 就 提 
出 了 这 个 问题 ,并 用 量子 力学 进行 了 仔细 的 研究 0. 在 50 年 代 , 原子 核 的 变形 及 转 
动 谱 被 实验 证 实 2, 对 称 陀 螺 波 函数 又 被 广泛 应 用 于 原子 核 结构 理论 中 . 

下 面 先 给 出 经 典 力学 中 陀螺 的 Hamilton 量 ,然后 进行 量子 化 ,之 后 用 代数 解法 
求解 对 称 陀 螺 的 能 量 本 征 值 (转动 谱 7 和 本 征 函 数 ,最 后 讨论 非 轴 对 称 陀螺 的 转动 谱 . 


@ F. Reiche, Z. Phys. ,39(1926) ,444. 
©® A. Bohr and B. .R. Mottelson, Nuclear Structure, Vol. IH, Nuclear Deformations (W. A. Benja- 
min, 1975). 
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6.2.1 陀螺 的 Hamilton 量 


陀螺 的 空间 转动 有 三 个 自由 度 , 它 在 空间 的 位 置 通常 用 Euler 角 (o, 8,7) 描 
述 , 即 实验 室 坐标 系 的 xz、y、z 轴 经 受用 Euler 角 (o,8,7) 描 述 的 转动 之 后 ,就 与 陀 
螺 的 三 个 惯量 主轴 ( 记 为 1,2,3 轴 ) 相 重合 . 一 个 自由 陀螺 (不 计 及 重力 场 影响 ) 只 
有 转动 能 . 为 清楚 起 见 , 把 图 6. 2 所 示 转 动 分 解 成 三 步 ,分 别 画 出 几 个 平面 图 [图 
6. 3(a) ,(b),(c)]. 


O 2 


ZX” 


(a) 


图 6.3 
(2) 绕 = 轴 旋 转 a 角 ( 实 验 室 坐 标 系 z 轴 方 向 单位 和 撩 k);(b) 绕 y 轴 旋转 8 角 (y 轴 方 
向 单位 和 六);(c) 绕 z 轴 旋转 y 角 ( 必 一 次 一 3 轴 方 向 单位 矢 3, 随 陀螺 旋转 ). 


陀螺 绕 空 间 方向 nCa,B,7) 的 无 穷 小 转动 ya(Cia,38,37) 可 表示 成 
Sn = Sak ++ 68 57y3 (6. 2. 1) 
由 图 6. 3 可 看 出 
k = cos83 — sinBi” 
YY = cosyl — siny2 (6. 2. 2) 
六 一 sinyl + cosy2 
把 式 (6. 2. 2) 代 人 式 (6. 2. 1) ,得 出 5n 用 陀螺 的 3 个 主轴 方向 单位 矢 (1,2,3) 表 示 
的 式 子 : 
dn = (siny88 — sinBcosyda)1 + (cosy88 二 sinBsinyda)2 二 (cosBSa + 87)3 


(6. 2. 3) 
因此 ,陀螺 的 角速度 可 表示 成 
LU 一 = = lt+w2 to3 
wi = sinyB — sinBcosye 
ws = cos)f + singsinye (6. 2. 4) 


ws = cosBa 十 7 
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此 即 Euler 运动 学 方程 0. 陀螺 的 转动 能 了 由 下 式 给 出 : 


T= 计 (J1eh + Jaok + Jaeh) 
J 、Jz、Js 表示 3 个 主 转动 惯量 . 陀螺 角 动 量 I1 沿 3 个 惯量 主轴 方向 的 分 量 为 
== Jw, i=1,2,3 (6. 2. 6) 
因此 
3 E 
各 外 (6. 2.7) 
i1 2J ; 
对 于 对 称 陀 螺 ( 取 对 称 轴 为 3 轴 ) ,J 二 J, 则 
到 r 由 站 
TF 2 (7 7) (6. 2. 8) 


此 即 经 典 对 称 陀螺 的 Hamilton 量 的 表示 式 . 
下 面 来 求 它 在 量子 力学 中 的 算 符 表示 式 . 先 求 角 动 量 工 的 各 分 量 在 坐标 表象 
中 的 算 符 表示 式 . 由 图 6. 3(a) 和 (c) 可 以 看 出 
二 二 一 一 这 子 (6. 2. 9) 
为 了 求 厄 ,还 需求 出 五 与 也 .由 图 6.3(a)、(b)、(c) 可 看 出 
y= 一 法 = Lcosa— Lsina 


i 下 
Sa C6. 2, 10) 


i 2 je 
1z 二 一 远 37 T.cosB+ Ty sing 


= TcosB++ (Tzcosat Tsina)sing 
由 此 得 出 (注意 :x 圭 3) 


Tcosa 十 Tsina is cotBih 于 (6. 2.11) 
联合 式 (6. 2. 10) 与 式 (6. 2. 11) ,得 


I 一 一 让 性 cosacotB 闻 和 


81 sg) 
9 ne 2) 


38 sing 37 (6. 2. 12) 


了 一 一 入 (= sinacotp 十 cosa 


联合 式 (6. 2. 9) 与 式 (6. 2. 12) ,得 
Ce 


2 CO 0 a? a2 1 9 9 
= [a 二 9a9y sin ey Tg 56(sinp zl 


(6. 2. 13) 


@ 例如 ,参阅 H. Goldstein, Classical Mechanics (Addison-Wesley,1953), p. 164. 
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代入 式 (6. 2. 8) ,可 得 出 对 称 陀 螺 的 动能 (Hamilton 量 ) 的 算 符 表达 式 


二 T=- 起 [_l 2258 3 | (J 1 9sing9 
We 2J en Sin 证 5357 亿 ~ ja | 
a 2 
和 La 28aw sinp Be a ayt 3 6B 施 十 人 一 世芳 


(6. 2. 14) 
6.2.2 对称 陀 螺 的 转动 谱 的 代数 解法 上 


设 陀 螺 的 角 动 量 为 研 它 在 实验 室 坐标 系 的 三 个 分 量 记 为 1、I,、T1 ,它们 满足 
对 易 式 ( 取 大 =1) 
[LD]=i, [l,l]=iL, [l,j]= il, (6. 2. 15) 
在 随 陀 螺 一 起 转动 的 参考 系 中 (三 个 坐标 轴 的 方向 取 为 陀螺 的 惯量 主轴 方向 ) ,了 
的 分 量 记 为 11、 、Js. 可 证 明 它们 满足 下 列 对 易 式 @ 
[D1] =—ils, [l=—il, [li,h]=—il (6.2.16) 
设 陀螺 的 三 个 主 转动 惯量 为 J 和 J;, 则 其 转动 能 ( 即 Hamilton 量 ) 可 表 
示 成 [参见 式 (6. 2. 7)] 


H= | (6. 2. 17) 
对 于 对 称 陀 螺 ( 取 对 称 轴 为 第 3 轴 ) , 卫 二 J 二 本 则 
lrzj/l_l 
H= 冶 (f 0 DN + 3 (6. 2. 18) 


其 能 谱 一 般 有 简 并 ,这 里 除了 孤立 体系 所 具有 的 空间 转动 不 变性 带 来 的 简 并 度 


@ 对称 陀螺 的 能 量 本 征 值 和 本 征 态 的 分 析 解 法 , 即 求解 对 称 陀 螺 波 函数 (作为 Euler 角 a,p,Y 的 函数 ) 
满足 的 Schrodinger 方 程 的 方法 , 见 S，Fliigge, Practical Quantum Mechanics ,prob. 46. 
@ ”可 以 更 普遍 证 明 , 设 a,b 为 随 陀螺 运动 的 矢量 , 则 
(IT* T° DT ha)=—iI. (aXb) 
证 明 如 下 ， 
(TIT. a)(GT 5) 一 (T。D)CT。a) 
= (Lzxaz Dayt Taz) (Tbztt Lbyt Tbz) — (Tzbsz Lybyt Tbz) Tzazt Lyayt Laz) 
例如 其 中 zy 部 分 ,利用 角 动 量 分 量 与 矢量 分 量 的 对 易 关 系 ,Txay 一 ay1z 一 iaz,1yaz 一 azly 二 一 iaz，, 有 
Tiazrlyby+ Iyaylzrbzr — Trbrlyay— Tybylrar 
= L(yastiad)by + Lay — ia)bs — LChbs tibe)ay — (Lby — ibe)as 
= (LzTy— Tlz) (azby— bray) + ils(azby — beay) ily (brar — azbz) 
=il(aXbs—il(ax :ila Xb), 
由 此 可 得 出 
(T°- OMATD—TDTa)=i. (Xb)—il. (Xb)—il. (axb) 
一 一 了 这。 (aXb) 
取 a=1 ,5b 二 2 , 则 aXb==3 , 即 得 式 (6. 2. 16). 
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集 丰 (ED 二 、F 的 共同 本 征 态 ?| IMK) 来 区 分 各 简 并 态 . 按照 角 动 量 的 普遍 代数 
理论 ， 
PF|IMK)= ICDIIMK), I=0,1,2,.… 


I |IMK})= MI|IMK), M==0, 土 1,…, 土 I (6.2.19) 
TL |IMK)= K|IMK), 开 一 0, 士 1,…, 士 T 
因此 , 互 本 征 值 (转动 能 ) 为 
起 WK/l_1 
Ex 一 杂 ICI 十 D 十 区 他 2 (6. 2. 20) 


可 以 看 出 ,转动 能 只 依赖 于 K? ,而 与 K 的 正 负 号 无 关 , 所 以 能 级 的 简 并 度 为 
2(2T 十 1)CK 王 0 除外 ). 注意 , 当 K 取 定 (为 方便 ,约定 K 二 0) 时 
I= K,K++1,K+2,.… (6. 2. 21) 
相应 的 诸 能 级 按 I(IT 十 1) 规 律 上 升 ,构成 一 个 转动 带 ,用 K 来 标记 ,而 同一 带 中 的 
各 能 级 则 用 I 来 区 分 . 
有 时 还 采用 另外 一 种 标记 诸 简 并 态 的 方式 , 即 选择 它们 为 对 易 守 恒 量 完全 集 
了 (五 ) IT 、I、Ri (7) 的 共同 本 征 态 9, 这 里 Ri Cr) 一 exp( 一 irn ) 是 陀螺 绕 ( 垂 直 于 
对 称 轴 的 )1 轴 旋 转 180° 的 操作 . 考虑 到 了 为 整数 ,Ri (Cr)2 一 Ri (2r) 一 1,Ri Cn) 的 
本 征 值 > 一 士 1, 称 为 旋 称 (signature). 可 以 证 明 ( 取 适当 相位 规定 ) 
RW IMK)= (一 DIIIM 一 K) (6. 2. 22) 
因此 | IM 士 K) 两 个 简 并 态 可 以 代 之 为 | IMK7) (约定 K>>0)， 
1 I 
HME 1 ME |IM— K)] 


(6. 2. 23) 
IMK,—1)= [|IMK)— (~—D'|IM— K) 
| 万 [| | ] 


它们 是 | MK 和 | IM 一 K) 的 相干 苍 加 . 容易 证 明 式 (6. 2. 23) 是 Ri Cr) 的 本 征 态 
Ri(r)|IMKr)=r|IMKr), > 一 士 1 (6. 2. 24) 
这 种 标记 简 并 态 的 方式 的 优点 之 一 是 :在 有 些 情况 下 ,1 可 能 不 再 守恒 ,但 .仍然 
守恒 ,Ri(7x) 对 称 性 也 保持 不 变 , CIM|K |r) 仍 保持 为 好 量子 数 . 
对 于 K=0 的 转动 带 ,由 于 KK 二 (十 0) 与 (一 0) 是 同一 个 态 , 不 可 区 分 . 按 式 
(6. 2. 23) ,要 求 
r= 二 十 1 时， I= 0,2,4,… (6. 2. 25) 
7 一 一 1 时 ， 了 I= 1,3,5,*… 
即 按照 旋 称 7 的 值 ,K=0 的 转动 带 内 的 能 级 分 成 两 组 . 由 于 某 种 与 > 值 有 关 的 相 
互 作用 ,两 组 能 级 可 能 发 生 相 对 移动 [尽管 各 自 仍 遵循 能 级 的 (I 十 1) 规 律 ]. 这 种 


中 注意 ,[1,1]= 二 0, 参 见 式 (6. 2. 9). 
@ ”注意 :尽管 [Ri(7) ,13] 取 0, 但 [Ri (7) ,13]=0. 
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现象 在 双 原子 分 子 和 轴 对 称 变形 原子 核 的 转动 谱 中 已 系统 地 观测 到 . 
“6.2.3 非 轴 对 称 陀螺 的 转动 谱 


非 轴 对 称 刚性 陀螺 的 Hamilton 量 可 表示 为 
H=aBi+oBi+a (6. 2. 26) 
二 大 /2Ji:， i== 1,2,3 
考虑 到 式 (6. 2. 16) ,可 以 看 出 ,[1,H] 关 0,K 不 再 是 好 量子 数 .但 卫 、I、Ri (7) 仍 为 守恒 量 ( 注 
意 ,[ 且 ,Ri1(m)]==0). 因此 选用 卫 、. 工 、 玉 、RiCn 的 共同 本 征 态 , 记 为 | IM|K |7) 为 基 矢 的 表象 来 


求 五 的 本 征 值 和 本 征 态 是 很 方便 的 . 
例如 , 旋 称 r= 十 1 的 转动 态 (偶偶 原子 核 的 低 激发 转动 带 多 属 此 情况 ) 可 以 表示 成 
gne-n 一 >)Ak|JMK, 十 1) (6. 2. 27) 
KS0 
其 中 [ 见 式 (6. 2. 23)] 
=—— [|IMK)+ CIM-K K>0) (6.2.28) 
| IMK ,+1) | ) 十 (一 1 )] (人 ) 


是 卫 、I、 玉 .Ri(z) 的 归 一 化 本 征 态 (7 一 十 1). 在 往 下 计算 中 , 因 能 级 与 量子 数 M 无 关 ,所 以 略 去 
M 不 记 . 
下 面 求 一 十 1 的 转动 能 级 . 式 (6. 2. 26) 可 改写 为 
H= [到 十 oo 一 琴 十 wm 下 寺村 (一 oo( 了 一 瑟 


= [ 吉 (@ Fo) (PF 一 Dw] 二 (a 一 oo)(B 十 眉 ) (6. 2. 29) 


= 了 荆 圭 iL 
上 式 右边 第 一 项 […] 在 | IMK) 表 象 中 是 对 角 的 ,而 第 二 项 则 只 有 非 对 角 元 . 因此 五 的 对 角 
元 为 
(KIHIIK)=# (+o)[II+D— K+aK (6. 2. 30) 

式 (6. 2. 29) 右 边 第 二 项 将 引起 不 同 K 态 的 混合 ,选择 定 则 为 AK= 土 2. 利用 对 易 式 (6. 2. 16) 可 
证 明 

L |IK)= V(tRUFK+LD |IKTF1) (6. 2. 31) 

RB |IK)= VOFR(IFRKT+I COER— (FRI+2) |IKF2) (6.2.32) 
由 此 可 求 出 互 的 非 对 角 元 CAK 一 士 2) 

(KIHIIK+2)= (mw) VCO 二 RDIO 王 KRTDCO 于 KTC 于 二 四 


(6. 2. 33) 
按照 式 (6. 2. 29) ,并 借助 于 矩阵 元 公式 (6. 2. 28) 一 (6. 2. 33) ,可 以 求 出 能 量 本 征 方 程 
Hy= Ey (6. 2. 34) 


的 本 征 值 EE 和 本 征 态 y. 
以 偶偶 核 低 激发 转动 谱 为 例 . 其 主要 成 分 为 K==0. 按照 选择 定 则 (AK 一 士 2), 式 (6. 2. 27) 
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中 对 天 求 和 只 需 考虑 KI 的 偶数 , 即 K 二 0,2,…,ICI 侦 ) 或 (I 一 1) (I 奇 ). 对 于 基态 , 严 一 0+ ， 
7 三 十 1,K 只 能 取 0, 所 以 基态 波 函 数 为 | IMK7) = | 000 十 1) ,其 能 量 可 取 为 能 量 零点 ,从 而 可 以 
求 出 各 转动 激发 谱 . 
例 计算 下 一 2+ 能 级 (> 一 十 1) 
波 函 数 
geun 一 4o|2Mo, 十 1) 十 As |2M2, 十 1) (6. 2. 35) 
代入 方程 (6. 2. 34) ,利用 和 矩阵 元 公式 (6. 2. 30) 与 (6. 2. 33) 可 求 出 


3(a 十 )4A, 十 V3 (a — oa)As = EA; 


V3 (a —as)Ao 十 Ca a ha)As = EA; (6. 2. 36) 
解 此 齐 次 方程 ,只 当 
E=2(a+t Va 一 30) (6. 2. 37) 


时 ,方程 才 有 非 平庸 解 . 这 两 条 严 王 2#+ 的 能 级 分 别 记 为 
Est = 2(a— Va —36),Es = 2(a+ Va — 306) 


式 (6. 2.37) 中 
4 一 ai 十 必 十 ae， 有 8 三 aaas 十 azas aa (6. 2. 38) 
练习 1 证 明 , 互 只 有 一 条 严 一 3- 的 能 级 (> 一 十 1) ,此 能 级 
Es+ = Ezt 二 Ezt = 4a (6. 2. 39) 


此 关系 式 与 wm .az as 的 取 值 无 关 , 是 刚性 陀螺 转动 谱 的 一 般 性 质 . 
练习 2 证 明 , 互 有 两 条 天王 5+ (> 一 十 1) 的 能 级 ,并 证 明 
Est + Est = 5Es+ (6. 2. 40) 


6. 3 不 可 约 张 量 , Wigner-Eckart 定理 


6.3.1 不 可 约 张 量 算 符 


在 6.1 节 中 已 讨论 过 ,体系 的 角 动 量 本 征 态 如 G7 取 定 ,ma 一 7 一 1 一 /十 
一 j, 共 如 十 1 个 态 ) ,在 转动 RR 作用 下 ,由 于 [J?,R]==0， 转动 态 Ry 总 可 以 表示 
成 这 (27 十 1) 个 态 的 线性 大 加 , 即 


Ryim = >) fm Diin (R) (6. 3.1) 


用 群 表 示 的 语言 来 讲 , Di,(R) 函数 构成 转动 群 的 27 十 1 维 不 可 约 表示 , 即 对 应 于 
每 一 个 转动 RR, 有 一 个 (2; 十 1) 维 的 矩阵 Di CR). 可 以 证 明 , 这 个 矩阵 是 不 可 约 的 ， 
即 不 能 通过 任何 相似 变换 而 化 为 块 对 角 (block diagonal) 形 式 . 上 式 表示 ,这 2j 十 1 
ee 人 们 称 yy ee 5 


人 
0 0 0. 
站 
站 生生 


se 
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进行 分 类 的 概念 . 最 简单 的 多 重 态 即 单 态 (j 一 0). 由 于 DPCR) 一 1, Rygwo 一 goo, 即 j 
=0 Patel 性 态 ) 


一 类 算 符 ， 由 标量， 也 称 转动 不 变量 它们 满足 
[F,R 二 0 即 RER- 一 开 

一 般 的 算 符 当然 不 一 定 具 有 如 此 简单 的 性 质 . 但 也 有 一 些 算 符 , 例 如 粒子 的 三 个 坐 
标 (z,y，,z) ,在 转动 之 下 ,它们 也 只 在 彼此 之 间 变 换 . 而 且 , 如 把 它们 进行 适当 的 线 
性 组 合 ( 见 练习 1) ,它们 也 有 与 多 重 态 相似 的 简单 变换 规律 . 一 般 说 来 ,假设 有 2k 
十 1 个 算 符 Ts (gq 二 ,8 一 1,…, 一 k;k 宇 0, 整 数 ) ,在 转动 R 之 下 ,如 它们 按照 下 列 
简单 规律 在 彼此 之 间 变 换 

RTwR- = Tw Ds (R) (6. 3.2) 


则 称 Ts 构成 转动 下 的 一 组 & 阶 不 可 约 ( 球 ) 张 量 算 符 0 
转动 群 的 不 可 约 表 示 D; 的 (2j 十 1) 个 基 矢 | jz (m==j,j 一 1,…， 一 力 是 大 和 
J 的 共同 本 征 态 (一 1) 
J | jm)= jG + DD)|jm) 
J:|jm)= m|jm) (6. 3. 3) 
大 |im)= VGEm+ DO 二 m) | ja 士 1》 
= ViG+D—mmt+tl) |jrr 士 1 
而 J 正 是 无 穷 小 转动 的 生成 元 (generator). 与 此 类 似 , 不 可 约 张 量 算 符 也 可 以 按 
照 无 穷 小 转动 下 算 符 的 性 质 来 定义 . 设 体系 旋转 一 个 无 穷 小 角度 g, 则 ( 取 雍 ==1) 


R(e) = exp[—iE* Jj 寺 1—ie* J (6. 3. 4) 
J 为 体系 的 总 角 动 量 . 因此 1 
R(e) TiR (e)! 全 To 2 i€ 村 [J, Ti | (6. 3. 5) 


按 式 (6. 3. 4) 以 及 也 和 矩阵 定义 , 式 (6. 3. 2) 右 边 等 于 
2 Tw (kgq’ |(1—ig*. DIRg)= To —ig. Tm (hqg’ |J | kg) 
与 式 (6. 3， 5) 比较, 可 得 
[J,Ta] = 2) Tw (kq' | 名) (6. 3. 6) 


再 利用 角 动 量 算 符 (J.,J: ) 的 矩阵 元 公式 ,可 将 上 式 改 写成 
LJ: » Ti = qT 


@ 所 谓 不 可 约 矩阵 表示 , 即 不 可 能 经 过 任何 相似 变换 而 变 成 块 对 角 的 形式 . 由 于 Dt 矩阵 表示 不 可 约 ， 
在 Tw 中 不 存在 一 个 子 集合 ,在 转动 下 只 在 子 集合 的 成 员 之 间 变 换 , 故 称 为 不 可 约 张 量 . 
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[TO]= VC 二 ga 十 1 人 于 g) Tan (6. 3.7) 
一 VR(CR 十 1) 一 gCq 士 1) Th 
凡 满 足 上 述 对 易 式 的 一 组 算 符 Tis(g 二 ,一 1,…, 一 &) 就 定义 为 一 组 & 阶 不 可 约 
张 量 算 符 . 此 定义 与 式 (6. 3. 2) 定 义 是 等 价 的 ,用 它 来 检验 一 组 算 子 是 否 是 旋转 变 
换 下 的 不 可 约 张 量 是 方便 的 .& 王 0( 因 而 g 王 0), 即 标量 算 符 .& 王 1, 即 一 阶 ( 球 ) 张 
量 , 它 的 三 个 分 量 与 平常 一 个 矢量 的 三 个 Cartesian 坐标 分 量 之 间 ,用 一 个 么 正 变 
换 相 联 系 [ 见 式 (6. 2. 10) ].& 一 2, 即 二 阶 张 量 , 例 如 四 极 矩 张 量 ， 
练习 1 令 


no 二， 和 下 记 (< 土 访 


即 
n= 每 rY4(0,9)， g=0,+1 (6.3.8) 
证 明 ” 构成 一 阶 不 可 约 张 量 . 
提示 利用 [J ,zxgj 二 iewgyzxy ,不 难 证 明 
[Jssrej = gre, [Ji,r = V2— gq(g+ Dr 
练习 2 ”与 上 类 似 , 用 角 动 量 算 符 了 的 3 个 分 量 可 以 构成 一 阶 不 可 约 球 张 量 J ， 


te 9 三 东 启 C- 土 订 ,) = 干 请 下 (6. 3.9) 
进一步 推广 ,任何 一 个 矢量 算 符 V 的 3 个 Cartesian 分量 VV .V, 都 可 以 构成 如 下 的 一 阶 球 张 
量 V, 


Vo =V.， Va = 干 六 WV +iV,) (C6. 3. 10) 
练习 3 证 明 不 可 约 张 量 定义 式 (6. 3.7) 可 改写 成 
[J ,To ] =— VRCRT1) (lykg |kg + p) Tear (6. 3.11) 


提示 式 (6. 3.7) 可 改写 成 
[Jo ,Tra | = qT 


[ja, Ts] = 于 RAE TE (RF Ten (C6. 3. 12) 


利用 CG 系数 表 ， 
q 
VCR 十 1 


加 /一 9 于 TCR 二 90/2 
A KE 十 1) 
加 _, /iatDE— 9/2. 
(kg 二 1,1,—1|kg) a 


式 (6. 3. 12) 可 统一 表示 为 
[s,s Tr]= VE ~— 1 kg pl, —p|kg) Tat (6. 3. 11) 
一 一 VECR 十 1) (lukg |kg tp) Tear 


(kgl0| kg) = 
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练习 4 ”Cartesian 坐标 系 中 四 极 矩 张 量 Qs 定义 为 


Qj = Qi = 3zzj — rs (6. 3. 13) 
即 
Quo = 37y, Qex = 3yz, Qe = 3z7 
Qu = 27 YT, Qu 一 2 一 好 一 下 ，Q = yy 
显然 


Q- 十 Qo 十 Qe< = 0 (6. 3. 14) 
即 @& 为 零 迹 对 称 张 量 ,只 有 5 个 独立 的 分 量 . 证 明 把 Q 适 当 线 性 释 加 后 ,可 以 构成 如 下 的 二 阶 
球 张 量 
QQ, = 0,9) (6. 3. 15) 
其 中 


WOW =A 2 YY) = 


r?Y# (0,9) = 干 ^/ 起 (Zz 土 IW)z 
是 Qs 和 Q,: 的 线性 秋 加 ， 


全 


09 = H/Ctiy) 
是 Q, .Q- 、Q 的 线性 至 加 . 
6.3.2 WignerEckart 定理 


人 们 之 所 以 要 研究 不 可 约 张 量 算 符 , 是 因为 不 可 约 张 量 算 符 在 |jm) 表 象 中 的 
ee a ee CG 系数 上 ， 


Eckart 定理 为 清楚 起 见 ， 人 泛 的 重要 定理 
(1) 设 |ajim ) 表 示 (J?,J.) 的 共同 本 征 态 (a 是 确定 体系 状态 所 需 的 其 他 量子 
数 ), 则 Tu | wjiza 也 是 J 的 一 个 本 征 态 ,相应 的 本 征 值 为 (gq 十 m1). 
证 明 
体系 绕 = 轴 旋 转 p 角 的 算 符 记 为 R.(q) 二 exp( 一 ipJ). 利用 DD 函数 的 性 质 可 求 出 
R, (9) Tha | oj ) = RK. (9) TiaR, (9) RR:; (9) | o 17701 》 


一 21TivD 和 (Cg) 2) [jim') Di nm, (9) 
9 | 

一 > Turexp( 一 lgp)8da >， | wii exp(— Im 9) Om m 
9 mi 


= exp[—i(g+m)og]T | ojimi) 
即 
EW Ti | 1 ) 一 全 9 | 17721 》 
此 式 相当 于 
J:Ti | wa ) 一 (Cg 十 za)Tu | oj im) (6. 3. 16) 
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(2) 虽然 Ti |ajim1) 是 J 的 本 征 态 , 却 不 一 定 是 严 的 本 征 态 . 但 可 以 证 明 ， 
与 角 动 量 本 征 态 的 耦合 相似 ,如 把 它们 做 如 下 线性 组 合 


Se an (6. 3. 17) 
9 
则 构成 (J? ,J.) 的 共同 本 征 态 ,本 征 值 分 别 为 7(j 十 1) 和 mm. 


证 明 
在 转动 R 作用 下 , |ajm) 变 为 
Rlaim)= D>)RT,RTR|ajim— q) (kgjim— qljm) 
= DT | jim ) Ds, (RYDihn sR) hqjim— qljm) 


利用 D 函数 的 耦合 规则 [6. 1 节 , 式 (6. 1. 28)]， 
R|agm)= >) Tag | aji1m1) >) (加 人 zh | Ja 十 m1》 


qm J 
。 (kgjim— gq|Jm) DY ,na (R) (hgjim— ql|jm) 
利用 
> (kgqjim— qlJm) (kgqjim— qljm) = 0, 
9 


RIajm)= 2 Ti [ajim') (hq’jim' |jq’ + m1) Drm in (R) 


gm] 
= 2 Ti |ojip— 9g) hg'jip—q lip)Din CR) 
rq 
= >) |ajn)D;, (R) (6. 3. 18) 


即 |ajm) 在 转动 R 下 按 转动 群 的 (2; 十 1) 维 不 可 约 表示 Di (R) 变 换 , 即 为 的 本 征 
态 , 对 应 本 征 值 为 jC 十]). 综 合 起 来 ,我 们 证 明了 |gjm) 是 (J ,J.) 的 共同 本 征 态 . 
(3) 考虑 等 式 @ 


J dR (RG) = Jaw — Ba] singap| “dal “dy —1 
等 式 两 边 取 和 矩阵 元 
Jawa jim’ IR7 GRC | iim) = (oj mn’ | ejm) (6. 3. 19) 
利用 式 (6. 3. 18) 及 其 厄 米 共 罗 式 
Rw) |ajm)= >) |aip) Di Cw) 
aj’m’ |R(w)! = (a’j’m’ IRG)+ = > (a’j pu’ | Di Cw) 


Q@ 如 涉及 双 值 表示 ,可 代 之 为 
1 fx . dn 4 
J = sa )osnp dg do] say 
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(aj'm’ |ajm)= 5 dap ) Din Co) (aj py | ajp) 
~ 
1.71 1| ~ 
二 > 1d a ju |ajp) 
1 i 
= 67; mm | DT (ajy | apr) (6. 3. 20) 
[5 和 之 ] 
上 式 中 […] 表 示 对 磁 量子 数 yy 求 平均 . 用 式 (6. 3.17) 代 入 式 (6. 3. 20) ,得 
人 四 & 1 沁 避 i 
2 Caij’m’ |Tis |ojim— gq) (kgjim— qljm) = dn [FI 2 (a'jp E72 
(6. 3. 21) 
利用 CG 系数 的 正 交 性 ,可 得 出 ? 
eT ed | [#1 > 人 E72 


C— Di 


= (jimkg|j’m’)| 一 人 > la’ju|ajn) | (6.3.22) 
a [ 2j 十 1 之 人 +)] 


上 式 右 边 […j] 与 磁 量子 数 无 关 , 可 以 把 它 写成 下 列 形式 (为 看 起 来 方便 一 些 , 把 式 
中 im)m) 


(aa |Ti |ajm)= (jmkq |j’m’) (a’j’ | Ti | oj (6.3.23) 


1 
/本 和 
其 中 (六 | 全 | oz 与 磁 量 子 数 无 关 , 称 为 约 化 矩阵 元 (reduced matrix element). 
a Ti 在 角 动量 本 征 态 之 间 a en 


ss 0。 0。 。 .0 0 0 0 0 。 。0 0 0 。0 0 .0 0 0 0 。 .0 。 .0 。0 。0 。 ®。 
ee 


es 


( 注 ) 约 化 矩阵 元 的 定义 并 不 统一 . 在 主要 参考 书 中 ,区 别 之 可 分 为 两 种 定义 (以 下 只 讨论 
& 一 整数 的 不 可 约 张 量 ): 

(1) 与 本 书 定义 式 (6. 3. 23) 相 同 的 . 例如 ， 

A. Bohr & B. R. Mottelson, Nuclear Structure, Vol. I, Single-Particle Motion(W. A. 
Benjamin, 1969), p. 82, 式 (1A-60). 

A. R. Edmonds, Angular Momentum in Quantum Mechanics, 2nd. ed. (Princeton Univ. 
Press,1960), p. 75, 式 (5. 4. 1) 
(DW 
V27 +1 
A. de Shalit & H. Feshbach, Theoretical Nuclear Physics, Vol I, Nuclear Structure (John 
Wiley &. Sons, 1974), p. 923, 式 (2. 44) 


(a’j’m’ | Ti | ajm)= 2 [jm a’ | Ti la;) 


@ 用 式 (6. 3.22) 代 入 式 (6. 3.21) 左 边 ,并 利用 2) (kgqjim 一 q|jm) 《qjim 一 q|jm) 二 5'0mw 即 可 验证 . 
a 
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Rs k 
(jm Talgm= De ( ,0 
—m gq m 


) ‘ei Ti ly) 


(2) 与 本 书 定义 差 一 个 因子 . 例如 ,M. E. Rose, Elementary Theory of Angular Momen- 


tum(Wiley,1957) , 式 (5. 14) 

aj’m’ | Ti | ajm)= (jmkg |j’m’ a’j’ | Ti | oj) 
所 以 

(aj | Ti | of Yo = 一 圭一 (有 于 wy 


V27 +1 
练习 5 求 出 下 列 约 化 矩阵 元 公式 ; 
FMT = 6 VGHTDGQIFL 
ID = dr VC 二 DC22 十 1 
(人 ss 一 3 V3/2 
例如 ,J 的 不 为 0 的 矩阵 元 为 
(2 | Jo | jm) = m Orm 


(jm | Ja | 7)= 王 户 VG 王 7T DO Fm) dw wa 


查 CG 系数 表 , 可 以 把 上 式 统一 写成 [参阅 式 (6. 3. 11) 的 证 明 ] 
Gm [Jl jm)= dy dw mt — Dm 1—pljm) ViG+ DD) 
= b'smta mlp|j my VIG 
但 按 不 可 约 张 量 定义 式 (6. 3. 23)， 


1 二 / ff 3 
上 式 = 一 一 jmlp|jm (7 J 内 
i jmlp|j j j 


6wmty 已 由 (jmlp1j'm 得 以 保证 ,所 以 
ONIN = 5 VTG 寺 12 二 1 
练习 6 证 明 


AR AD NE en 
AR 
-CD 人 ) [CU 
0 0 0 4 


提示 “利用 3 个 球 谐 函 数 乘积 的 积分 公式 [6. 1 节 , 式 (6.1. 37)] 


《| Ya im) = (0k0| 10) imp |1'm’) 
练习 7 证 明 
1TH)= CD 让 Ti1j》 (= 整数 ) 
利用 式 (C6. 3. 23)， 
1 


Im IT [jm )= (jm —g|jim) 一 一 一 (人 | TT | 
hg J qlj 4 jl Tl; 
= (— 1) (jmpkg |j'm’) | Ty7) 
Jmkg |; J | Tj 


(6. 3.24) 


(6. 3. 25) 


(6. 3. 26) 


(6. 3. 27) 


(6. 3. 28) 


。，239 。 


再 利用 Ti-, 一 (一 1)?T&[ 试 从 式 (6. 3. 7) 来 论证 ]， 
Cm | Tes | jm )= ~— Dm| TE | i'm’) 
= Dm |Th jim)= CD jm’ | Ti | jm) 
= (— 1)(jmkg jim 7 人 | 3127》 (6. 3. 29) 
比较 式 (6. 3. 28) 与 (6. 3. 29) , 即 得 式 (6. 3. 27). 
注意 张 量 Tu 的 厄 米 共 斩 算 符 Ts 并非 一 个 张 量 , 因为 不 可 约 张 量 定义 式 
(6. 3.7) 的 厄 米 共 思 为 


[J:, Th] 一 qT 


[Ji,Th] = 一 VCR 干 g 十 1)(R 士 9) Th (6. 3. 30) 
可 见 不 符合 不 可 约 张 量 的 定义 .但 如 令 
TT = (— DT, (6. 3. 31) 


则 可 以 证 明 Ti 为 不 可 约 张 量 . 例如 ， 

[Ta] = ~ DJ,, Ti = (~ 1)"gTi, = qTw 
下 面 我 们 计算 Tu 与 Tu 的 约 化 矩阵 元 的 关系 . 式 (6. 3.23) 取 厄 米 共 斩 , 由 于 CG 
系数 取 为 实数 ,得 


(aj'm’| Th | jim) = (mkq |j’m’) 一 77 | Ts | gj)° 


V27 十 

左边 = (wm|Tt |ajm = (一 Dogjm|Ti | ao 
一 — DjmR—aqljm) wy | Tilaj’)/ v27 +1 
一 (Dm(j—m—gq|lj—m’) 


re 
et | 
27 十 1 


e .1 7 - 
= CD Pa dm By eo Te 
J 


二 ee 
aj | Ti aj’ = CC— Di ea Ca’j’ | Tilai)* (6.3.32) 
27 十 1 : 


“6.4 多 个 角 动 量 的 耦合 


在 分 子 、 原 子 、 原 子 核 和 粒子 物理 中 ,必然 碰 到 全 同 多 粒子 系 . 它们 的 波 函 数 除 

了 要 求 具有 交换 对 称 性 之 外 ,还 要 求 是 角 动 量 的 本 征 态 . 这 就 涉及 多 个 角 动 量 的 耦 

合 . 与 两 个 角 动 量 的 耦合 不 同 之 处 在 于 :多 个 角 动 量 的 耦合 与 耦合 的 先后 顺序 有 

关 . 为 研究 三 个 角 动 量 在 不 同 顺序 下 耦合 成 的 波 函 数 的 关系 ,Racah 引进 了 重 耦 合 

(recoupling) 系 数 , 它 是 研究 更 多 角 动 量 的 耦合 的 基础 . 三 个 或 更 多 角 动 量 的 耦合 ， 
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从 原理 上 讲 并 没有 什么 新 东西 ,都 属于 技巧 性 问题 ,但 作为 一 种 工具 , 却 是 很 有 用 
的 ,计算 多 粒子 系 的 许多 力学 量 的 矩阵 元 和 平均 值 都 离 不 开 它 们 、. 


“6.4.1 3 个 角 动 量 的 耦合 ,Racah 系数 ,6j 符号 
” 考虑 三 个 属于 不 同 自 由 度 ( 作 用 于 不 同 的 态 空间 ) 的 角 动 量 的 耦合 . 令 


1 十 ji: 十 js 二 J (6. 4. 1) 
了 称 为 总 角 动 量 . 耦合 有 三 种 不 同 的 顺序 
万 十 7 一 2， Ji 十 7 一 了 (6. 4. 2a) 
js+js=Js, 六 十 Js 一 了 (6. 4. 2b) 
1 十 js = Js， 户 十 Js 一 本 (6. 4. 2c) 


不 同 的 耦合 顺序 得 出 的 总 角 动 量 相同 的 态 之 间 通 过 么 正 变换 相 联系 . 
按 (6. 4. 2a) 顺 序 得 出 的 态 记 为 
p172) T71273, TM) 
[Ly;, (1) Xx 8 (2) J,, X $i, (3) ]yw 


一 >) PJ172T 12 Mi2) $ism, (J12 Mizj3ms [IM) 


ma (Mi2) 


于 > piim gp pjsms (J1m1j2m2 | J12Mi;) (Jj12 Mizj3ms | JM) 
mi ms (Mig mz ) 


(6. 4. 3a) 
(注意 :对 磁 量 子 数 求 和 中 ,只 有 两 个 独立 , 因 M 二 ms 十 Mis 是 给 定 的 ,而 Ms 
=mi 十 m2. ) 
按 (6. 4. 2b) 顺 序 , 则 
pI1CJ213) 123, TM) 
= [$a (1) X Lg C2) X $i, 3) J Jm 


二 > Piim Piom bisms “J272 73m3 | Jas Mzs ) Cjimi J2s Mzs | JIM) 
m ma (ma M23 ) 


(6. 4. 3b) 
两 者 之 间 的 关系 表示 为 
[8 (1) x L$; (2) x 9 (3)]。 Jm 


一 2) [Lg (1) x pj, C2) J, X $i, (3) J C172) J12f3 ,JM |j1 C7273) 23 ,JM) 
Ti 


(6. 4. 4) 
(J172) .T1273 ,J M|j1 C2j3) 723 ,JM) 是 一 个 么 正 变换 的 系数 , 称 为 重 耦 合 系数 (re- 
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[g (1) X Lp;, (2) xX $i, 3) J, mn 


1 
一 一 一 一 一 一 一 J+ p (1) x $i, (2) xX pis (3)] 23 Jm 
(J +M+D)(—M) [ [ 2 


用 式 (6. 4. 4) 代 入 上 式 右 边 ,得 
[8;, C1) X L$, C2) X $5;, 3) J J mts 


1 
[Cp C1) X #2) Jn, Xb (3)] 
A 


® en ,JM |j1 C273) Ts ,JM) 


一 -~- (J+M+D DT—M 
二 1)(J 一 MD) 


。 [Lg; (1) x pi, (2)] xX pis 3) Jr (C172) T1273 ,JM|ji (J2J3) 2, TM™M) 
= [Ly; (1) x $;, (2)]7 X $i, (3)]nea (C172) T1273 TM |j1 C2j3) 12 » TM) 


但 按 式 (6. 4.4)， 
左边 2 [LLg;, (1) X $3, 2) 1], X (3)]mah 
J12 


(172) T1273 TM + 1|ji G2j3) TIM+1) 

(证 毕 ) 

因此 重 耦 合 系数 中 可 略 去 M, 记 为 (Cj1j2)Jizjs，J1j1Cj2zja)J2，,J). 为 更 便于 
显示 其 对 称 性 , 令 

Cj1fj2) Taj3sT |j1 C2j3) Ta33T) = VT tT 1 WO], T1272s) 
(6. 4. 5) 
W 称 为 Racah 系数 . 这 样 , 式 (6. 4.4) 可 改写 成 
L$; C1) X Lg;, (2) X $5;, 3) J Jm 


= DCL; (1) X $2)], X $, 3)Jm 
Tz 


。V (2Ji 1) 2] 1) WO 2]js, T1272s) C6. 4. 6) 
把 式 (6.4.3a) 和 (6.4.3b) 代 和 人 式 (6.4.4), 在 等 式 两 边 左 乘 ( 取 标 积 ) 
《im (1) $jom《2) $m (3) | ,再 利用 单 粒子 态 的 正 交 归 一 性 ,得 


2 Om mi 6mm Om mh (J2m2]3m3 | J 23 Mz (Jim J 23 M2 | JM) 
mi mz ms M23 


= > Om mi Om ms 6m 芒 《7J17721727723 | J is Mi ) (J1s Mizj3 Ms | J™M) 
m mo ma Miz J12 


» V2j1z +1) C27 1) WOj2]js, T1272) 


求 和 后 ,把 等 式 两 边 磁 量 子 数 的 一 撤 都 去 掉 , 得 
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《Jz7122737103 | J zs Mzs ) (J1m1 J 23 M2s | JM) 
二 了 >， 《Ji17721727723 | J1s Mz > (J 12 Misj 3ms [JIM) 
Tz 


» VC2J1z 1) 27 I) Wj js, TT2s) (6. 4.7) 
上 式 两 边 乘 (jimijzm | J 1s Mz ,对 ma 求 和 (Mizs 取 定 ;12 二 Mz 一 ni ,不 独立 ), 利 
用 CG 系数 正 交 性 ,右边 出 现 bnsm ,然后 把 J1; 的 一 撤去 掉 ,得 
(J 12 Mizjsms | JM) V 2s 1) Tt 1) WO js js » 1223) 
一 >) (J1m1j2m2 | J 12 Mi ) (jam2j3ms | J 23 Mzs > (J i171 J 23 M2s | JM) (6. 4. 8) 


mh 
上 式 两 边 乘 (JizMiz7azzas | JM) ,对 ms 求 和 后 ,得 
V C21z 十 1)(2Ja tt 1) WO]is, T1272) 
= >) CJ1m1 J2m2 [Jia Mis) (Tis Mazjsms | JIM) 
mm (Ms Miz Mys) 
® jzmzjsms | J23Mzs ) Cjim1 JT2s Mas | JM) (6. 4. 9) 
上 式 求 和 中 ,只 有 两 个 磁 量 子 数 是 独立 的 ,因为 M 
先 取 定 ,而 za 十 ma 十 mas 一 M, Miz 二 mi 十 m2 ,Mzs = 
mz 十 ms., 上 式 表明 ,Racah 系数 可 表示 成 4 个 CG 系 
数 乘积 的 又 加 ,因而 涉及 4 个 三 角形 关系 . 如 图 6. 4 
所 示 四 面体 . 因此 ,只 当下 列 4 个 三 角形 关系 : 
VANGIWVER EY 人 WayjsJza) 
人 (J12j3J) 人 CJ1J23J) 
都 满足 时 ,Racah 系数 W017j2Jjs ,J12.zs) 才 不 为 0. 图 6.4 
习惯 上 CG 系数 取 为 实数 ,所 以 Racah 系数 WW 
也 是 实数 . 根据 CG 系数 的 对 称 性 及 式 (6.4.9), 可 求 出 W 系数 的 对 称 性 关系 
如 下 : 
W(abcd ,ef)= Wl(badc ,ef) = Wcdab ,ef) = W(acbd , fe) 
Wabcd ,ef)= (— DaW ef ,ad) = (— Dm Waefd ,bce) 
(6. 4. 10) 
为 了 使 对 称 性 表现 更 明显 ,以 便于 记忆 ,Wigner 引进 67 符号 来 代替 Racah 系 
数 ,后 来 被 广泛 用 来 列表 . 67 符号 定义 如 下 : 


J . . 
J J1 上 Dititit Wj Tis, T1272) (6. 4. 11) 
J3 J J 23 


或 
| 4 和 上 (— Ditititi W172 jj4 sj6) (6. 4.11’) 
J4 J3 Jse 
用 6j 符号 来 表示 时 , 式 (6.4. 6) 可 改写 成 


Lp; (1) Xx Ly;, (2) xX 2 C3) J Jm 
= DC Dititist W(27 十 1)0272 十 1) 


Tlz 


全 . 六 ED Xt DY Xm Dm C6. 4. 12) 
J3 J Ja 
类 似 有 


[Lo CD I x pT 
一 >) (— Ditithths YT + 1) C7 1) 


J13 


-全 lm (6. 4. 13) 
J js Js 


1. 67 符号 的 对 称 性 
(1) 任何 两 列 交换 ,67 符号 的 值 不 变 . 


休 J2 网 1 人 1 2 二 人 
A ls ls Ll» li ls 
(2) 上 行 中 任意 两 元 素 与 下 行 中 的 相应 两 元 素 对 调 ,67 符号 值 不 变 . 
1 J2 js 上 | lz 和 , (6. 4. 15) 
lL lL 6s Nn J2 4s 
利用 CG 系数 和 37 符号 的 关系 以 及 37 和 67 符号 的 对 称 性 , 式 (6.4.7)、 式 


(6. 4. 8) . 式 (6.4.9) 可 依次 改写 如 下 人 ， 
式 (6.4.7) 中 ,让 J2s >I3 ,T1223 ,js UL, > 72 一 [2 ,经 整理 后 ,得 


J1 ja Js ll lL js 
m1 mm ms m4 me ms 


= P24 + Ditetetitih mh (6. 4.7’) 


3 


J1 J2 J ls 1 ls ja 0 ls | 
全 ls 全 mi | 交 mi 一 714 
式 (6. 4. 8) 中 , 作 下 列 蔡 换 : 
Jaz>)i, Mz2:—>m, J»3 一 0 Mas—>mi, js>js, mm 


/ ; / 
J1—> Ls， m 一 > 72 2 9 J -一 73， M 一 一 Ms， Jj2 > ls， m2 一 ms 


经 整理 后 ,得 


@ 例如 :参阅 A， de Shalit and H. Feshbach, Theoretical Nuclear Physics, Vol. I, Nuclear Structure 
(John Wiley &. Sons, 1974), p. 929. 
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| J1 J2 J J1 J2 J 
m1 2 m3 [A Ll; ls 
= >» (一 1) ttitm tm tm 


mi (m2 m3 ) 


国 lz Ls | lh J2 ls | A ls J3 | 
/ / / / / / 
m1 12 ms 4 m2 Mm;s m1 Mm,» ms 


(6. 4. 8’) 
(对 mi ,mz ,m3s 求 和 中 ,只 有 一 个 是 独立 的 . ) 
类 似 的 , 式 (6. 4.9) 可 以 化 为 
J2 
0 Ll J 
ya ,|7 J js 
一 (— 1)3 hii jm | 
2 mM Mm ms 
m1 m2m3 
, 区 “| 个 Ls ,| 区 1 | (C6. 4. 9') 
mi 7I2 2 m3 m2 m1 Ls 7IZ 2 m1 m3 
( 求 和 中 只 有 两 个 磁 量子 数 是 独立 的 . ) 
6; 符号 中 如 有 一 个 元 素 为 0, 则 有 下 列 简单 的 表示 式 
人 0 
人 上 Bj 077C— Datsta/WC T1027 +1) 
js J J 
(6. 4. 16) 
1 72 J a 
人 7 Sd ey 7 I 
(6. 4. 17) 


式 (6. 4. 16) 和 式 (6. 4. 17) 的 结果 可 以 从 图 6. 5 及 三 角形 关系 明显 看 出 . 
式 (6. 4. 17) 还 可 改写 成 


间 0 Oj (一 1 V (272 十 1)(027s 十 1) (6.4. 17) 


0 14 75 
式 (6. 4.16) 中 ,如 方 ==js 二 j( 半 奇数 ) ,让 J 一 L, 则 
| 一 Do/ 人 二 (6.4. 18) 
J 7 工 


2. 67 系数 的 正 交 性 


利用 变换 的 么 正 性 ,注意 到 重 耦 合 系数 已 取 为 实数 ,可 得 出 
了 >， (CF1j2) Ti2Ts57 171 C72j3) T23172) T1273 Jsjs)JaJ) = 671,742 


J23 
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A=C - 
J 


图 6.5 


按 式 (6. 4. 5) 和 (6. 4. 11) ,上 式 可 改写 成 
> V(272 二 102 二 17(2J2 十 1) 


J23 

的 J2 > 人 72 ， 

93 1 a ra) 

作 替 换 J1->J ,J 一],J2s 一 J ,J 一 74 ,考虑 到 右边 07i71 ,得 
cr7+DGr+I 网 2 Tm (6. 4. 19) 

了 Ja 174 J Ja 714 J 
上 式 中 如 方 二 js 二 7( 半 奇数 ) ,js 二 j= 二 六 ( 半 奇 数 ),J 二 0, 利 用 式 (6. 4. 16) ,可 得 

(— Di 广 了 
Dt bs 
让 J >L, 则 

7 工 


Do ey, 7 = Cb V (27 十 1)(27 十 1) Sm 
了 


(6. 4. 20) 
3. 求 和 规则 
根据 完备 性 ,有 
> (C7172) T1273 |71C7273) 12 ,271C7273) 723 |j2 G371) Ta 了 了) 
J23 


= (G172) T1273 707137)Ja JJ) 
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将 上 式 中 一 部 分 两 角 动 量 的 耦合 顺序 改动 一 下 ,可 得 
2 (C172) T1273 T17172j3) T2371) 


» (C273) T2719T |j2 C371) 73,7) (— it 
= (C271) T1273 37 |j2 C173) T7137)— Ditio hthtis Ts 
利用 式 (6. 4. 5) (6. 4. 11) ,并 用 67 符号 表示 出 来 , 则 上 式 化 为 
2 VQT st DT +1 C27 十 1) 


J23 


0 Dean 下 jz J js J | 
J J Ja 1 J Ja 


= (— 1) HtitistDhtitioJ12ti ti 


. OTD TD J1 | 
Js J Js 


> (2Jzs 十 1)( 一 Drevrin 人 72 | Js | 


J2s js J J j2 J J 
- 避 J2 | 
js J J 
作 替 换 Ji 一 7 ,js 一 j4 ,J 一 js ，Jzs 一 je ，J1s 一 js ,上 式 化 为 
Dt De Dm i | i 0b 
J4 Js 76 ja js je 
-全 > (6. 4. 21) 
汪 4 党 
上 式 两 边 乘 以 (一 1) -到 TD A 站 对 坟 求 和 , 利用 正 交 性 公式 
4 5 6 
(6. 4. 19) , 式 (6. 4. 21) 化 为 


cj+DGp+D 网 | k ~ 1 ji a 
1 SR 


ff 
J4 J5 Js 


J3 ja J5 Je J2 J5 Je 
joi 
-了 HTDCD7 1 > | 
jo J4 J5 Js J5 J4 J3 


然后 把 74->j6 ,js 一 j4[ 注 意 :2Gjs 十 je 十 i) 二 偶数 ], 得 
Deea 人 让 们 区 人 于 
ja J4 J5 Jse J5 J4 Js J2 J4 Js 


(6. 4. 22) 
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在 式 (6.4. 21) 中 ,如 js 二 0, 利 用 式 (6. 4. 16) 与 (6. 4. 17) 化 简 ,得 
>)(276 +D 人 a jo 二 (— 1 6 jojs 
je J4 J5 Jsé 

令 岂 二 4 二 j ,jz 一 js 二 7 ,je 下] ,js3 习 L, 上 式 化 为 
ff L 


3 | 让 |= (一 1)26b) (6. 4. 23) 
J 


“6.4.2 4 个 角 动 量 的 耦合 ,97 符号 


考虑 彼此 对 易 的 4 个 角 动 量 的 耦合 . 令 
六 十 jz 十 js 十 六 4 二 J (6. 4. 24) 
它们 也 有 不 同 的 耦合 顺序 . 例如 
i 二 j= J jstji=Ja, JiztJa=J 
1+js= J jtjhi= JA, JistJa = 
按 这 两 种 顺序 耦合 得 出 的 具有 相同 的 ( 瑚 ,J.) 本 征 值 的 波 函 数 之 间 通 过 一 个 么 正 
变换 相 联系 , 记 为 
L172) T1273j4) Ta ,TM] 


一 > AL G173) 113 Caja) Ta TM G173) 73 Ga) JasT | G1j2) T1237) Ta, 7) 


13J24 

(6,. 4. 25) 
么 正 变换 系数 记 为 (G1j3)JisG2j4)Ja,J Cijz)JizCjsj4)Ja,J), 这 里 已 利用 了 
它 与 磁 量子 数 无 关 的 性 质 ,M 已 经 略 去 . 习惯 上 取 它 们 为 实数 . 它们 可 以 表示 成 6 
个 CG 系数 的 乘积 的 私 加. 式 (6. 4. 25) 两 边 的 波 函 数 ,借助 于 CG 系数 ,可 以 表示 
成 4 个 单 粒子 态 的 乘积 的 又 加 ,然后 左 乘 ($; (1) $m, (2) ym (3) $m (4) |( 取 标 
积 ) ,利用 单 粒子 态 的 正 交 归 一 性 ,可 求 出 么 正 变换 系数 与 CG 系数 的 关系 . 然后 等 
式 两 边 乘 以 

《717721737113 | 1s Mis) Cj2m2 jama | J 2 Mz ) (J 1s Mis J 2 Mo | JM) 
并 对 磁 量子 数 求 和 ,利用 CG 系数 的 正 交 性 ,最 后 可 得 出 
(G172) T12374) Ta | G1js)T13C72j4) Ta ,1) 


二 2) Cjimijzmz | Ti Maz) (jsmsjama | Ta Mas) 
(〈 磁 量子 数 ) 


» (JRMisJaMa | TM) (jimijsms | JisMis)》 
» Cjam2jama | Ta Mzs ) CJ1s Mis Tz Mz | JIM) (6. 4. 26) 
右边 对 磁 量 子 数 求 和 中 ,只 有 3 个 是 独立 的 ,因为 M 已 取 定 ,而 
m 二 mtmtm 一 M, My:=m+t+m, Ma= mttm 
Ai 一 7 十 11， Ma = m+tm 
为 更 明显 表现 么 正 变换 系数 的 对 称 性 , Wigner 引进 下 列 97 符号 : 
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(Cj13j2) T12374) Ja)T | G173) 13C7274) T2471) 


J1 7Jz Jw 
/TD DDD J4 | 
Jia Ja J 
(6. 4. 27) 
97 符号 {} 中 ,每 一 行 和 每 一 列 的 3 个 角 动 量 都 要 求 满足 三 角形 关系 ， 
AQijzT), ACGsjiJa), A(J1zJa]) 
人 AGijsTis), ACzjaJa), 人 (nsJa DJ 
利用 97 符号 , 式 (6. 4. 25) 可 表示 成 
pCOG172) 712 C7374)J3 ,TM) 


一 2) p173)T13 C7274) Tz, TM) 


5 

» VT 二 1) CJ t+1) CTs 十 1)C2J2 十 1) 
j1 Jj2 J 

“4173 ja | (6. 4. 28) 
Jis Ja J 


例如 ,LS 耦合 与 77 耦合 波 函数 之 间 的 关系 可 表示 为 
plls Lbs ,ss)S, TJM) 


= Dps) hilasz)jzs TIM) VOLTFI CCST 7 + 1) 27 1) 


人 1j2 


ll Ll L 
| $2 | (6. 4. 29) 
J1 72 J 


其 他 不 同 顺序 之 间 的 乏 正 变换 系数 也 可 类 似 得 出 ,例如 
《Ga Ja C37) Ta | G1j4) Tu C2js) Tz 7) 


= C— DitiJu CT 十 DC2Js tI G1) 2 十 1) 
J1 J2 i 
: 上 J3 | (6. 4. 30) 
Jua Ja J 
C8172)) T12374) Ta T | C174) T1473j2) Tz, 7) 
= (~ Die C2T2 tI) CT 二 DC27 十 1)(2J2 十 1 
J1 J2 jz 
由 Js | (6. 4. 31) 


J1u J zs J 
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1. 97 符号 的 对 称 性 


按照 9j 符号 的 定义 式 (6.4. 27) 及 式 (6.4. 26) ,以 及 CG 系数 的 对 称 性 ,可 得 
出 97 符号 的 下 列 对 称 性 ， 

(1) 行列 转 置 ,9j 符号 的 值 不 变 ; 

(2) 每 一 行 (或 一 列 ) 中 的 各 元 素 做 奇 置换 时 ,出 现 因子 (一 1)?, 其 中 二 9 个 
元 素 之 和 . 行 (或 列 ) 做 遇 置 换 时 ,97 符号 值 不 变 . 


2. 97 符号 的 正 交 性 


J1 J2 J12 J1 J2 Ji 
Btnenm tls ja | | ja | 
:6 了 
S713713 O72 1% 

Js + FD oa 
3. 求 和 规则 
利用 每 一 种 耦合 顺序 所 构成 的 (jJ2 , J.) 本 征 态 的 完备 性 以 及 9; 符号 的 定义 ， 

可 证 明 


J1 J2 J 1 J1 js i 
De tt J4 | i J2 | 


1 is a I i 
7J1 J2 J 
= fi J3 | (6. 4. 33) 
yo 
4. 9j 符号 与 6j 符号 的 关系 
考虑 四 个 角 动 量 的 重 耦 合 系数 
CI TT OD Cy (6. 4. 34) 


试 把 角 动 量 ji 解脱 耦合 ,上 式 右 半 部 分 化 为 
| G173) 113 C274) Ta 7》 


了 2 |7> |js C274) T2435A) 
和 


。， C1 Gs Ta)As | G1j3) Ts C72j4) Ta T) C7172) T12374) Ta | 
2 | Cj2 Gsja) Ta |e C172) T1237) Ts T |j1 C2 Ts)X ,7) 
代入 式 (6. 4. 34) ,由 于 正 交 性 ,将 出 现 5 ,由 此 得 出 
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CF172)T12 C73j4) TasT | G173) T137274) T2471) 
= 2D) (G1j2) TJs T Ij G2T3)A,7) 
1 


® Cj Cja) JarsA|js Caja) Taa a) C1 C3 Ta)As7 | C13) Tis Ta ,7) 
(6. 4. 35) 
上 式 右 边 是 三 个 角 动 量 的 重 耦 合 系数 之 乘积 ,它们 分 别 可 以 用 67 符号 表示 出 来 . 
按 式 (6.4.5) 和 (6.4. 11), 式 (6.4.35) 右 边 三 个 因子 可 分 别 表示 为 [参见 图 6.6 
(Ca)、Cb) 和 (c)] 
(Cj172) Ti12T349T |j1C2J3)4,7) 
= Di VD 4 | 
(— Di (2Jw 十 1 (24 十 1) J Pa 
Cj2 C3ja) JasA|js Cj2js) Tz A) 
= (Js C2j4) TasANj2 C7374) TA) (实数 ) 
= (— Dota dtioti la) (C274) J2aj3 Aj2 C47s) Ts ,A) 
= C1) Gt dtstias tiotiatista VT TD TD : js J | 
J3 A J 
Cj1 G372)4,T| G1js) T1727) 
= (C1j3) Tis Ta 4)j1 Gs]2)A,T) 


a 1 J J 
= (— Dititut YT T1) CTI i } 
(2J]1s ) (2A ) jo 


图 6.6 


将 以 上 各 式 代入 式 (6.4.35) 右边 , 而 式 (6.4.35) 左 边 按 97 符号 定义 式 
(6.4.27) 写 出 ,化 简 , 最 后 得 


J1 Jz J 
j4 mcm 
4 


Ji3 Ja J 
71 J2 Ja J2 J4 | Js | 
a 6. 4. 36 
J A } -A J Ja J A ' , 
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若 J 一 0, 利 用 式 (6, 4. 17 ) 及 67 符号 的 对 称 性 ,并 注意 97 符号 中 2(ji 十 jz 十 
7 十 74) 一 偶数 ,可 得 出 


ni js J ts+J12+] 171 72 J 
; — 1 )2 "7737/12 Th13 1 2 12 
J3 Ja Ja ee ge -| 2 oe ja 07is7z 


Re 0 V (2J 1 十 1)(2J1s 十 1) J4 J3 
(6. 4. 37) 
“6.5 ” 张 量 积 ,矩阵 元 
“6.S.1 张 量 积 
与 两 个 角 动 量 的 本 征 态 的 耦合 相似 ,两 个 不 可 约 张 量 可 进行 如 下 的 耦合 
2D) (kiqi kagq— gi iT Tipe = Ti (6. 5. 1) 
其 中 


有 一 局 十 和 | 有 一 已 | 
可 以 证 明 , Ti (gq 二 &,k 一 1,…, 一) 是 一 个 & 阶 不 可 约 张 量 . 通常 记 为 LT。 义 
Ts, jw. 
证 明 
在 转动 RR 作用 下 ,Ti 算 符 变 为 . 
RTwR 一 2 (hahag— qi | kg)RTha R RT a RR 


二 -Deg dl | Rg) Ti os CT 929-gl (R) 


ee 公式 [6. 1 节 , 式 (6. 1. 28)]， 
RTuR = (kiqik2q— qi | kgq) Tag 了 名 的 


qdw 
* 2) (局 gg |k'q' + qo) (kigiksg— gq |k'g) Dy +g,aR) 
k 
利用 
>) (kiqik2q — qi | kq) (kiqik2q— qi | 有 ay》 = hy 
qn 


Em 


RTiR™! 3 > 《Ri qi k; ge | kg 加 gz 》 Teg Ti Ds ta CR) 


dg 


一 (kgqik2q dg | 让 Ta 了 加 Dé, (KR) 


991 
= DTiw Ds, CR) (6. 5. 2) 
中 
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这 就 证 明了 Ti 一 [Tu XT ji ,gq 二 k,k 一 1,…, 一 k, 构 成 一 个 阶 不 可 约 张 量 . 这 
种 张 量 的 耦合 也 称 为 张 量 的 乘积 . 
张 量 积 是 初等 几何 学 中 两 个 矢量 的 “ 标 积 ”( 相 当 于 8 二 0) 和 “ 矢 积 ”( 相 当 于 & 
三 1) 概 念 的 推广 . 初等 几何 学 中 两 个 矢量 U 与 V 的 标 积 定义 为 
UVY 一 UV 十 UV 十 UV。 (6. 5. 3) 
如 用 球 张 量 (spherical tensor) 形 式 表 示 出 来 ,可 如 下 定义 :两 个 工 阶 球 张 量 Uz 与 
Vi 的 " 标 积 "Q 为 


工 
Q= (UL,V) = > (一 ID)MUVr w (6. 5. 4) 
M=—L 
对 于 一 阶 张 量 (L 二 1) ,其 标 积 为 
(Ui ,V1) a (UV 十 UV ) 十 UioVio (6. 5. 5) 


其 中 [ 见 6. 3 节 式 (6. 3. 10)] 


Uin (U; 十 iU,) ， Ui = UU, 


Vu = (Vs tiV,), Vi =V, 
代入 式 (6. 5. 5) ,容易 得 出 
(VD = UV +UV, HUV,=UV 
与 式 (6. 5. 3) 的 定义 相同 , 即 平常 两 个 矢量 的 标 积 . 容易 看 出 , 张 量 “ 标 积 ” 的 定义 Q 
与 [UL XVij 只 差 一 个 常数 因子 , 因 按 式 (6. 5. 1) 


[Ur XVij= > ML — MI|00)Um Vi m 
M 


(— 1) RM 
兰 (I MUM VY 
寺 生 多 Eee 


sD (6.5.6) 
”VLTF1 | 


类 似 可 证 明 [Ul XVijim 构 成 的 一 阶 张 量 ,与 两 个 矢量 U 与 V 的 矢 积 UXV 也 
只 差 一 个 常数 因子 . 例如 
LU) x Vi jw 二 > ‘(1M 1 —M | 10)Uim Vi_m 


a 读 Cnyr-， ry Ui Vy ) 


er ea 十 )CV, 一 到 ) 十 于 CU 一 DCV- Ti) 
= LUV, UV)= LUXxV. 
万 UV 2 
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“6. 5$.2 张 量 积 的 矩阵 元 


我 们 经 常 碰 到 的 物理 量 中 ,有 的 本 身 就 可 以 用 一 个 球 张 量 来 描述 (如 磁 矩 、 电 
四 极 矩 ) ,它们 的 矩阵 元 可 以 借助 于 Wigner-Eckart 定理 来 计算 . 有 的 物理 量 , 如 两 
粒子 的 相互 作用 , 则 可 以 用 张 量 的 乘积 来 展开 . 因此 ,我 们 会 经 常 碰 到 计算 张 量 积 
的 矩阵 元 的 问题 . 

(1) 考虑 同一 个 体系 的 两 个 同 阶 张 量 的 标 积 QL 见 式 (6. 5. 4)] 


Q= >)( 一 1)YMUnprVr w (6.5.7) 
M 
可 以 证 明 , 其 矩阵 元 
GmlQ| jm = 107 VDC Do dwn/ 2j+ DD 
(6. 5. 8) 
即 只 有 对 角 元 (平均 值 ) 可 能 不 为 0, 其 值 为 . 


GmlQ|im)= 2 GU VMPC DT /j++ (6.5.9) 
证 明 
Gm|Q|jm 一 2 Dm|Um ym) Fm’ | Ve ujm’) 
利用 Wigner-Eckart 定理 ， 
(im|Qlj'm’) = >) i i | Ur 7) 
次 VOT 


j”, Mm) 27 十 1 
(jmL 一 MI7 ol) 7 
2 


| 17》 (6. 5. 10) 


利用 
>， (一 D™ mLM |jm) (jm'L — M|j”m’) 


Mm’) 


十 1 
= DD mM jm mr Mj —m) Dr /二 
Mo 27 十 1 


yu 27. 1 
大 >) (Fm LM | jm). Fm LM|j'm’)(— D7 ss 
MO) 27 十 


et Trl 
一 (— Di"8y 人 


代入 式 (6. 5. 10) , 即 得 式 (6. 5. 8). 
(2) 设 UL(1) 是 体系 1 的 工 价 张 量 ,Vi (2) 是 体系 2 的 工 阶 张 量 [ 或 UL(1) 与 
六 (2) 分 别 属 于 不 同 自由 度 ], 则 在 两 个 体系 的 角 动量 耦合 表象 中 , 标 积 
Q= > (— DMUrm (DV m2) (6. 5.11) 
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的 矩阵 元 为 
Cjij2jm |Q|j172j mm’) 


二 8y 8 一 DD 起 总 (上下 访 
1 


J 2 
= Oj’ Gr C— Datii(p Or) | Vi js WO72jj 2 IL) (6.5.12) 
证 明 
换 到 非 耦合 表象 中 去 ， 
jijam|Q| jj2jm’) 


= 》 DY mm | jm) (mj2ms [jm’) 
Mm1 mi 


Cjimi | Urm [7m ) fam | Vi m | 7 2 ) 8; rm 
利用 Wigner-Eckart 定理 


Gi UOr i) | Vr jz) 
于 — DY (jimjzmz | jm) 
C7 T1272 TF1) > A 


Gomme | jm) Gm LM jm) GomiL — Mljzm) |y dm 


(6. 5. 13) 


(jomzL— M|jzm2) = (LMjsmz |j2m2) (— DT™, [3 
272 十 1 
式 (6. 5.13) 中 […] 可 化 为 


27 1  ,. . 
(一 1) 2 GImILM jim) (fimijams | jm) 
ee 


利用 


» (LMj az | 727 > (1m1j2m2 | jm) 
与 Racah 系数 定义 比较 [ 见 6.4 节 式 (6. 4. 9)] 


R= Wy 
272 十 1 
= (— Ditis VN Dj 1 WO jz, IL) 
= (1 YN 二 DC 二 +1)。 1 。 } 
72 J1 L 
代入 式 (6. 5. 13) , 即 得 式 (6. 5. 12). 
(3) 与 式 (6. 5. 12) 类 似 , 利 用 Wigner-Eckart 定理 ,可 以 证 明 一 个 体系 的 两 个 


张 量 的 张 量 积 
Tim= [UL XV, Jrm 


一 Urm Vom (LiMiL:M; | LM) (6. 5. 14) 
(M,) 


M 
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的 矩阵 元 公式 


二 / 
GmlTaljm)= Dm (7 ?GTN C6.5.15) 
—m M mm 
其 中 
GT 7» 
FEE Li 工 ? 工 1 1 .1 
I 7 GO 7 NV 1 7) 
有 


(4) 如 UL(1) 是 体系 1 的 张 量 ,V1(2) 是 体系 2 的 张 量 , 则 张 量 积 
Tim= [Uy (1) XV (2) Jim 
,CDnm (DVim (2) (LiMi LM; |LM) (6. 5. 16) 
在 角 动 量 厢 合 表象 中 的 矩阵 元 为 
Cjij2im | Trm |71727m’) 
= SOD. > ,ja | Ti | 7727") 
其 中 
Cijaj | Ti | 7777’) 
I AE 
nn 7 
7 中 | (6.5.17) 
大 人 下 
上 式 中 如 工 二 0, 则 除 一 个 常数 因子 外 , Tu 即 标 积 Q, 式 (6.5.17) 将 回 到 式 
(6. 5. 4). 
在 式 (6. 5. 16) 中 , 取 2 一 0, 此 时 V ==1,Tim 一 Uzm (1). 利 用 (js 11 7%)= 
V2jz 16;,; ,Li Mi00|LM) 二 60L6Mmm; 以 及 [ 见 6.4 节 , 式 (6. 4.37)] 
J1 1 Li 万 六 Li CE 
0 - (= ”| 7 小 在 j a 
;7 7 L Jz J2 0 
P= Gi 十 放 十 jz 十 j2 十 j 十 j 一 2L1) 


可 得 出 
(Cj1j27 | Uw C2) 75737277 
= CC Din TF TI > ! > k 71 | UL | 716 
2 
(6. 5. 18) 
类 似 有 
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C71727 || Vi, C2) 174727》 
js j2 Lz 
= (— Ditititm fC T1027 TD cs je | V 172>8; 
JJ Ji 


(6. 5. 19) 
例 1 证 明 球 谐 函 数 YY 在 自 旋 s==1/2 的 粒子 的 总 角 动 量 本 征 态 之 间 的 约 化 矩阵 元 为 


SA 二 (二 i I 去 六 
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= CDIY/ 二 二 电信 二 一直 | LO (6.5.20) 
4 2 
证 明 
利用 式 (6. 5. 18) 及 6. ee 3. 26) ,得 
i | Yr 17 5 pr) 


LAE 
一 (一 1)4 和 HH 人 ; ha Yr 17) 
2 


= VO TD FIDOTID Gr TILIA 
rrL mf! 1 工 
-( ij, ,1 (6. 5. 21) 
0 0 0/17 J 
经 过 仔细 计算 (注意 /十 7 十 L= 偶 ), 可 以 求 出 (参阅 节 6.4.1 节 ) 
: 六 , 上 工 1 一 DH 声 j 一 去 |L0) 
0 0 of ; 去 -J 
代入 式 (6. 5. 21) , 即 得 式 (6. 5. 20). 
例 2 荷 电 e 的 粒子 的 电 四 极 矩 算 符 定义 为 


Qn = ef Er YE" (0,9) (C6. 5. 22) 
是 一 个 2 阶 不 可 约 球 张 量 . 设 粒子 自 旋 * 一 1/2, 电 四 极 矩 的 观测 值 定 义 为 (注意 ,Y9* 一 到 ) 
Q = (sjm | Qa | lsjm) | 一， (6. 5. 23) 


| 43m) 是 (ES 产 部 ) 的 共同 本 征 态 . 利用 Wigner-Eckart 定理 ( 径 向 部 分 波 函数 未 明显 写 出 ), 得 
ry 16x 于 
Q 一 e\/ 二 局 和 人 201 训 (1 7 Ya | 327) 
利用 式 (6. 5. 20) 及 查 CG 系数 表 , 得 
Q=er?)A/ 入 CDP2v 下 TITz2017)0 二 7 一 于 20) 


(6. 5. 24) 


上 式 对 7 一 / 士 1/2 态 均 成 立 , 可 以 看 出 , 当 j= 二 1/2 时 ,Q 一 0. 当 j 一 co( 大 量子 数 极限 ) 时 ,Q; = 
一 e777). 设 e>0, 则 Q<0. 其 经 典 图 象 是 一 个 扁 旋 转轨 道 (对 称 轴 为 z 轴 ) ,所 以 Qi<0. 
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例 3 计算 两 个 核子 的 中 心 势 V(rY)==V( | ri 一 rz | ) 的 矩阵 元 ， 
C1j2 TMI VO 1772 TIM) 
= (hs Cls)js TMIVOD | (11/2)71 C11/2)72 ITM) (6. 5. 25) 
V( 六 是 与 自 旋 无 关 的 标量 ,最 方便 的 计算 可 在 LS 耦合 表象 中 进行 . 为 此 ,利用 97 系数 [6.4 节 
式 (6. 4. 29)] 
A Clis1)j1 las2)js, TM 


nl 5s 7 
= SL ) Lss)S, TM TD TTT DUST | so | 
LS 
L SJ 
则 式 (6. 5. 25) 可 表示 成 | 
Cj TIMIVO NAIM) = VGN + D7 +t 127 1 (2+1) 
.5 VGLTDGSTI GL +1 GS 十 1) 
LSL’S’ 


li 5 7 1 3 六 
二 52 | | 52 名 
L SJ L SJ 


s (Cl) Ls ) SIM | VO | C12)L C5152)S TM) 
(6. 5. 26) 
为 了 把 径 向 与 角度 部 分 的 积分 分 离 ,标量 势 V(r) 可 按 Legendre 多 项 式 展开 ， 
VD = DViln sr)Ps (cosbis) (6. 5. 27) 
k=0 


0 是 nn 与 rz 的 夹 角 ， 


Pe VA 十 及 — 2rirz cosQ2 
cosbis = cosb cosb 一 sinb sin cos(# — $2) 
利用 Legendre 多 项 式 的 正 交 归 一 性 ,可 求 出 式 (6. 5.27) 中 的 展开 系数 
Vi ris,r) = Vilrz sn) 


= 忠生 vcDPiCcosgo)dcosgu (6. 5. 28) 
利用 球 谐 函 数 相 加 定理 


a k 
Pi (cosbs) 一 Dy YY (01 ,$1) Y4(0,, $2) 
gqg=—k 


4x 
2k 十 1 


_ _4x 
= 际 十 TCD YC2)) (6. 5. 29) 


上 式 中 CY (1),Y (2)) 是 两 个 张 量 的 标 积 [ 见 式 (6. 5. 4)]. 
式 (6. 5. 26) 右 边 的 矩阵 元 的 角度 和 自 旋 部 分 为 
Cll) Ls ) SIM | CY GD YC2)) | (C172)L’ C5152)S TM) 


= > (MSMs | JIM) (LMS'Ms | IM) 
MeMS MI MT ) 


~ (Ul LM | CYiC1), Yi C2)) | L112L MY ) ss’ Moms (6. 5. 30) 
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利用 
Cn lLMz | CY2C1), YC2)) 1 17 LM.) 
ll 2 


= (~— Ditet(n | Yl 7 | 5 7 
1 


L 
2 ja SM, M; 
以 及 

DLM— MsSMs | JM) (LM — MsSMs | JM) =1 

Ms 


式 (6. 5. 30) 可 化 为 


， PR 
8ss S17’ — 1)tetr dn | Yi | 7) | Y; | 22» 他 “| (6.5. 31) 
2 1 
式 (6. 5. 26) 右 边 的 径 向 积分 记 为 
Fi= [|Aan drVi Cn yr) Rs IRs Rs (rR Cm) 
= Fnl,nmb, nl, nd) (6. 5. 32) 


称 为 推广 的 Slater 积分 ,Rw (>) 为 核子 径 向 波 函 数 . 把 (6. 5.27)、(6.5. 29)、(6. 5. 31) (6. 5. 32) 
诸 式 代 人 式 (6. 5. 26) ,可 求 出 矩阵 元 (与 M 无关) 
(jzJ VO7) 171727) 


三 VC271 十 1)(27z 十 1) (2 元 十 1)C272 十 1)。 Dy C2L+1D(2S+1) 
Ls 


A 去 放 | [去 六 
114 
4 
L SJ L S J 
CY Ax ,fh 4 “| 
和 Iw lle Lg) (6.5. 33) 


上 式 求 和 中 S==0、1, 而 受 三 角形 条 件 信 CBR) 人 Ch、 可、 如 以 及 五 十 人 十 = 二 偶 , 刀 十 改 十 
& 一 偶 的 限制 . 


“6.S.3 一 阶 张 量 的 投影 定理 ,矢量 模型 


关于 一 阶 张 量 (矢量 ?的 以 下 诸 定理 ,对 于 处 理 角 动量 、 磁 矩 、 磁 偶 极 既 迁 等 是 
很 有 用 的 . 


(1) 设 一 (一 0, 士 1) 为 一 阶 球 张 量 , 则 


JM’ JTJMY ee 


0 
特别 是 了 ==J 时 ,有 
MI 。 M 
(JIM |T,| IM)= dwnm SM Hs DM (6. 5. 35) 


J (CjJ 十 1) 
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在 证 明 式 (6. 5. 34) 之 前 , 先 从 半 经 典 图 像 来 理解 式 (6. 5. 34) 
的 物理 意义 . 如 图 6.7, 矢 量 T 一 Ti 十 TL ,TI 与 和 分 别 代表 了 
的 平行 和 垂直 于 矢量 J 的 分 量 , 在 角 动 量 (J? ,J,) 本 征 态 下 ， 
T 的 平均 值 为 0( 在 早期 量子 论 的 矢量 模型 中 ,认为 了 绕 守 恒 


T 


z 量 J 旋转 ,因而 Ti 的 平均 值 为 0), 只 剩 下 TI 二 J(J*， T/T 
7 一 J(J，。T)/J(J 十 1) 有 贡献 .对 平均 值 (M 一 MD 来 讲 , 则 只 有 
To 的 贡献 . 
O 证 明 
图 6.7 考虑 一 阶 球 张 量 J,(J， TD 的 矩阵 元 [注意 :J * 了 为 标量 ] 
AM= (I'M |J,(T* DIIM) 
一 >) CM ,TIM) 

可 证 明 ? | 

AM= 2) (一 DJAM ,TT,|IM) (6. 5. 36) 
利用 J 的 选择 定 则 


A=D TIM TIM WIM T+M D+ MI,|IM) 
利用 6. 3 节 式 (6. 3. 25) 及 Wigner-Eckart 定理 [6. 3 节 式 (6. 3.23)], 上 式 化 为 
一 > TIM, pI TM -pAT TFTD 
1 
2 三 十 1 
。 (一 1)7 (万 十 MT, 一 "| JIM VIOTD 


/IU+DIU+D DD, AAA AAA] 
二 a DTM1,—p|TM —p) 


DY hp+Ml, vy | TM ot+M,l, —v | IM TT 
y YT 


577 SM ~p,M 


‘Jy+M,1,—v | JOM —p | TI| 了) 


JI 十 1 ce 
= TT DM+,1, M) Sr 6M’',Mty 
A IDX J 多 4 | JM) Sr Sm’,Mt 


了 (十 1) 

= mm Mu JTJM 二 ADDED 
JJOM ,Mt 2J +41 多 + | 

Q@ 利用 6.3 节 , 式 (6.3.11)( 对 于 8=D),[J,,T-yj]==( 一 1)YV2《101, 一 y| 1 一 图 To ,所 以 
> (一 DJOM Ju TIM) 


= M TuTo IM) D001 v1 =0 (Dl -vl1-» = 序 =0) 


再 注意 到 ”TT-, 二 TwJy 十 [中 ,T-yj, 得 证 . 
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根据 Wigner-Eckart 定理 ,得 
AM= dridm ml CT +AIM’|T, |IM) (6. 5. 37) 
联合 式 (6. 5. 36) 与 (6. 5. 37) , 即 得 式 (6. 5. 34). 

这 样 , 计算 和 矩阵 元 (JM |T|JM) 就 归结 为 计算 矩阵 元 (JM 
1.(J， 人 TD |JM) ,然后 借助 下 列 因 式 分 解 定理 ,转化 为 计算 (J | (JT) | 7J), 问 
题 就 简化 了 . 

(2) 因 式 分 解 定 理 

(JIM TT DEM = MTNM TN IT. TN DD/ V2I+1 
(6. 5. 38) 
证 明 考虑 到 (J， DD) 为 标量 ( 零 阶 张 量 ), 有 
IM’'|J,(T: DIIM)= > IM | J IM CIM IT TIIM) 


= DIM ITIM um TT TI/ v2J Fi 
全 


= MIJNMTN I TN 1/ V27 二 TI 
(3) 联合 式 (6. 5. 35) 与 式 (6. 5. 38) ,得 

Po PD = LTD 2 (6. 5. 39) 

MU 
这 是 因为 T, 及 J 均 为 一 阶 张 量 ,它们 的 和 矩阵 元 之 比 与 磁 量 子 数 无 关 . 由 于 《JM 
| J|1JM) 已 有 简单 的 计算 公式 [ 见 6. 3 节 式 (6. 3. 25)], 用 它 代 人 上 式 ,可 求 出 

, ee 八 《JJ 了 工 | 7 
CTM | T,|JM) = Sum (JIM1p 1JM i (6. 5. 40) 

而 按 Wigner-Eckart 定理 


(IMIT, IM) = (IM | IMY TN TNT/ v2T +1 
56m,Mtx 已 自动 由 (JMipy|JM 保证 ,所 以 
1 
TNTIHD=— TIT: TI) (6. 5. 41) 
| TI 四 | | 
此 即 求 一 阶 张 量 的 约 化 矩阵 元 的 一 般 公 式 . 求 出 它 之 后 ,代入 式 (6. 5. 39) , 即 得 出 
JM |T,|IM). 


练习 令 T=J, 代 入 式 (6.5.41), 验 证 (J J J 二 VJ(JTD C2JT1 [参阅 6.3 节 式 
(6. 3.24)1. 

例 在 工 S 耦合 方案 中 求 原子 磁 矩 的 公式 . 

设 原子 中 诸 电 子 自 旋 之 和 为 8, 轨 道 角 动 量 之 和 为 工 , 总 角 动 量 为 J 一 工 十 S， 原子 状态 记 为 
laSLJMD 是 (5 ,三 ,了 ,J:) 的 共同 本 征 态 ,a 为 完全 标记 原子 状态 所 需 的 其 他 量子 数 . 原子 磁 矩 
算 符 为 

及 一 grL+gsS = g1J (6. 5. 42) 
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&r 与 gs 分 别 为 轨道 和 自 旋 部 分 的 g 因子 ,gj 称 为 Lande g 因子 . 利用 
有 J= (grL+ gsS)* (L+S) 
= gL’*+gsS:++ (gr+gs)S.L 


= gL*+gsS’ + (gr + es) (TP —L—S) 

一 地 (gr 二 gs) 十 二 (gi 一 gs) (2 一 5?) (6. 5. 43) 
SLJ 1 1 SsLJ) = IU+1) VFI 

“SLJT EN SLI) = LCL+1) V2J i1 


‘SLJ || S$ | SLJ) = SCS+1) v3J 41 
可 得 


‘SLJ lg: TI SL = 去 {gr 十 gs)J( 二 1) 二 (gi 一 gs)[L(L 二 1) 一 SCS 十 1)]) V2J 十 1 


但 
‘SLJ |p- TSLI)= gSLT | FNLSLI)= gy (+1) v2J+1l (6.5.44) 


因此 
et (gr — gs)[L(L+1)— SCS+D] 
21 一 也 {Cgr + gs)+ 了 CT 二 1 | (6. 5. 45) 
此 即 Landé g 因子 公式 . 
磁 矩 观测 值 定义 为 
w 一 (JMlJM Im = (J | pe | 17) (6. 5. 46) 


按 Wigner-Eckart 定理 及 式 (6. 5. 41) 和 式 (6. 5. 44)， 


JT101 N), i A 
vm or ly VF VE 4 


对 于 碱 金属 原子 , 如 只 考虑 单个 价 电子 的 贡献 , 则 只 需 在 以 上 公式 中 把 S 一 1/2, 工 一 /， 


去 C8: 一 g2)， j= 三 7 十 1/2 
WU 二 gj 十 i 有 (6. 5. 48) 
88) ji， 7 一 /一 1/2,( 尖 0) 


即 单 粒子 模型 中 的 磁 矩 公式 LSchmidt 公式 ,参阅 卷 1,9.2 节 , 式 (9.2.32)]， 
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第 7 章 ”量子 体系 的 对 称 性 
7.1 绪 论 


人 类 对 于 对 称 性 的 认识 ,可 以 追溯 到 没有 文字 记载 的 史前 时 期 , 它 与 人 们 对 于 

和 谐 与 美的 追求 紧密 联系 在 一 起 . 古人 类 使 用 的 装饰 品 和 和 祭祀 右 皮 往往 具有 茶 种 
空间 对 称 性 . 中 国 历代 的 建筑 ,如 北京 故宫 及 城市 建筑 的 布局 ,都 具有 很 高 的 对 称 
性 . 汉语 中 的 象形 文字 ,往往 具有 某 种 几何 对 称 性 . 中 国文 学 中 的 一 些 体 裁 ,如 必 
文 . 诗 、 词 . 赋 和 对 联 等 ,不 仅 讲究 句 形 上 的 对 称 ,而 且 注 意 内 容 上 的 呼应 . 脸 灾 人 口 
的 王勃 的 4 滕王阁 序 》 中 的 名 句 : 

落 起 与 孤 鳌 齐 飞 

秋水 共 长 天 一 色 
给 予 人 们 无 尽 的 美的 享受 . 诗 圣 杜甫 在 (登高 ;一 诗 中 的 千古 绝唱 : 

无 边 落 木 萧 萧 下 

不 尽 长 江 滚滚 来 
更 引发 人 们 的 无 限 遐 想 . 对 称 性 应 用 于 自然 科学 极为 广泛 的 各 学 科 领 域 所 起 的 促 
进 作用 ,是 贷 有 兴趣 的 一 个 课题 . 下 面 将 简单 介绍 对 称 性 在 经 典 物理 学 和 量子 物理 
学 中 的 应 用 . 


7.1.1 对 称 性 在 经 典 物理 学 中 的 应 用 


对 称 性 概念 总 是 和 某 种 变换 下 的 不 变性 相 联 系 . 一 个 球体 ,具有 一 种 非常 对 称 
的 几何 形状 ,无 论 从 空间 哪个 方向 去 看 ,其 形状 均 同 , 即 在 空间 旋转 变换 下 是 不 变 
的 . 物理 学 中 称 之 为 各 向 同性 . 一 个 轴 对 称 体系 ,对 于 绕 对 称 轴 旋 转 任意 角 , 都 是 不 
变 的 ,其 对 称 性 , 则 稍 逊 于 球体 . 一 个 正三 角形 ,对 于 绕 重心 旋转 120 是 不 变 的 ,其 
对 称 性 则 逊 于 圆 . 

经 典 物 理学 中 所 涉及 的 对 称 性 , 主要 是 与 空间 和 时 间 变 换 相 联系 的 对 称 性 . 利 
用 这 些 对 称 性 , 曾 得 出 过 许多 有 用 的 结果 ,但 主要 是 用 以 简化 问题 的 处 理 . 这 大 致 
可 分 两 个 方面 : 

CD 对 称 性 可 能 导致- 些 惫 理 量 之 加 存在 某 种 关系 ,从 而 使 问题 简化 

例 1 在 小 变形 情况 下 ,弹性 体 的 应 力 ( 对 称 ) 张 量 ( 包 含 6 个 独立 的 分 量 , 即 
正 应 力 X;、Y,、2Z: 和 切 应 力 和 X, 二 7 了 ,,Y. 二 2Z, ,2 一 X.) 与 应 变 (对 称 ) 张 量 ( 正 应 变 
ew ;ew ;exz 及 切 应 变 ej 二 ey ,ey 二 ew ;ew 二 ew) 之 间 是 线性 关系 ,一 般 要 用 36 个 弹 
性 系数 来 描述 . 但 如 假设 弹性 体 由 各 向 同性 的 均匀 介质 组 成 , 则 36 个 弹性 系数 就 
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不 再 完全 独立 ,可 归结 为 两 个 ,一 是 刻画 正 应 力 与 正 应 变 关系 的 Young 模 量 EE, 一 
是 刻画 切 应 变 与 正 应 变 关系 的 Poisson 比 o0. 
例 2 光 ( 电 磁 波 ) 在 一 般 介 质 中 的 传播 规律 是 相当 复杂 的 . 电位 移 矢 量 卫 与 
电场 强度 五 的 方向 ,一般 说 来 并 不 相同 ,它们 之 间 通 过 介 电 张 量 egy 相 联系 
Ds DesE,; (1,7 = X,Yy,z) 


(磁感应 强度 B 与 磁场 强度 本 的 关系 也 与 此 类 似 . ) 可 以 证 明 , 为 保证 能 量 守 伍 ,e; 
必 为 对 称 张 量 (e; 一 ez), 只 有 6 个 独立 分 量 . 经 过 主轴 变换 , 变 到 介 电 主 坐 标 系 中 
去 以 后 ， 
D;, 一 sx 上 ， D,= eyE,, D, = esE, 
ss .ey .es 称 为 主 介 电 系数 . 一 般 介质 中 ,es 去 eye;, 所 以 D 和 EE 方向 并 不 相同 . 各 种 
奇异 现象 ,如 光 的 偏振 与 双 折射 , 均 由 此 而 生 . 但 对 于 各 向 同性 介质 , 则 6, 一 ,== 
e: 一 e, 只 有 一 个 独立 的 介 电 系 数 e,D 一 esE, 即 D 与 同 向 .对 于 磁 各 向 同性 介质 ， 
则 有 B=yH ,为 导 磁 系 数 . 这 样 ,在 均匀 各 向 同性 介质 中 ,电磁 波 的 传播 方程 中 内 
含有 两 个 常数 , 即 e 和 /而 传播 速度 为 v=c/ Ve ,c 为 真空 中 的 光速 . 电磁 场 波动 
方程 就 大 为 简化 . 
(2) 对 称 性 往往 导致 某 种 守恒 量 ( 运 动 积分 ), 利 用 它们 可 以 简化 动力 学 方程 的 

求解. 

最 常见 的 例子 是 物体 在 中 心力 场 VCr) 中 的 运动 ,相对 于 力 心 的 轨道 角 动 量 
1=rXp 是 守恒 量 ,因为 


d dr dp 
了 gyXPtrxi =vXptrx( VV (7)) 
_lgq 
> yy" ~? 0 


即 1 是 一 个 运动 积分 ,由 初 值 决定 . 这 样 , 含 时 间 二 阶 微 商 的 Newton 方程 就 可 化 
简 为 含 时 间 一 阶 微 商 的 方程 . 此 外 ,由 于 r*，1==0,p，1 二 0, 而 1 又 为 守恒 量 ,可 以 
判定 必 为 一 个 平面 运动 ,平面 的 法 线 方向 即 1 的 方向 . 

经 典 力学 中 ,体系 的 守恒 量 与 对 称 性 的 关系 ,首先 被 Jacobi 注意 到 @. 他 指出 
(1842) ,对 于 一 个 能 够 用 Lagrange 量 工 来 描述 的 体系 ,上 在 体系 平移 下 的 不 变性 
将 导致 动量 守恒 ,而 在 旋转 下 的 不 变性 则 导致 角 动 量 守恒 . Schiitz(1897) 指 出 ,L 
在 时 间 平 移 下 的 不 变性 将 导致 能 量 守恒 @. Nather(1918) 把 变 分 原理 应 用 于 物理 
学 中 ,给 出 了 一 个 重要 定理 ,后 来 称 为 Nather 定理 @: 对 于 每 一 个 连续 对 称 性 变 


或 者 与 (EE,o) 等 价 的 Lame 系数 (MA,z). 
C. G. J. Jacobi. Vorlesungen Uber Dynamik, Werke, Supplementband Reimer, Berlin, 1884. 
本 R, Schiitz, Gétt. Nachr., 1897, p. 110. 
例如 参阅 J D Bijorken & S. D Drell, Relativistic Quantum Fields (McGraw-Hill, 1965), § 11. 4; E. 
L Hill，Rew Mod，Phys，23(1957)，253. Nather 定理 对 于 场 论 ,特别 是 规范 场 论 的 发 展 , 有 重要 影响 . 
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换 , 如 果 体系 的 Lagrange 量 ( 在 场 论 中 为 Lagrange 密度 ) 和 Lagrange a 
上 保持 不 变 , 则 有 一 个 相应 的 守恒 定律 和 运动 常数 0. 

Wigner 认为 ,物理 学 用 以 描述 自然 界 中 发 生 的 事件 的 三 个 基本 范畴 是 : 
| 目 然 规律 (3) 对 称 性 . 他 指出 , Newton 的 全 人 大 oR 


系 的 初 条 件 ( 初 位 置 和 初速 度 ) , 则 根据 简单 的 自 然 规律 (Newton 人 即 可 
准确 预言 以 后 任何 时 刻 体 系 的 运动 状态 . 把 复杂 的 初 条 件 与 简单 的 自然 规律 区 别 
开 来 的 这 种 洞察 力 ,在 物理 学 发 展 中 起 过 极为 重要 的 作用 ,是 经 典 物 理学 发 展 中 在 
概念 上 的 一 个 大 突破 . 有 此 认识 之 后 ,人 们 就 可 以 把 自然 界 的 无 限 演化 过 程 进行 分 
段 研究 , 即 人 们 可 以 暂时 不 去 追究 事物 过 去 的 历史 演化 情况 , 先 集中 力量 研究 在 给 
定 初 条 件 下 事物 如 何 运动 和 演化 ,否则 人 们 将 面临 举步维艰 的 困境 . 事实 上 ,这 就 
构成 了 经 典 力学 研究 的 基本 思想 . 


7.1.2 对 称 性 在 量子 物理 学 中 的 深刻 内 涵 


Wigner 指出 9 ,在 近代 物理 的 发 展 中 , Einstein 的 伟大 贡献 之 一 在 于 ,他 首次 
指出 对 称 性 (不 变性 ) 在 物理 学 中 的 重大 意义 . 最 基本 的 几 个 不 变性 是 ; (1) 自然 规 
nd ee ee: 此 即 空 


RE 空 问 初时 间 的 均匀 性 及 空间 各 向 同 件 是 一 种 入 自 a FE 
几乎 是 不 言 而 喻 的 . (4) 第 四 种 不 变性 并 不 象 以 上 三 种 不 变性 那样 明显 和 易于 为 人 
们 认识 ,是 Einstein 在 建立 特殊 相对 论 时 重新 提出 的 Lorentz 不 变性 , 它 是 Galilei 
不 变性 的 发 展 .简单 说 来 就 是 ,自然 规律 对 于 各 惯性 参考 系 是 完全 相同 的 . 这 一 点 
Galilei 早已 认识 到 了 ,但 在 19 世纪 的 电磁 和 光 的 理论 中 ,由 于 相信 “以 太 ”(ether) 
的 存在 而 否定 了 这 种 不 变性 . 20 世纪 初 , Einstein 重新 提出 这 个 不 变性 ,但 对 
Newton 力学 中 的 绝对 时 间 和 空间 概念 做 了 根本 性 的 修正 . 不 同 惯性 参考 系 中 的 
时 间 和 空间 坐标 之 间 遵 守 Lorentz 变换 ,而 不 是 Galilei 变换 . Lorentz 不 变性 ,的 要 
求 , 对 特殊 相对 ; 本 的 作用 ,在 后 来 广义 相对 论 中 得 到 了 进一步 发 
展 ,并 且 是 近代 场 论 的 理论 基础 之 一 . 

在 Einstein i 人 但 对 称 性 真正 成 


@ E. P. Wigner, in Symmetryin Science, ed. B. Gruber & R. S. Millman, (Plenum Press, 1980), 
Pp. 18. The role and value of symmetry principles and Einstein's contribution to their recognition, 文中 提 到 ， 
“对 于 对 称 性 ( 即 不 变性 ) 原 理 与 守恒 定律 关系 的 认识 ,通常 归功 于 Klein 与 N6ther, 我 相信 ,其 至 更 早 些 时 
候 , Hamel 已 认识 到 这 点 .” 
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物理 学 中 对 称 性 的 内 涵 及 其 应 用 范围 都 大 大 扩充 了 . 这 种 情况 的 出 现 固然 与 解决 
各 领域 中 实际 问题 的 需要 有 关 , 但 更 根本 的 原因 是 量子 力学 规律 本 身 的 特点 所 带 
来 的 . 

与 经 典 力学 体系 状态 的 描述 方式 (用 相 空 间 中 一 个 点 ) 不 同 ,具有 波动 -粒子 两 
象 性 的 微观 体系 的 量子 态 用 波 函 数 (Hilbert 空间 中 的 一 个 矢量 ) 来 描述 . 量子 力学 
中 ee 理 是 应 用 论 ( 人 关 是 种 表 下 人) 让 个 生 从 光 二 乓 全 


oe ou 

经 典 物理 学 中 碰 到 的 对 称 性 主要 是 体系 的 空间 几何 对 称 性 0. 然而 正如 Weis- 
skopf 指出 2, 在 经 典 力学 框架 中 ,这 种 空间 对 称 性 多 少 带 有 偶然 的 性 质 . 如 行星 的 
运动 ,一 个 完全 对 称 的 圆 轨道 是 非常 军 见 的 ,其 出 现 的 可 能 性 极 微 . 这 种 情况 是 经 
典 力学 规律 自身 的 特点 所 决定 的 . 经 典 力学 允许 一 切 力学 量 做 连续 变化 . 实验 中 展 
示 出 的 具有 确定 特性 和 空间 构 形 的 原子 ,是 经 典 力学 无 法 说 明 的 . 这 只 有 用 量子 力 
学 中 不 连续 变化 的 量子 态 才能 说 明 . 一 个 原子 ,并 非 任何 轨道 都 是 允许 的 ,而 只 有 
某 些 具有 一 定形 状 的 轨道 才 允 许 . 例如 , 氢 原 子 中 电子 的 轨道 ,只 有 某 些 用 球 谐 函 
数 描述 其 对 称 性 的 轨道 才能 稳定 地 存在 . 

从 基于 量子 力学 而 建立 起 来 的 众多 近代 物理 学 科 的 发 展 历史 来 看 ,对 量子 体 
系 的 几何 对 称 性 的 研究 的 确 曾经 取得 很 丰硕 的 成 果 . 例如 ,几何 对 称 性 对 于 原子 和 
分 子 光谱 学 (矢量 模型 、 角 动量 和 宇 称 选择 定 则 等 ) ,周期 场 对 称 性 的 研究 对 于 了 解 
晶体 的 导电 性 等 , 都 取得 很 有 价值 的 成 果 . 20 世纪 50 年 代 , A. Bohr & B. R. 
Mottelson 对 于 变形 原子 核 的 轴 对 称 性 和 空间 反射 不 变性 的 研究 ,使 人 们 对 于 原 
子 核 转动 谱 及 相应 的 电磁 跃迁 的 认识 ,深入 了 -一 大 步 @. 由 于 经 典 力学 量 可 以 连续 
变化 ,与 离散 的 空间 变换 对 称 性 相应 的 守恒 量 并 无 经 典 对 应 [例如 ,与 空间 反射 对 
称 性 相应 的 宇 称 ,与 旋转 180" 对 称 性 相应 的 旋 称 (signature) 等 ]. 

除了 空间 几何 对 称 性 之 外 ,量子 力学 中 还 出 现 另外 一 些 新 的 对 称 性 . 它们 在 经 
典 力学 中 ,或 者 不 出 现 ,或 者 没有 多 大 价值 . 其 中 最 重要 的 是 全 同 粒子 的 置换 对 称 


@ 包括 空间 平移 ,旋转 对 称 性 ,以 及 两 者 的 结合 一 一 螺旋 (helical) 对 称 性 ,还 有 空间 反射 . 

加 V. 下 Weisskopf, in Nobel Symposium 11, editors, A. Engstrom &. B. Strandberg (John Wiley & 
Sons, 1968). 

@ ”变形 原子 核 的 转动 谱 , 与 双 原子 分 子 转动 谱 相 似 ,近似 遵守 已 (TD)ccTI(CI 十 1) 规 律 (I 为 原子 核 角 动 
量 ) ,反映 出 变形 原子 核 的 轴 对 称 性 ,并 说 明 在 低 激 发 区 绝热 近似 是 好 的 . 偶偶 原子 核 的 基 转 动 带 中 只 观测 到 
严 一 0+ ,2+ ,4+ ,… 能 级 , 则 表明 变形 原子 核 具 有 绕 垂直 于 对 称 轴 (z 轴 ) 的 任何 一 铀 (如 工 轴 ) 旋 转 180%[ 即 
R-(zx)] 的 分 立 对 称 性 . 对 于 偶偶 核 ,Re(zx)2 一 R(2r) 一 1,Rz(r) 的 本 征 值 r= 土 1.7 称 为 旋 称 (signature). I* 
一 0+ ,2+ ,4+,… 正 是 属于 一 十 1 的 能 谱 . 详 见 A. Bohr and B. R. Mottelson, Nuclear Structure. volL I， 
Nuclear Deformations (W. A. Benjamin, Inc., 1975), chap. 4. 
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性 . 这 些 对 称 性 都 是 由 于 量子 态 的 描述 与 经 典 力学 态 的 描述 有 根本 性 差异 而 来 ,在 
物理 上 则 反映 了 微观 粒子 的 波动 性 . 


全 同性 (置换 对 称 性 ) 


所 谓 “ 全 同性 ”, 是 指 无 法 确认 两 个 物体 之 间 的 任何 差别 . 一 切 宏观 物体 ,由 于 
其 性 质 和 状态 (形状 等 ) 可 以 连续 变化 ,实际 上 都 有 可 以 辨认 的 差别 ,没有 两 个 宏观 
物体 可 以 称 得 上 真正 “全 同 ”0. 

量子 体系 则 不 然 . 由 于 态 的 量子 化 ,两 个 量子 态 ,或 者 全 同 ,或 者 很 不 相同 ,中 
间 并 无 连续 的 过 渡 . 当 两 个 氢 原 子 都 处 于 基态 时 , 可 以 说 它们 是 真正 全 同 @. 此 时 
电子 处 于 最 低能 态 (1s 态 ) ,具有 确定 的 空间 构 形 等 性 质 . 无 论 一 个 氧 原子 是 怎样 
0 phish ed 就 谈 不 上 全 同性 . 2 


的 Fermi 如 它们 的 自 放 读 相向， 则 其 空 人 
ri 一 rs 表示 相对 坐标 ) , 即 Pag) 二 J( 一 n) 二 一 g(r). 因而 gC0) 二 0, 即 两 个 粒子 在 
空间 重 和 的 概率 为 0. 这 表现 为 粒子 之 间 有 一 种 斥 力 ,阻止 两 个 粒子 位 置 重合 9. 这 
就 是 Pauli 原理 在 坐标 表象 中 的 表现 . Pauli 原理 是 原子 的 电子 壳 结 构 和 化 学 元 素 
周期 律 的 理论 基础 ,此 乃 量 子 理论 的 重大 成 就 之 一 . 交换 能 对 化 学 家 唯 象 地 引进 的 
化 学 键 概念 提供 了 理论 依据 ,由 此 才 诞 生 了 量子 化 学 . 

当然 , 某 种 粒子 的 全 同性 并 不 是 绝对 不 变 的 . 例如 , 将 物质 加 热 到 百 万 度 


Q@ 例如 , 数 以 几 十 亿 计 的 人 群 中 ,没有 两 个 人 的 指纹 完全 相同 . 在 人 类 已 观测 到 的 无 数 恒 星 中 ,也 没有 
发 现任 何 两 颗 恒 星 完全 相同 ,人 们 总 可 以 在 两 个 宏观 物体 之 间 找 到 微小 的 差异 ， 

@ 在 经 典 力学 中 ,即使 承认 两 个 粒子 “全 同 ”, 也 不 会 得 出 什么 有 价值 的 东西 . 人 们 仍然 可 以 根据 它们 
的 初 条 件 不 同 (因而 有 不 同 轨 道 ) 来 区 分 它们 . 

@ ”当然 ,在 有 的 情况 下 ,全 同性 也 不 一 定 能 导致 什么 特别 的 后 果 . 例如 ,两 个 电子 如 果 各 自 定 域 于 一 定 
空间 区 域 , 波 函 数 在 空间 不 重 倒 , 则 波 函 数 的 置换 对 称 性 并 不 带 来 什么 可 观测 的 后 果 . 对 于 这 种 情况 下 的 粒 
子 , 可 用 Boltzmann 统计 来 处 理 . 

@ ”例如 ,由 全 同 原子 组 成 的 双 原 子 分 子 Oz 的 转动 谱 中 , 角 动 量 工 一 奇数 的 能 级 不 存在 (参阅 卷 1,14. 2 
节 ). 历史 上 有 一 些 原子 核 的 自 旋 (统计 性 ) 就 是 通过 双 原 子 分 子 光谱 的 实验 观测 来 确定 的 . 

@ 与 此 不 同 ,两 个 全 同 Bose 子 ( 设 自 旋 为 0) 的 相对 运动 波 函 数 g(r) 应 是 对 称 的 ,允许 y(0) 取 0, 两 个 
粒子 的 空间 位 置 可 以 重 耸 . 如 两 个 粒子 靠近 的 概率 较 大 ,就 表现 为 一 种 “吸引 力 ”. 由 很 多 这 样 的 粒子 组 成 的 
体系 , 当 其 温度 0K 时 ,粒子 的 热 运动 极为 缓慢 . 在 适当 条 件 下 ,这 种 “吸引 力 ” 将 起 主导 作用 而 形成 Bose- 
Einstein 凝聚 . 
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《10' 民 一 10eV) ,一 般 物 质 原子 都 将 丧失 其 全 同性 . 因为 在 此 情况 下 ,原子 有 可 观 的 
概率 被 激发 ,而 不 同 的 原子 可 以 处 于 不 同 的 激发 态 ,此 时 很 难说 两 个 原子 全 同 . 分 
子 (特别 是 有 机 大 分 子 ) 的 情况 则 有 所 不 同 . 因为 分 子 的 转动 和 振动 激发 能 可 能 很 
低 ,在 室温 下 这 种 自由 度 就 可 能 被 激发 ,两 个 分 子 处 于 同一 个 量子 态 的 概率 可 能 很 
小 ,此 时 分 子 作为 一 个 整体 的 全 同性 ,意义 就 不 大 9 


7.2 守恒 量 与 对 称 性 


利用 对 称 性 来 处 理 物理 问题 的 一 个 很 重要 的 方面 ,就 是 分 析 守 便 量 ,无 论 在 经 
典 力学 中 或 在 量子 力学 中 ,都 是 如 此 . 

经 典 力学 中 ,守恒 量 的 含义 比较 单纯 ( 见 本 节 附 录 ). 设 在 体系 运动 过 程 中 , 某 
力学 量 下 保持 不 随时 间 改 变 , 即 


dp 一 
二 (7. 2.1) 


则 称 下 为 体系 的 一 个 守恒 量 ,其 值 由 初 条 件 决定 . 守恒 量 在 Newton 力学 形式 和 
Lagrange 形式 下 的 表述 见 本 节 附 录 . 为 便于 过 渡 到 量子 力学 ,下 面 对 正则 力学 形 
式 做 简要 回顾 . 
一 个 体系 有 各 种 各 样 的 力学 量 ,其 中 坐标 \ 动 量 、 角 动量 等 是 带 有 共性 的 力学 
量 . 表征 一 个 力学 体系 的 特性 的 是 其 Hamilton 量 . 无 论 在 经 典 力学 中 或 在 量子 力 
学 中 ,Hamilton 量 都 占有 特殊 重要 的 地 位 . 在 经 典 力学 的 正则 形式 中 ,体系 的 状态 
用 2N 维 相 空间 中 的 一 点 [ai (2) ,pi;(2) ;i 二 1,2,…,N,NN 为 自由 度 ] 来 描述 ,gq; 和 
pp:; 分 别 为 正则 坐标 和 正则 动量 . 它们 随时 间 的 演化 遵守 正则 方程 (附录 A2) 
sl SS 2 (7. 2.2) 
任何 不 显 含 1 的 力学 量 F(g,p) 随 时 间 的 演化 为 
SF = > (3 + 3s)= (5 有 90 )={F,H) (7. 2. 3) 
{…} 为 Poisson 括号 [附录 A2, 式 (A2. 10)]. 因此 ,如 
{F,H} =0 (7. 2. 4) 
则 天 为 体系 的 一 个 守恒 量 . 下 是 否 为 守恒 量 ,取决 于 体系 Hamilton 量 的 特性 . 


@ 生物 体 由 细胞 组 成 ,而 分 子 ( 特 别 是 大 分 子 ) 则 是 构成 细胞 的 原件 . 大 分 子 的 对 称 性 是 生命 科学 极 有 
兴趣 研究 的 课题 . 大 分 子 的 对 称 性 可 称 为 积木 对 称 性 (building block symmetry). 很 接近 日 常生 活 中 的 对 称 
性 概念 ,但 它 是 建立 在 原子 的 全 同性 以 及 原子 具有 特征 的 空间 构 形 的 基础 上 . 由 全 同 的 客体 有 规律 地 联结 起 
来 的 积木 对 称 性 ,有 一 些 普遍 的 几何 规则 . 例如 ,由 全 同 客体 按 一 定 规则 一 个 挨 一 个 联结 起 来 的 线性 结构 ,一 
般 为 螺旋 结构 (helical structure) ,直线 或 圆 则 是 其 特殊 情况 . 由 此 出 发 ,可 以 理解 生物 大 分 子 的 螺旋 结构 . 由 
全 同 客 体 联 结 成 的 二 维 或 三 维 结构 的 类 型 则 不 止 一 种 ,但 类 型 的 数目 有 限 . 例如 ,平面 晶体 有 17 种 类 型 ,三 
维 晶体 有 230 种 类 型 . 
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当 过 渡 到 量子 力学 时 ,力学 量 用 相应 的 算 符 来 刻画 . 而 按照 正则 量子 化 原则 
(参见 2. 2 节 ) ,经 典 Poisson 括号 应 代 之 为 如 下 的 对 易 式 , 即 


{A,B) 一 二 [LA,B] a 二 (AB — BA) (7. 2.5) 
因此 ,守恒 量 条 件 式 (7. 2. 4) 就 换 为 
ER (7. 2.6) 
下 是 否 守 恒 量 取决 于 它 与 但 是 否 对 易 . 


上 述 结论 也 可 根据 体系 的 对 称 性 从 Schrodinger 方程 得 出 . 一 个 体系 的 量子 
态 y 随 时间 的 演化 ,遵守 Schr6dinger 方程 


ij = Hy re 
设 体系 在 某 种 线性 变换 ( 非 奇 异 , 不 显 含 四 下 
Jy>Y = WY 或 p= QWY) (7. 2. 8) 
体系 在 变换 Q 下 的 不 变性 表现 为 :y 与 yg 遵守 相同 的 动力 学 规律 , 即 
读 Fp 一 = Hy (7. 2.9) 
用 式 (7. 2.8) 代 入 
远 FQy = HeQy 
用 Q ! 运 算 (Q 为 线性 算 符 ,不 显 含 四 ,得 ” 
先 2 = QHQYy (7. 2. 10) 
与 Schr6dinger 方程 (7. 2.7) 比 较 , 不 变性 要 求 表现 为 
QHQ=H 
即 
[Q,H]=0 (7. 2. 11) 


凡 满 足 式 (7. 2. 11) 的 变换 Q, 称 为 体系 的 对 称 性 变换 ,而 式 (7. 2. 11) 成 立 与 否 , 取 


群 , 称 为 体系 的 对 称 性 群 (symmetry group). 
以 上 是 从 体系 的 Hamilton 量 在 某 种 线性 变换 下 的 不 变性 来 描述 体系 的 对 称 
性 和 相应 的 守恒 定律 . 更 普遍 来 讲 ?, 对 于 一 个 体系 , 设 一 个 变换 不 改变 它 的 各 物 


某 一 状态 用 态 矢 少 描述 ,而 经 过 某 种 变换 后 则 用 态 矢 少 描述 (或 等 价 地 说 ,第 一 观 
测 者 用 乡 描述 , 另 一 个 观测 者 用 光 描 述 ). 类 似 ,体系 的 另 一 个 态 用 # 描述 ,而 经 过 


© E. Wigner, Group Theory and its Application to Quantum Mechanics of Atomic Spectra (Academ- 
ic Press, 1959) ,chap. 26. 


» 269 。 


相同 的 变换 后 则 用 光 描 述 . 若 该 变换 是 体系 的 一 个 对 称 性 变换 , 则 状态 之 间 的 关 
系 不 因 变 换 ( 不 同 观测 者 ?而 异 . 按照 量子 力学 中 统计 诠释 这 一 基本 原理 ,必然 要 求 

| (yp)1= | g | (7. 2. 12) 
(注意 :这 里 只 要 求 标量 积 的 绝对 值 不 变 ,并 未 要 求 标量 积 不 变 ,后 者 力 是 么 正 变换 


的 要 求 , ) 基 于 量子 力学 这 个 基本 原理 的 要 求 , Wigner 曾经 得 出 下 列 重 要 结论 ? : 
对 称 性 变换 只 能 是 乏 正 变换 ,或 反 义 正 变换 . 


对 于 乏 正 变换 ( 记 为 UU)， 
yg>y=Uy (7. 2. 13) 
U 要求 满足 
UCagh 十 cp) = ciUW 十 czUy (线性 算 符 ) (7.2.14) 
式 中 cl cs 是 两 个 任意 ( 复 ) 数 ,yh 与 pp 为 体系 任意 两 个 态 . 此 外 ,还 要 求 
(8) = (8) (7. 2. 15) 
按 
Cg) = Uy,Ug) = (y,Ut+ Uy) 
可 见 
UrU=UU+t=1 (或 0 =Ur) (7. 2.16) 
对 于 反 勾 正 变换 ( 记 为 0)， 
yg>y = (7.2.17) 
9 要求 满足 


Gla 十 cep) 二 cf Wi 十 必 : ( 反 线 性 算 符 ) (7. 2. 18) 
(fy ,$) = Gp" = ,0 (7. 2. 19) 
对 于 连续 对 称 性 变换 ,例如 ,空间 平移 或 旋转 ,时 间 平 移 , 它 们 总 可 以 从 恒 等 变 


间 反 演 ( 见 第 9 章 ), 则 属 反 么 正 变换 . 


〈 注 7 取 复 共 斩 ” 运 算 玉 , 是 反 线 性 算 符 ,因为 
Klagnteg) = op = Kg tes Ky 
还 可 证 明 K 为 反 么 正 算 符 ,因为 它 不 仅 满足 式 (7. 2. 18) ,而 且 满 足 式 (7. 2. 19) , 即 
(KR8) = (f° ,8 ) = (0)* = (8, 
还 可 以 证 明 , 反 么 正 算 符 X 反 么 正 算 符 = 么 正 算 符 . 例如 , 设 0 为 反 么 正 算 符 , 则 9K==U 为 么 正 
算 符 . 因为 
UCeig + ecg) = Gag tog) = HR 十 屋 ) 
=aWi + ci = cag tt coRys = ciUy tt ceUy 

而 (Uy,U$)= (0KY,0KY$)= (0f* ,08* )=($* ,yr )=($,JD)* = 二 (y,$), 所 以 U=0K 为 么 正 算 
符 .利用 K? 二 1, 有 
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0= UK (7. 2. 20) 
即 一 个 反 勾 正 算 符 总 可 以 表示 成 一 个 么 正 算 符 与 取 复 共 恩 运算 KK 之 积 . 


应 当 指 出 ， 0 ee 直达 


“两 U 的 天 益 小 变 找 机 表示 为 
U=1—iF (7. 2. 21) 
s 为 描述 连续 变换 的 无 穷 小 参量 ,下 为 一 个 线性 算 符 . 按 么 正 性 要 求 
UU= 
可 得 出 
Fr 一 下 (7. 2. 22) 


即 丰 为 线性 厄 米 算 符 ， 可 用 以 定义 一 个 可 观测 量 . 这 样 ， Hamilton 量 的 不 变性 条 件 
《7. 2. 11) 就 化 为 式 (7. 2. 6) 
[F,H]=0 


下 就 是 与 该 对 称 性 相应 的 守恒 量 . 


例 1 空间 平移 不 变性 . 
把 一 个 体系 ( 态 ) 作 无 穷 小 平移 gr 的 算 符 为 ( 见 卷 1,5.4.1 节 ) 


DCSr) = exp[— idr*。 p/# (7. 2. 23) 
其 中 
p= 二 一 丢 V (7. 2. 24) 
为 平移 变换 的 无 穷 小 算 子 , 即 动量 算 符 . 平移 不 变性 表现 为 L[D, 蕊 ] 一 0, 因 而 
[p,Hj=0 (7. 2. 25) 


即 动量 为 守恒 量 . 所 有 平移 变换 构成 的 群 , 称 为 平移 群 , 是 一 个 非 紧 致 连续 群 . 

例 2 空间 旋转 不 变性 . 

一 个 无 自 旋 体 系 绕 空 间 方 向 n 旋转 无 穷 小 角度 5p, 相 应 的 无 穷 小 旋转 算 符 表 为 ( 见 卷 I， 
5.4.2 节 ) 


R(n8y) = exp(— idpn * 1/#) (7. 2. 26) 
其 中 | 
[=rXp=—iir XV (7. 2. 27) 
为 旋转 变换 的 无 穷 小 算 子 , 即 体系 的 轨道 角 动 量 算 符 . 空间 旋转 不 变性 表现 为 LR, Hj] 二 0, 因 而 
[1,Hj=0 (7. 2. 28) 


即 轨 道 角 动量 ! 为 守恒 量 . 所 有 旋转 变换 构成 的 群 称 为 旋转 群 (SO;), 是 一 个 紧 致 的 连续 群 ,但 
非 Abel 群 , 三 个 无 穷 小 算 子 1 、7, 、L 彼此 不 对 易 . 
例 3 空间 反射 不 变性 . 
设 粒子 坐标 本 征 态 记 为 |r),(r 取 任 意 实数 值 ) ,在 空间 反射 算 符 P 的 作用 下 ， 
P|7)=|—r7) (7. 2. 29) 
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显然 ， 
己 |m 一 也 | 一 六 一 | 一 (一 门 ) = |r〉 Cr 任意 实数 值 ) (7. 2. 30) 
上 式 对 坐标 表象 的 所 有 基 矢 |r) 都 成 立 , 所 以 
P? = 二 T( 单 位 算 符 ) (7. 2. 31) 
所 以 空间 反射 不 变性 群 是 一 个 二 阶 (循环 ) 群 ,包含 两 个 元 素 , 即 (P, 了 .体系 的 空间 反射 不 变性 
表现 为 
[P,Hj=0 (7. 2. 32) 
由 式 (7. 2. 29) 一 式 (7. 2. 31) ,还 可 得 出 (让 P 1 二 =P; (i) P+ = 二 P;( 首 )P+ P= 二 1, 即 PP 为 厄 米 算 符 ， 
也 是 么 正 算 符 . 空间 反射 为 离散 变换 ,不 能 用 连续 变化 的 参量 来 描述 . 对 于 高 散 对 称 性 变换 ,可 
以 直接 用 变换 本 身 来 定义 一 个 守恒 量 . 对 于 空间 反射 P 的 不 变性 ,守恒 量 即 宇 称 . 由 于 P? 本 征 
值 为 1,P 的 本 征 值 只 能 为 士 1, 相 应 的 本 征 态 分 别称 为 偶 字 称 态 和 奇 宇 称 态 . 具有 空间 反射 不 变 
性 的 体系 的 Hamilton 量 为 偶 宇 称 算 符 ( 参 阅卷 I,5. 4. 3 节 ). 自由 粒子 或 孤立 系 ,显然 具有 空间 
反射 不 变性 . | 


守恒 量 总 是 与 体系 的 某 种 对 称 性 相 联系 , 这 一 点 在 经 典 力学 中 和 量子 力学 中 

是 相同 的 . 但 在 量子 力学 中 守恒 量 的 含义 与 在 经 典 力学 中 有 所 不 同 ,其 根源 在 于 量 
- 子 态 的 描述 与 经 典 力学 态 的 描述 不 相同 ,而 这 正 是 微观 粒子 具有 波动 性 的 反映 . 

CD) 量子 力学 中 的 守恒 量 并 不 一 定 具有 确定 的 (不 随时 间 变化 的 ) 值 .这 一 点 与 

初 态 密 切 相 关 . 如 在 初始 时 刻 , 体 系 某 守恒 量 取 确定 值 ( 即 体系 处 于 该 守恒 量 的 本 

征 态 ), 则 以 后 将 保持 取 该 确定 值 (体系 保持 在 该 本 征 态 ). 反之 ,车 初 态 并 非 某 守恒 

量 的 本 征 态 , 则 以 后 也 不 是 该 守恒 量 的 本 征 态 . 当然 ,守恒 量 作为 一 个 特殊 的 力学 

. 量 ,与 一 般 力 学 量 的 不 同 之 处 在 于 , 它 在 任何 态 ( 不 一 定 是 定 态 ) 下 的 平均 值 和 测 值 


带 来 的 守恒 量 -一 一角 动量 的 三 个 分 量 是 不 对 易 的 . 一 般 说 来 ,它们 不 能 同时 取 确 定 
值 , 即 不 能 有 共同 本 征 态 (一 0 态 除外 ). 这 与 旋转 群 为 非 Abel 群 有 关 @. 
(3) 量 子 力学 中 的 守恒 量 , 有 一 些 有 经 典 对 应 ,例如 ,能 量 ,动量 、 角 动量 等 , 它 


当 它 们 作为 量子 体系 的 守恒 量 时 ,所 相应 的 对 称 性 变换 ,在 经 典 力学 中 并 不 导致 什 
么 有 意义 的 守恒 量 ( 例 如 空间 反射 不 变性 ) ,或 者 守恒 量 消失 (例如 自 旋 ) ,或 者 那 种 
对 称 性 变换 在 经 典 力学 中 没有 多 大 价值 (如 全 同 粒子 的 置换 对 称 性 ). 

连续 对 称 性 变换 相应 的 守恒 量 是 相 加 性 Cadditive) 守 恒 量 . 例如 ,多 粒子 系 的 


@ 对 于 空间 平移 变换 ,平移 变换 群 是 Abel 群 ,作为 平移 不 变性 相应 的 守恒 量 一 一 动量 p 的 三 个 分 量 
彼此 对 易 ,它们 可 以 具有 共同 本 征 态 . 

@@ 有 经 典 对 应 的 守恒 量 ,总 是 体系 某 种 连续 对 称 性 变换 所 导致 , 反之 , 则 不 尽 然 . 例如 , 自 旋 也 是 量子 
体系 在 空间 旋转 下 的 不 变性 所 导致 ,但 无 经 典 对 应 (>0 时 , 自 旋 ->0). 自 旋 反 映 粒子 一 种 新 的 自由 度 ,表现 
为 需 用 多 分 量 波 函 数 来 描述 其 量子 态 . 
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动量 和 角 动 量 分 别 等 于 诸 粒 子 的 动量 和 角 动 量 之 和 . 离散 对 称 性 变换 相应 的 守恒 
量 ,习惯 上 表示 为 相 乘 性 (multiplicative) 守 恒 量 0. 如 多 粒子 系 的 宇 称 是 诸 粒子 宇 
称 之 积 @. 


独立 守恒 量 的 数目 


经 典 力 学 中 ,具有 六 个 自由 度 的 封闭 体系 (closed system) ,其 独立 的 守恒 量 
的 最 大 数目 为 (2N 一 1)@. 体系 的 守恒 量 的 数目 不 少 于 NN 的 体系 , 称 为 可 积 (inte- 
grable) 体 系 . 反之 ， 为 非 可 积 (nonintegrable) 体 系 , 其 经 典 轨道 运动 会 出 现 混沌 
(chaos) 现 象 . 
(1) 设 体系 的 对 称 性 群 是 一 个 有 限 群 G, 即 群 G 的 所 有 元 素 都 与 体系 的 Ham- 
ilton 量 对 易 
Lg;, HI] =0 (g:€0) 
这 样 看 来 ,似乎 一 切 元 素 均 可 作为 守恒 量 . 但 应 注意 ,并 非 所 有 元 素 都 对 应 于 物理 
上 有 价值 的 守恒 量 ( 如 单位 元 素 , 即 为 一 个 平庸 的 守恒 量 ). 另外 ,不 是 所 有 元 素 都 
可 作为 独立 的 守恒 量 ,具有 对 称 性 (有 限 ) 群 的 体系 的 独立 守恒 量 的 数目 都 小 于 群 
元 素 的 数目 . 实际 上 只 能 选取 一 定数 目的 元 素 作为 独立 的 守恒 量 ,而 其 他 元 素 均 可 
表示 成 这 些 元 素 的 某 种 乘积 ,不 能 作为 独立 的 守恒 量 . 


例 1 设 体系 的 对 称 性 群 为 一 个 循环 群 , 则 只 存在 一 个 独立 守恒 量 . 最 简单 例子 是 空间 反 
射 群 ,独立 守恒 量 即 宇 称 卫 . 又 如 人 群 ( 绕 定 轴 旋 转 2x/k 角 的 所 有 旋转 ,k= 二 0,1,2,…,n 一 1) 9》 
独立 守恒 量 可 选 为 尺 (2r/z). 


@ 有 时 人 们 也 用 相 加 性 量子 数 来 描述 分 立 对 称 性 变换 相应 的 守恒 量 . 例如 , 轴 对 称 变形 原子 核 ,往往 
具有 绕 垂 直 于 对 称 轴 (z 轴 ) 的 任何 一 轴 ( 例 如 z 轴 ) 旋 转 180",Rz-(r 一 exp[ 一 irJz] 的 对 称 性 . 若 选用 分 立 变 
换 R(x) 本 身 作为 守恒 量 ,其 本 征 值 ~ 称 为 旋 称 , 是 相 乘 性 的 . 对 于 偶偶 核 ,R: (7)? 一 R(27) 二 1, 所 以 7 二 土 
1; 对 于 奇偶 核 , Re(r)2 一 一 1, 所 以 r 一 士 i. 若 令 r= 二 exp[ 一 ixaj, 选 用 a 为 好 量子 数 ， 称 为 旋 称 指数 (signature 
exponent), 则 为 相 加 性 的 . r= 土 1 对 应 于 x=0,1, 而 ”一干 i 对 应 于 一 士 1/2. 变形 核 的 角 动 量 [一 cMod2, 即 

r a I 

十 1 0 0,2,4,.… 

尝 半 1 1.3，95，… 
-7 1/2 1/2,5/2,9/2,** 
ti 1/2 3/2,7/2,11/2,* 

Q@ ”粒子 作为 一 个 整体 在 空间 中 的 运动 所 相应 的 宇 称 , 称 为 轨道 宇 称 . 若 粒子 处 于 轨道 角 动 量 为 ! 的 量 
子 态 , 则 轨道 宇 称 为 (一 1). 如 粒子 还 有 内 店 结 构 , 在 涉及 内 豪 态 改变 的 过 程 (包括 粒子 产生 或 肖 没 ) 中 , 则 要 
计 及 内 豪 态 在 空间 反射 下 的 性 质 , 需 引 进 内 豪 宇 称 . 通常 此 概念 用 于 内 豪 结构 不 清楚 的 粒子 ,目前 还 不 能 从 
理论 上 确切 给 出 其 内 店 宇 称 ， 而 只 能 从 守恒 定律 及 实验 分 析 来 确定 反应 过 程 中 各 粒子 的 相对 内 豪 宇 称 . 详 见 
高 崇 寿 、 曾 着 言 著 ,《 粒 子 物理 与 核 物理 讲座 》, 高 等 教育 出 版 社 ,1990. 原子 核 的 宇 称 ,由 其 结构 决定 ,为 诸 核 
子 宇 称 之 积 . 原子 核 不 同 激 发 态 的 宇 称 也 可 以 不 同 . 原子 核 的 宇 称 , 现 已 不 再 称 为 内 豪 宇 称 , 但 原子 核 的 总 角 
动量 ( 诸 核子 总 角 动 量 之 和 ) 仍 习惯 上 称 为 核 自 旋 ( 内 襄 角 动量 ). 

@ 参见 Landau and Lifshitz, Mechanics,3rd. edition, § 2. 1. 
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例 2 变形 核 中 的 三 轴 对 称 性 (triaxial symmetry). 

对 称 性 运算 有 :(a) 绕 xz、y、z 轴 旋 转 x 角 , 即 R. (7 、R,(Cr) 、R.(r. (b) 对 zy yz、 xz 平面 的 
镜像 反射 ,o. .ce 、o,. 这 些 元 素 中 只 有 三 个 独立 ,例如 选 m 、R. (x)、P[ 空 间 反 射 P=mR。(r) 一 
0yR, (7) 二 Go.R (7)」. 其 他 元 素 均 可 表示 成 它们 的 某 种 乘积 . 不 难 证 明 ， 

o: 一 PR.(r)， Re(r) = oP 
R,(n) = go:, oy 一 PR, (x) 


(2) 设 体系 的 对 称 性 群 为 连续 群 G, 例 如 ,为 > 阶 Lie 群 ,对 应 有 > 个 无 穷 小 算 
子 ( 或 生成 元 ). 群 G 的 所 有 变换 均 可 通过 此 个 无 穷 小 算 子 来 表达 ,所 以 体系 独立 
守恒 量 的 数目 为 ”~ 但 注意 ,一 般 说 来 ,对 称 性 群 为 非 Abel 群 ,这 个 无 穷 小 算 子 不 
都 是 彼此 对 易 , 所 以 不 能 把 它们 全 体 都 选 人 量子 体系 的 同一 组 守恒 量 完 全 集 ， 

(3) 设 体系 在 群 G 和 群 G 变换 下 分 别 都 是 不 变 的 ,而 且 这 两 种 变换 彼此 对 易 ， 
则 其 直 积 群 GXG 也 是 体系 的 一 个 对 称 性 群 . (车 G 与 G' 均 为 有 限 群 ,G 的 任何 一 
元 素 与 G“ 任 一 元 素 之 积 ,都 可 以 作为 体系 的 一 个 复合 的 守恒 量 ,但 不 是 所 有 这 些 
复合 元 素 都 有 价值 ,也 不 都 是 独立 的 . ) 


附录 经 典 力学 中 守恒 量 与 对 称 性 的 关系 
1. 区 力学 形式 


考虑 一 个 六 粒子 体系 , 设 粒 子 质量 .坐标 和 动量 分 别 记 为 mu、m 和 pi(i 二 1,2,…, 入). 设 粒 
子 受 力 可 表示 成 与 时 间 无 关 的 定 域 位 势 的 梯度 . 例如 ,第 & 个 粒子 受 力 


F: 一 一 VeVCn ,Tes TN) (1) 
按 Newton 方程 
Pr = mrs =— VaV rye Th TN) (2) 
(1) 设 体系 具有 空间 平移 不 变性 , 即 在 无 穷 小 平移 ( 见 图 7. 1) 下 
ri>rt=ri+e (3) 
(e 为 任意 的 无 穷 小 量 ) 


Vn 十 gy oT 十 gyTN 十 Ee) 二 VOriyene ,Ts rN) (4) 
上 式 做 Taylor 展开 ,保留 一 级 小 量 ,得 
E。 ViV=0 
天 


由 于 g 是 任意 的 ,所 以 
图 7.1 DViV=0 (5) 
利用 Newton 方程 (2) ,可 得 | 
| 2 一 一 2 ViV=0 
令 
P= Zp: (总 动量 ) (6) 


则 
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卫 一 0 (7) 
即 总 动量 了 为 守恒 量 ,由 初 值 决 定 . 定义 体系 的 质心 运动 速度 
腿 一 P/M (M 一 》)m ,总 质量 ) (8) 
k 


则 家 = 常量 ,积分 得 
R= #8 十 了 (9) 


RR 为 质心 坐标 ,Ro 为 质心 初 位 置 . 6 个 常量 R 和 P 均 由 初 值 决定 . 
(2) 设 体系 绕 n 方 向 旋转 角度 69,69 二 6pn (图 7. 2). 任 一 个 矢量 
r 在 此 旋转 下 的 变化 为 
r= 69xXr (10) 


设 体系 具有 旋转 不 变性 , 即 
VniogpgXrio rt dpXr,) 一 VC 天) (11) 图 7.2 
做 Taylor 展开 ,保留 一 级 小 量 , 得 
2 CpXn) «VaV Cr se Th se) 


=59° Dr XVIV,, rm) 一 0 
天 


> (nm xVV=0 (12) 
天 
利用 Newton 方程 (2) ,可 得 
> Ymars x re A Dr x ViV 一 0 
k 天 
亦 即 
[Dmx emi) ] =D Xp:)=0 (13) 
令 
LL 一 Dh 一 > (ni Xp:) (总 轨道 角 动量 ) (14) 
天 天 
则 工 为 守恒 量 ,由 初 条 件 决 定 . 


(3) 设 体系 具有 时 间 平 移 不 变性 , 即 V 不 显 含 t. 利用 Newton 方程 (2), 乘 以 ri, 由 于 
aV/3t==0, 得 


Dm i =— Di WV —— $V (15) 
k 3 
令 
T= 方 Dm (总 动能 ) (16) 
则 式 (15) 可 表示 成 
d 
(T+D =0 (17) 


即 体 系 总 能 量 ET 十 V 为 守恒 量 . 
以 上 讨论 中 假设 了 粒子 位 势 与 速度 无 关 . 以 下 讨论 带电 粒子 所 受 的 Lorentz 力 , 它 与 速度 有 
关 . 设 粒子 荷 电 g, 则 
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F=g(E+2 xB) (18) 
此 时 
二 一 g(E+ 二 vxB) 
mt=gi: Ertl (XB |= gE 
设 为 静电 场 ,p= 一 Vy, 利 用 关 。 Vg 一 也 #, 上 式 可 化 为 
(Fm + gg)=0 (19) 
即 Tgy 为 守恒 量 . 


2. Lagrange 形式 


设 体系 的 Lagrange 量 表示 为 L(gq; ,… ,gn ,91,…,gn;t) ,或 简 记 为 L(g,9,2) ,其 中 qi(i 二 1， 
2,…,N) 是 一 组 独立 的 广义 坐标 ,NN 为 体系 的 自由 度 . 

对 于 具有 时 间 均 匀 性 的 体系 (例如 ,孤立 系 ,或 外 界 作用 不 依赖 于 时 间 ), 即 对 于 时 间 平 移 
(时 间 零 点 的 选取 ) ,工具 有 不 变性 ， 


5L = Sa =0 
5t 是 任意 的 ,所 以 
aL 
=0 (20) 
考虑 到 
dL __ 9L, ,9L..\, 9L 
利用 Lagrange 方程 
d /3L\Y_ aL _ . a 
| 0 -120N (22) 
及 式 (20) , 式 (21) 化 为 
dy .daL,. aL 
zt 2 (% dz ac 十 9 于 | 
所 以 
d ,9L_y\_ 
(2 2 L)= 0 (23) 
(可 i 引 一 工 ) 即 体系 的 能 量 , 它 是 守 便 量 . 令 
aL 
-2L 24 
p 3 (24) 


表示 与 g, 相应 的 广义 动量 ,并 把 工 表示 成 (9 , pi ,t) 的 函数 , 即 独 立 变 量 选 为 gi 、p; (i 二 1,2,…， 
和 N) ,定义 


H(g,p,t) = D9ipi—L (25) 
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则 称 为 体系 的 Hamilton 量 , 式 (23) 表 明 , 具 有 时 间 均 匀 性 的 体系 ,能 量 (Hamilton 量 ) 是 守恒 量 . 
由 式 (24) 及 Lagrange 方 程 (22) ,有 


= (26) 
对 于 具有 空间 均匀 性 的 体系 ,在 无 穷 小 平移 , 式 (3) 下 ， 
RS 
8 任意 ,所 以 
aL 
> a (27) 
再 利用 Lagrange 方程 (22)， 
4 > 二 > 三 站 (28) 
注意 到 式 (24) ,上 式 表明 
P=5 2 二 了 lp (总 动量 ) (29) 
k k 天 
是 守恒 量 . a 
对 于 具有 空间 各 向 同性 的 体系 ,在 作 无 穷 小 旋转 , 式 (10) 之 下 ， 
aL = (es dnt 37 )=0 (30) 
利用 式 (24) 与 式 (26), 有 
SL = Ch mip 6) = DP: GpXr) tp (dpXi)] 
一 00。 > Cr Xbhitr Xp) = dp: er Xx pi) 
69 是 任意 的 ,所 以 
吝 Dh 一 量 Dn Xp =0 (31) 
即 
工 一 》)h。 (总 轨道 角 动 量 ) (32) 
为 守恒 量 . 
7.3 量子 态 的 分 类 与 对 称 性 
7.3.1 量子 态 按 对 称 性 群 的 不 可 约 表 示 分 类 
设 在 某 种 ( 非 奇异 ) 变 换 尺 之 下 ,体系 的 状态 
0 一 少 一 有 (7. 3. 1) 
体系 的 Hamilton 算 符 
H— H’ = RHR- (7. 3. 2) 
如 果 
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HH=H 即 [R,H]=0 (7. 3. 3) 
则 称 体系 (用 Hamilton 量 互 表 征 ) 在 变换 R 下 具有 不 变性 . 通常 物理 学 中 的 对 称 
性 变换 总 是 构成 一 个 群 , 称 为 体系 的 对 称 性 群 (symmetry group). 
设 互 本 征 方程 为 
Hyi=Eyi, v=1,2,,f; (7. 3. 4) 
为 能 级 EE; 的 简 并 度 . 设 体系 具有 R 变换 下 的 对 称 性 , 按 式 (7. 3. 3) ,有 
HRy; = RHy; = RE = ERy, 
这 表明 Ry 仍 为 互 的 本 征 态 ,而 且 对 应 的 本 征 值 也 是 E;. 因此 , 它 的 最 普遍 的 表 
达 式 为 
R = (R) (7. 3.5) 
DD;,(R) 是 展开 系数 (依赖 于 Ry 2,…, fi. D'(R) 构 成 虚 张 开 的 f; 维 空间 
中 的 (fiXf) 矩 阵 . 下面 证 明 : 
定理 1 Di(R) 构 成 体系 的 对 称 性 群 R 的 一 个 f; 维 表示 . 
证 明 
(1) 设 体系 相继 经 历 两 次 变换 RS, 则 
RSW =R DO Di, (Hg = SD, SRY 
= DDi,(S) SID, (RG = DLO DS, RD, CS) J (7.3.6) 
但 如 把 RS 看 成 一 个 变换 (由 R,S 相 乘 得 出 的 一 个 变换 ), 则 
= DD;, (RSG (7. 3.7) 
比较 式 (7. 3. 6) 与 (7. 3. 7) ,可 得 
Di, (RS) = D>) Di,(R)Di, CS) 
即 l 
Di(RS) = Di(R)Di(S) (7. 3. 8) 
即 相继 进行 两 次 变换 RS 所 相应 的 矩阵 Di(CRS) 等 于 变换 RR 和 S 相应 的 矩阵 
D:(R) 和 DCS) 之 积 . 
(2) 与 恒 等 变 换 ( 记 为 e) 对 应 的 矩阵 为 单位 矩阵 ( 记 为 ,Di'(e) 二 I 因为 按 恒 
等 变换 定义 ,eR= R, 而 按 式 (7. 3. 8) 9 
Di(eR) = Di(e)Di(R) = DCR) 
所 以 
Di(e) 二 DiCR)DICR)- = 工 (单位 矩阵 ) (7. 3.9) 


Q@ 若 群 元 素 用 连续 变化 的 参数 来 描述 (如 转动 群 用 三 个 Euler ,8,y 角 来 描述 ) , 则 Di CR) 可 表示 成 参 
量 的 函数 [如 Di, (a,B,7)J. 
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(3) 设 尺 之 闭 变 换 为 尺 -1, 即 RR-! 一 e. 按 式 (7.3.8), 有 
DCR)DCOR-) = Di(e)=I 
所 以 
Di(R1) = Di(R) (7. 3. 10) 
即 与 逆 变 换 R 对 应 的 矩阵 疡 CR-1) 是 Di(R) 的 逆 和 矩阵 Di(R)-!. 

这 样 ,我 们 就 证 明了 和 矩阵 的 集合 Di(R) 本 身 也 构成 一 个 群 ,而 且 它 们 与 体系 的 
对 称 性 变换 群 有 同 态 (holomorphic) 的 对 应 关系 ,所 以 构成 对 称 性 群 的 一 个 表示 
(fi 维 ). 

oh gate da 体系 的 


Ryi = pa (Rs v=1,2,.,f; (7. 3.11) 
我 们 称 局 于 能 级 2 从 过 过时 和 的 不 可 约 下 Dd > 


oo 0 0 0。 。 0。 。0 ¢« 。 。0 »。 


成 体 订 的 一 个 i 
出 比 可 以 看 出 ，, 汪 经典 力学 相 比 ,量子 力学 更 适合 于 利用 体系 的 对 区 性 来 处 理 


oo 0 0。。 
EEC 全 
站 
oe 0 00». 
站 信人 


在 7.2 节 中 已 指出 ,物理 学 中 通常 磁 到 的 对 称 性 变换 ( 除 时 间 反 演 外 ) ,包括 一 
切 连 续 的 对 称 性 变换 , 均 为 么 正 变换 ,因此 相应 的 群 表示 均 为 么 正 表示 . 这 就 保证 
了 在 这 些 变换 下 波 函数 的 正 交 归 一 性 不 改变 . 


反 过 来 说 ,假设 在 变换 前 能 量 本 征 态 是 正 交 归 一 化 的 


(fi ,fi) = 6, (7. 3. 12) 
在 经 过 变换 尺 后 ,y->y 二 Ry, 如 要 求 
(Ryi, Ryi) = 6,, (7. 3. 13) 
仍然 成 立 , 即 
Ds (R)Di, (R) (gi ,gh) = 6,, 
2D: (RD (R) = 2D% RD, (R) = 6 
所 以 
Di(R)+ Di(R)=I (7. 3. 14) 
即 要 求 产 (CR) 为 么 正 表示 . 


按照 群 的 不 等 价 的 不 可 约 表示 的 正 交 归 一 性 定理 ( 见 附录 B. 3. 2), 可 以 证 明 
。 279 。 


下 列 正 交 性 定理 : 


(op) dC (7.3.15) 
其 中 C, 不 依赖 于 “ 磁 量 子 数 ", 入 
证 明 
(£8i) 一 (RAR87) 一 Di (R)DY, (R) Cgi, $i) 
ap 
等 式 两 边 对 所 有 群 元 素 尺 求 和 (在 连续 群情 况 则 为 积分 )， 
(fsb) 27 = 2 [DDS (RD (R) (作曲 ) 
R op R 
利用 附录 B. 3. 2 中 定理 2， 


2 5 da 
正式 二 光一 > (gs) = Se Sy, $i) 5 
ap fi fi R R 


因此 
(pst) = 08.C; 
其 中 
fi 
a > (gf, 
不 依赖 于 磁 量子 数 ， 


7.3.2 简 并 态 的 标记 , 子 群 链 


在 讲 一 般 原则 之 前 , 先 讲 一 个 具体 的 例子 . 在 6. 1 节 中 已 讲 过 ,一 个 体系 的 角 
动量 (J ,J:) 的 共同 本 征 态 yim ,在 空间 旋转 有 Cap， 7) 下 (op,7 为 Euler 角 ) 


R(a,B,Y) ym 一 27 Di Ca,B,Y) fim (7. 3. 16) 
若 限 制 尺 为 只 是 绕 z 轴 的 旋转 (转角 为 p) , 则 
Disn (9,0,0) = exp(— img) Om (7. 3. 17) 
即 转动 群 的 矩阵 表示 化 为 对 角 甜 阵 
ijp 
E ei Dep 
Di’(g,0,0) = (7. 3. 18) 
ew 


用 群 表 示 的 语言 来 讲 , 式 (7. 3. 16) 的 意思 就 是 : (2; 十 ]) 个 态 yy Cm 二 j,j 一 1,…， 

一 7) ,在 空间 旋转 尺 下 按照 转动 群 的 (2; 十 1) 维 不 可 约 表示 Di’ (R) 变 换 , 它 们 有 一 

个 共同 的 量子 数 j ,就 是 转动 群 SO 的 不 可 约 表示 的 标记 . 但 如 局 限于 绕 = 轴 的 旋 

转 一 一 它们 构成 SO; 群 的 一 个 子 群 SO; , 则 D’ 也 是 子 群 SO; 的 表示 . 式 (7. 3. 18) 

表明 ,原来 的 SO 群 的 不 可 约 表示 将 变 成 可 约 化 的 . 由 于 SO* 是 一 个 Abel 群 ,而 
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Abel 群 的 不 可 约 表示 只 能 是 一 维 的 . 与 旋转 p 角 的 变换 相应 的 SO, 群 的 不 可 约 表 
示 为 e ”, 用 m 来 标记 . (对 于 Abel 群 SO, ,其 Casimir 算 子 就 是 SO; 的 惟一 的 无 


穷 小 算 子 了 .一 一 过 > ,SO, 的 不 可 约 表示 e- 闻 就 是 用 这 个 Casimir 算 子 L, 的 本 
征 值 2( 有 来 标记 . ) 这 个 m 正 是 区 分 诸 简 并 态 必 的 磁 量子 数 . 


一 般 来 讲 , 设 光 为 群 G 的 一 个 子 群 , Di(g;) 是 G 的 一 个 不 可 约 表示 (g;€ 0). 
车 限制 g; Ep 即 只 限于 子 群 交 中 的 元 素 ,此 时 虽然 Di (gi) 也 是 群 光 的 一 个 表示 ， 
但 表示 一 般 是 可 约 的 [ 即 可 以 经 过 一 个 相似 变换 ,使 D'(g,) (g;€ 办 变 成 块 对 角形 
式 ] 经 过 约 化 之 后 ,可 以 化 为 子 群 光 的 若干 个 不 可 约 表示 的 直 和 


Di = Sand’ (7. 3. 19) 
k 


dt 是 子 群 光 的 一 个 不 可 约 表示 ,ax 表示 约 化 时 出 现 的 次 数 0. 这 样 我 们 就 找到 
了 另 一 个 量子 数 &, 它 是 子 群 光 的 一 个 不 可 约 表示 的 标记 . 在 量子 力学 中 就 可 以 用 
& 来 区 分 属于 群 G 的 不 可 约 表 示 D’ 的 某 些 简 并 态 . 

量子 力学 中 在 能 级 有 简 并 的 情况 下 ,通常 是 选择 一 组 守恒 量 完全 集 来 标定 诸 
简 并 态 . 以 中 心力 场 中 无 自 旋 粒 子 为 例 , 通 常 选用 守恒 量 完全 集 ( 五 , 忆 ,2) 的 共同 
本 征 态 加 来 标记 能 级 下 。 的 各 简 并 态 . 用 群 表示 论 的 语言 来 讲 ,量子 数 ! 就 是 体 
系 的 对 称 性 群 SO; 的 2 十 1 维 不 可 约 表示 D' 的 标记 ,也 是 SO; 群 的 Casimir 算 子 
BP 的 本 征 值 ( 取 友 二 1)4(L 十 1) 的 标记 . 区 别 各 简 并 态 的 磁 量 子 数 m 则 是 SOs 的 子 
群 SO; 的 不 可 约 表示 的 标记 ,也 是 SO* 的 Casimir 算 子 4, 的 本 征 值 (m) 的 标记 . 所 
中 


7.3.3 广大 交 给 诡计 
这 一 节 可 以 认为 是 转动 变换 下 的 不 可 约 张 量 概念 的 推广 (参阅 6. 3 节 ). 
1. 标量 的 矩阵 元 


设 算 符 下 在 对 称 性 变换 R 之 下 具有 不 变性 , 即 对 于 所 有 RR, 有 RFR- 1! 二 下 ,或 
[F,R]=0 (7. 3. 20) 
则 称 下 为 变换 R 下 的 标量 算 子 . (例如 ,Lie 群 的 Casimir 算 符 就 具有 此 性 质 . ) 
定理 3 在 对 称 性 群 的 不 可 约 表示 的 基 矢 之 间 , 标 量 算 符 下 的 矩阵 元 为 


@ 按 附录 B. 4. 2, 式 (B. 4. 11)， 
a 一 二 D nox* (OX (p) 
e 
nw 表示 子 群 光 所 含 元 素 的 数目 ,o 标 记 光 的 一 个 类 ,包含 nm 个 元 素 ,X 是 特征 标 . 
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(gi,F$i) = 53wF， .07.3.21) 
即 F 的 矩阵 元 对 于 “量子 数 ” 和 j 是 对 角 化 的 ,并 且 不 依赖 于 “ 磁 量 子 数 (wy)” 
在 证 明 此 定理 之 前 , 先 举 大 家 熟知 的 两 个 例子 . 
例 1 对 于 空间 转动 群 ,其 Casimir 算 子 产 在 (27 十 1) 维 不 可 约 表示 的 基 矢 如 之 间 的 矩阵 
元 (= 了) 为 
fy 9? fim) = jC 1) 07; drm 
例 2 中心 势 场 VC>) 是 空间 转动 下 的 标量 . 它 在 粒子 态 pm 一 Ro (7) YY (0,9) 之 间 的 
矩阵 元 
Cg tm’ VOD fim) = CR VO Rs ) dr rim 
证 明 
利用 式 (7. 3. 20) 
RF#$i = FR#i = FD CR) 骨 一 2Dh. (R)Fg; 
即 Fy’ 按照 对 称 性 群 的 不 可 约 表示 六 变换 ， 因此 可 以 令 
Fy = © 
利用 定理 2( 正 交 性 关系 ) ,可 得 
(0) 一 bi dF 
亦 即 
(gs Fgi) = 07 dF: 
下 不 依赖 于 “ 磁 量子 数 ”. 
定理 3 lh 人 并 且 “ 磁 


2 ee 


设 有 一 组 算 符 (g==1,2,…, 户 ) ,在 变换 尺 下 具有 下 列 性 质 ， 
RTAR-1 = 2D%, (R)TS (7. 3. 22) 
D(R) 是 对 称 性 群 的 一 个 不 可 约 表 示 , 则 称 7 是 变换 RR 下 的 一 组 不 可 约 张 量 (ir- 
reducible tensor). 关于 不 可 约 张 量 的 矩阵 元 ,有 一 个 重要 的 定理 Wigner-Eck- 
art 定量 . 在 讲述 此 定理 之 前 , 先 介 绍 一 个 群 的 两 个 不 可 约 表示 的 直 积 及 其 约 化 的 
概念 ,量子 力学 中 的 跃迁 选择 定 则 与 此 密切 相关 . 
试 分 析 Tygi 的 变换 性 质 . 
RTSg; =RTIR™ Rg = DD RIDY PDL, RW 


= CD (RD, RIT 
gr 

= 2 LDR) X DCR) wm TY gy (7. 3. 23) 
ar 员 
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其 中 D(R) XD’(R) 是 两 个 不 可 约 表 示 ( 和 矩阵 )D:(R) 与 D'(R) 的 直 积 (参阅 附录 
B. 5. 1). 可 以 证 明 , 它 也 是 对 称 性 群 的 一 个 表示 . 但 一 般 言 之 , 直 积 表示 DXD’ 是 
可 约 的 . 所 以 可 以 把 T%8z 重新 线性 到 加 ,使 之 荷载 对 称 性 群 的 若干 个 不 可 约 表示 ， 
即 Dx Di 可 以 约 化 成 若干 个 不 可 约 表示 的 直 和 

D: xD = DlaD!’ (7. 3. 24) 


1 
w 是 不 可 约 表 示 D' 出 现 的 次 数 . 式 (7. 3. 24) 称 为 Clebsch-Gordan 系列 . 如 w 委 1， 
即 约 化 后 每 一 个 不 可 约 表示 最 多 可 能 出 现 一 次 ,这 种 群 称 为 简单 可 约 (simply re- 
ducible) 群 . 转动 群 SO; 就 是 一 个 简单 可 约 群 . 这 是 在 角 动 量 耦 合理 论 中 已 经 知道 
的 结论 :两 个 角 动 量 广 与 j; 耦合 成 总 角 动 量 J 一 疡 十 7 时 ， 

了 一 | 记 一 产 | ,| 六 一 疡 | 十 1 十 72) 


ee 


Di x Di = > D (7. 3. 25) 
J= | 71 -i 
两 个 角 动 量 的 相合 问题 ,就 是 转动 本 的 两 个 不 可 约 表 示 的 直 积 的 约 化 问题 
设 对 称 性 群 的 不 可 约 表示 D: 出 现在 D*X Di 直 积 约 化 的 Clebsch-Gordan 系 
列 (7.3.24) 中 , 即 a; 关 0, 则 由 式 (7. 3. 23) 和 定理 2[ 式 (7. 3.15)], 可 知 矩 阵 元 (yi， 
T%4!) 可 能 不 为 0, 这 里 jj 是 张 开 不 可 约 表示 Di 的 基 矢 . 反之 ,车 a; 二 0, 即 Di 不 
出 现在 直 积 D*XDi 的 Clebsch-Cordan 约 化 系列 中 , 则 必然 
(gy, Tspi) =0 (7. 3. 26) 
这 就 是 选择 定 则 (selection rule) 在 群 表示 论 中 的 表述 . 在 量子 力学 中 ,车 7T* 代表 
导致 体系 唉 迁 的 相互 作用 张 量 算 符 , 在 一 级 微 扰 论 中 ,ys,T%8i) 代 表 从 初 态 左 到 
未 态 yi 的 跃迁 幅度 (transition amplitude). 当 式 (7. 3. 26) 成 立时 ,这 种 量子 跃迁 是 
楚 戒 的 (forbidden). 
实际 物理 问题 中 ,导致 跃迁 的 相互 作用 算 符 本 身 并 不 一 定 是 一 个 不 可 约 张 量 ， 


TO pe 
四 
其 中 CQ 是 按 对 称 性 群 的 不 可 约 表示 D* 变换 的 张 量 ,此 时 可 以 在 不 同 的 物理 条 件 
下 分 别 考 虑 式 (7. 3. 27) 中 的 不 同 项 所 相应 的 跃迁 选择 定 则 . 


3， Wigner-Eckart 定理 ,分 支 比 


按 上 面 的 分 析 , 按 照 对 称 性 群 的 不 可 约 表示 D* 变换 的 不 可 约 张 量 算 符 Ts(g 

二 1,2,…, 所) ,对 张 开 不 可 约 表示 产 的 基 矢 巡 (A 一 1,2，… 方 ) 运 算 后 ,所 得 的 

fif; 个 态 Tspi, 就 张 开 群 的 一 个 直 积 表 示 D* X D’ ,此 表示 一 般 是 可 约 的 . 因此 可 

以 把 这 fif; 个 态 Tspi 重新 线性 组 合 ,用 以 荷载 对 称 性 群 的 若干 个 不 可 约 表示 . 设 
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@ = Dpgjp| i Tg; (y= 1,2,.,f,) (7. 3. 28) 
按照 不 可 约 表示 D' 变换 ,D 是 出 现在 D*XD; 的 Clebsch-Gordan 系列 (7. 3. 24) 
中 的 一 个 不 可 约 表示 . 这 里 为 了 简单 ,只 讨论 简单 可 约 情况 (a/ 志 1). 式 (7. 3. 28) 中 
的 组 合 系数 (kgqjy| LY) 称 为 Clebsch-Gordan 系数 . 式 (7. 3. 29) 之 道 可 表示 为 
Tigi = >) (ly | hgjp)®, 人 十 的 
因此 
(fs Tig) = Dy | hgjp) (i,@) 
按 定理 2[ 见 式 (7. 3. 15)] 
上 式 = 2 Uy | hajp)8rdsC: = (i | kgjp)C; (7. 3. 30) 


C; 不 依赖 于 “ 磁 量 子 数 ”. 上 起 表示 不 可 约 张 量 算 符 1 的 矩阵 元 (4 ,Tiqi) 对 磁 量 
子 数 的 依赖 ， 完全 寄托 在 Clebsch-Gordan 系数 (iv| kgju) 上 . 这 就 是 Wigner-Eckart 
定理 . 此 定理 在 原子 和 分 子 物理 , 核 物 理 和 粒子 物理 中 有 广泛 的 应 用 . 


7.4 ”能 级 简 并 度 与 对 称 性 的 关系 
7.4.1 一 般 讨 论 


量子 体系 的 能 级 常 出 现 简 并 , 即 对 应 于 某 一 个 能 量 本 征 值 ,存在 不 止 一 个 能 量 
本 征 态 . 卷 ,3. Se 


a cc exp(ip 。 r/#) ol = EE, 

都 是 能 量 本 征 态 . p 的 大 小 |p| 虽 已 确定 ， 0 a 
和 空间 均匀 性 ) 有 密切 关系 . 又 例如 ,_ 般 的 中 心 et 
般 是 简 并 的 . 它 的 能 级 E, ,依赖 于 径 向 量子 数 n, 和 角 动 量 量子 数 1, 但 与 磁 量子 数 
m 无 关 (m 二 7,7 一 1,…, 一 ), 简 并 度 为 (21 十 1). 这 种 简 并 性 与 中 心力 场 的 几何 对 

称 性 (空间 各 向 同性 ) 密 切 相关 . 
. 这 里 自然 会 提出 两 个 问题 : 
(1) 能 级 出 现 简 并 是 否 表明 体系 就 有 某 种 对 称 性 ? 
(2) 量 子 体 级 的 对 称 性 是 否 一 定 导致 能 级 简 并 ? 


@ 车 组 合 系数 选 为 实数 , 则 (07 | kgqjy) 二 (kgqjn | 17). 转动 群 中 的 两 个 角 动量 耦合 的 Clebsch-Gordan 系 
数 就 选 为 实数 . 
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对 于 第 一 个 问题 , Messiah 书 中 2 提 到 : “能 级 的 简 并 度 几 乎 总 是 与 Hamilton 
量 的 某 种 对 称 性 相 联系 . ”对 于 “几乎 ”的 含义 , 书 中 未 明确 指出 ,可 能 是 考虑 到 能 级 
的 “偶然 简 并 ” 问题 . 所 谓 “ 偶 然 简 并 ”(accidental degeneracy) ,往往 是 指 Hamilton 
量 中 某 些 参量 (如 电场 或 磁场 强度 . 势 场 的 某 些 参 量 等 ) 的 变化 所 引起 的 , 即 当 这 些 
参量 取 某 些 特殊 值 时 ,本 来 不 简 并 的 两 条 能 级 发 生 交叉 的 情况 . 这 种 简 并 与 体系 的 
ee , 故 称 为 “偶然 简 并 ” 但 应 着 重 指出 ， ee 


例如 os i ed 一 般 中 心力 
场 中 粒子 能 级 的 简 并 度 ,这 并 不 是 偶然 的 ,而 是 它们 具有 比 一 般 中 心力 场 更 高 的 动 
力学 对 称 性 的 反映 ( 见 8. 1 节 ,8.2 节 ). 此 外 ,还 有 一 些 简 并 ,表面 上 一 看 ,似乎 是 
由 于 某 些 参数 取 某 些 特殊 值 时 才 出 现 的 简 并 ,但 事实 上 是 一 种 系统 出 现 的 简 并 . 如 
果 仍 然 称 之 为 “偶然 简 并 ”, 看 来 是 不 恰当 的 . 正如 Elliott 指出 @， 系统 地 出 现 某 种 
简 并 ， 人 


ee 宇 称 为 守恒 量 ) ,但 其 能 级 是 不 简 并 的 . 试问 : 什 
么 样 的 对 称 性 才能 导致 简 并 ? 

按照 群 表示 理论 ,一 个 Abel 群 的 不 可 约 表示 必 为 一 维 表示 . 因此 ,车 一 个 体系 
的 全 部 对 称 性 群 为 Abel 群 ( 即 不 存在 对 称 性 变换 群 为 非 Abel 群 ) , 则 能 级 不 会 出 
现 简 并 . 例如 ,一 维 谐振 子 的 对 称 性 群 即 空间 反射 群 ,是 一 个 二 阶 群 (包含 两 个 元 ， 
素 , 即 恒 等 变换 和 空间 反射 ) ,为 Abel 群 ,此 外 不 存在 其 他 非 Abel 对 称 性 群 ,所 以 
能 级 是 不 简 并 的 . 反之 , 若 体系 有 一 个 对 称 性 群 是 非 Abel 群 , 则 能 级 一 般 说 来 是 答 
并 的 . 例如 ,一 般 中 心力 场 中 的 粒子 ,对 称 性 群 为 三 维 旋转 群 50, , 它 是 非 Abel 群 ， 
它 的 3 个 无 穷 小 算 符 ( 即 角 动量 的 3 个 分 量 ) 彼 此 不 对 易 . 因此 其 能 级 ( 除 /=0 外 ) 
是 简 并 的 , 简 并 度 为 (27 十 1) , 即 SO 群 不 可 约 表示 的 维 数 . 

量子 力学 中 有 一 条 定理 ,可 用 以 判断 体系 能 级 是 否 会 出 现 简 并 ( 卷 1,5. 1 节 ). 
定理 说 : nh i Hj=0, I Hj=0, 


0 0 0 0 0 0 0 .0 。 。0 。 。 。 。 。 


i | et 性 变换 群 如 为 非 
Abel 的 Lie 群 , 则 其 无 穷 小 算 符 ( 均 为 守恒 量 ) 一 般 是 不 对 易 的 ,因而 一 般 会 出 现 
简 并 . 


© A. Messiah,Quantum Mechanics (North-Holland Publishing Co,1961). 
©® J. P. ElliottandP. G. Dawber,Symmetry in Physics, Vol. 1,Principlesand Simple Applications 
(MacMillan Press,1979). 
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例 1 Stark 效应 . 
考虑 碱 金属 原子 的 价 电子 ( 荷 电 一 e) 在 屏蔽 Coulomb 场 VCr) (来 自 原 子 核 提供 的 纯 Cou- 
lomb 场 以 及 内 层 满 壳 电 子 的 贡献 ) 中 运动 (具有 SO; 对 称 性 ). 当 加 上 沿 = 轴 方 向 的 均匀 外 电场 
& 时 ,Hamilton 量 表 示 为 
五 一刀 十 VCD 十 ckz (7.4.1) 
J 


SO: 对 称 性 被 破坏 ,但 体系 仍 具 有 绕 z 轴 的 旋转 不 变性 , 即 绕 定 轴 的 旋转 群 (SO; ) ,是 一 个 Abel 
群 . 乍 一 看 来 ,电子 能 级 的 简 并 将 被 全 部 解除 . 但 SO* 并 未 完全 概括 体系 的 全 部 对 称 性 , 因为 体 
系 还 有 镜像 反射 对 称 性 (镜像 面包 含 = 轴 在 内 ,如 yz,zz 平面 ), 即 or 与 cx (镜像 反射 ) 是 对 称 性 
操作 
人 (7.4.2) 
Oz :YY>— YT> I 
显然 [oy ,Hj] 二 0, [os ,可 一 0. 但 [co ,7 ] 关 0, [ow ,1j 关 0,1. 是 绕 z 轴 旋 转 的 SO; 群 的 无 穷 小 
算 符 , 包括 c= 和 cz= 在 内 的 绕 z 轴 的 旋转 群 ,是 一 个 非 Abel 群 ,因而 能 级 出 现 二 重 简 并 . 
例 2 Zeeman 效应 . 
同上 例 , 但 电场 换 为 磁场 , 即 加 上 沿 = 轴 方 1 B, 此 时 
H= 人 十 S 可 (2 十 昂 ) 十 VCr) (7.4.3) 
er i . 仍 为 守恒 量 .但 [oy .Hj 关 0, Low ,天 
0, 因 为 在 或 的 运算 下 [ 见 式 (7.4.2)],1. 一 一 法 (z 闻 一 y 产 ) 一 一 4. 所 以 镜像 反射 对 称 


* a 0 0 。0 »， 


性 被 破坏 . 因此 ,体系 的 对 称 性 群 只 是 Abel 群 SO， ,因而 能 级 简 并 完全 解除 ,能 级 一 Em ,能 
量 将 依赖 于 磁 量子 数 办 


7.4.2 二 维 势 阱 中 粒子 能 级 的 简 并 性 
1. 一 般 二 维 中 心 势 
采用 极 坐 标 , 二 维 中 心 势 VCp) 中 粒子 的 Schrodinger 方程 为 | 
Hy = |— 和 (全 + 广 郑 VD jp 一 Ey (7. 4. 4) 


2 p ao( ap 
显然 , 角 动 量 1. 一 一 法 (z 部 一 > 站) 一 一 过 攻 是 守恒 量 ， 
[HJ=0 
通常 选择 ( 互 ,/.) 为 对 易 守 恒 量 完全 集 , 在 坐标 表象 中 其 共同 本 征 态 为 
Woyp) cc 及 Co)ez?， M 一 0, 士 1, 士 2,…: (7. 4. 5) 

RCp) 满 足下 列 径 向 方程 : 

-十 ld。d 

全 JR(W = 正人) (7.4.6) 


根据 , 即 可 求 出 能 量 本 征 值 E. 但 不 用 进行 
具体 计算 即 可 判断 能 级 必 有 简 并 , 因为 式 (7. 4. 6) 中 只 出 现 刀 ,能 级 已 对 士 | 和 | 必 
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定 是 简 并 的 . 因此 ,一 - 般 二 维 中 心 势 阱 中 粒子 的 束缚 态 是 二 重 简 并 的 (基态 m 一 0 
除外 ). 

乍 一 看 来 ,二 维 中 心 势 的 对 称 性 群 似乎 是 绕 = 轴 的 旋转 群 SO; (是 一 个 Abel 
群 ), 能 级 似 应 无 简 并 ,但 这 是 不 全 面 的 . 因为 体系 还 有 镜像 反射 对 称 性 [ 见 式 
(7.4.2)], 可 以 证 明 oy 和 和 a, 均 为 守恒 量 , 即 


[ow sH]= [os,Hl=0 (7.4.7) 
但 ox 和 cz= 与 守恒 量 [一 zz 一 yzD- 不 对 易 9 
[Lowy] 关 0,[ow po] 天 0 (7. 4. 8) 


因此 能 级 出 现 简 并 . 体系 的 对 称 变换 ,除了 SO; 外 ,还 包含 空间 反射 . 
练习 1 试 分 析 二 维 无 限 深 圆 方 势 阱 中 粒子 能 级 的 简 并 度 . 
jy = ho pa 
V(p) = Ce : 
练习 2 二 维 无 限 深 方 势 阱 


0, 0<7zy<a 
V(z,y) = 全 其 他 区 域 
. 粒子 能 级 为 
En,n, = 2 (人 十 邓 ) 一 2 
12 一 于 十 姑 
nz ony 一 1,2,3.… (7. 4.9) 
波 函数 为 


Wo CX»y) 一 之 sin (于 ) sin (SEy ) 
试 分 析 能 级 的 简 并 度 . 能 级 简 并 度 可 否 大 于 一 般 二 维 中 心 势 ? 如 何 理解 其 对 称 性 ? 
提示 


2 
ar 及 /于 本 广 ( 简 并 度 ) 
MQ 
(1,1) 2 1 
(1,2) 5 2 
(1,7) 二 
(5,5) 
(1,8) 
l 5 4 
(1,18) 
(6,17) 325 6 
(10,15) 
(4,33) 
(9,32) 
5 8 
(12,31) Ee 
(23,24) 


一 一 一 一 -一 -一 -一 
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2. 二 维 谐振 子 
二 维 谐振 子 势 
到 Fuekr? + wy’) (7.4.10) 
中 粒子 的 能 级 是 众 所 熟 知 的 , 即 
En, 一 (二 十 于 ) 和 十 (本 十 到) 和 ， 


nzsny = 0,1,2," (7.4.11) 


ss .0 0 so 。 。 


wz = wo ll 一 s) 


(7. 4. 12) 
wy 二 oo(1 十 e) 
其 逆 为 
wo 一 去 Cs 十 wy) 
(7.4.13) 
一 从 -一 全 
wy 十 oz 


wo 表示 振子 的 平均 强度 ,e 表示 形变 度 ,e 王 0 表示 各 向 同性 (w, 一 w,). 能 级 公式 
(7.4.11) 可 改写 为 
Es, = (ns tn Dwo — (ns — ns)efhw (7.4.14) 
对 于 各 向 同性 二 维 谐振 子 (w. 王 wy 一 oo) 
E=E,= (nt1)fwo 
n= nz 二 ny (7. 4. 15) 
nzsnyn = 0,1,2,° 
它 只 依赖 于 量子 数 m 与 2 的 一 种 特殊 组 合 ， 即 2 十 2 一 2. 这 是 振子 强度 w, 二 ww， 
所 导致 的 . 对 于 给 定 能 级 ( 即 给 定 nw)， 
nz =nn—1l,n—2,.,0 
相应 
ny = 0,1,2,°,n 
即 有 (Cn 十 了 ) 个 量子 态 ya, ,所 以 能 级 E, 的 简 并 度 为 
fr= n+1), n=0,1,2,. (7. 4. 16) 
它 比 一 般 二 维 中 心 势 阱 VCp) 的 能 级 简 并 度 ( 二 2) 高 一 些 . 这 反映 出 二 维 各 向 同性 
谐振 子 势 的 对 称 性 Us 高 于 一 般 的 二 维 中 心 势 (Us 卫 0;), 是 各 向 同性 谐振 子 势 
[VCp)ocp ] 所 特有 的 一 种 动力 学 对 称 性 ( 见 8. 3 节 ). 
设 二 维 谐振 子 势 
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Le (7. 4.17) 


wy 5b 
a6 为 整数 ,a/6 为 既 约 分 数 , 则 能 级 也 会 出 现 简 并 . 特别 是 当 a/6 为 简单 分 数 (如 


a/6=1/1,1/2,2/3,…) 时 ,在 低 激 发 谱 中 就 会 出 现 简 并 . 下 面 以 a/5=1/2 为 例 来 
说 明 . 此 时 按 式 (7. 4. 13),e 王 1/3, 而 能 级 


-$e tm te $e 


(7. 4. 18) 
n =n 二 2n,y 一 0, 1 2，… 
对 于 给 定 能 级 ( 即 给 定 n) ,可 证 明 其 简 并 度 为 
上 e+9， n 偶 
2 (7. 4. 19) 


| 于 e+D， n 奇 


表 7. 1 中 给 出 较 低 的 几 条 能 级 的 简 并 量子 态 . 设 粒 子 自 旋 为 1/2, 则 粒子 遵守 
Pauli 原理 ,从 最 低能 级 开始 填充 ,一 直到 填 满 第 ”能 级 ,形成 满 壳 结构 , 它 所 包含 


的 粒子 数 为 2 > 广 , 习惯 上 称 之 为 幻 数 (magic number) , 见 表 7. 1 最 后 一 列 


表 7.1 w/w 一 1/2 二 维 谐振 子 的 能 级 简 并 度 与 过 结构 


n=ns+2n, 已 /io 简 并 态 (mesos) 广 。 幻 数 人 > £.) 
0 1 (00) 1 2 
1 5/3 (10) 1 4 
2 7/3 (20), (01) 2 8 
3 3 (30), (11) 2 12 
4 11/3 (40), (21), (02) 3 18 
5 13/3 (50),(31),(12) 3 24 
6 5 (60) ,C41), (22), (03) 4 32 
有 17/3 (70), (51), (32), (13) 4 40 


能 级 和 壳 结 构 随 形变 度 s 的 变化 , 见 图 7. 3. 可 以 看 出 , 当 w/w, 王 1,1/2， 
2/3,… 简 单 分 数 时 , 低 激发 谱 中 就 出 现 能 级 集束 (bundling) 现 象 ,或 者 说 ,能 级 分 
布 出 现 很 不 均匀 的 现象 , 即 出 现 壳 结 构 (shell structure). 在 w/w, 二 1( 各 向 同性 
一 0) 时 ,能 级 简 并 度 最 大 ,能 级 集束 最 明显 . 
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os 


7.3 二 维 谐振 子 势 中 粒子 能 级 


7.4.3 轴 对 称 变形 势 


一 般 的 轴 对 称 变形 势 VCp,z) (不 依赖 于 p 角 ) 具 有 绕 = 轴 的 旋转 不 变性 以 及 
Zy 平面 内 的 反射 不 变性 (O* 对 称 性 ) ,粒子 能 量 本 征 态 可 以 取 为 /. 的 本 征 态 , 即 


WoyPpyz) = R(p,z)e””, 7 一 0, 士 1, 士 2,… (7. 4. 20) 
R(p,z) 满 足 
Fr/l 9 9 2 a2 
= ad 基本 计 天 上 十 VDjRoa = ER (Co,z) 
(7. 4. 21) 


能 量 本 征 值 不 依赖 于 m 的 正 负 号 ,所 以 与 一 般 二 维 中 心 势 V(p) 相 同 ,一 般 的 轴 对 


Vp,z) = Vi(p) + Vi(z) (7. 4. 22) 
则 波 函 数 RCp,z) 三 有 (0) fa(z). 如 Vs(z) 的 参数 与 Vi(o) 的 参数 没有 什么 关系 , 则 
能 级 简 并 度 与 二 维 中 心 势 Vi(p) 的 能 级 相同 . 

在 二 原子 分 子 和 稳定 变形 原子 核 的 理论 中 ,常用 到 轴 对 称 变形 势 Q. 下 面 讨论 
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轴 对 称 变形 谐振 子 势 (wz wy Ee )， 


V(Gzyyz) 一 总 po (十 ) 十 广 poe? (7. 4. 23) 


本 (n+ 二 hw (7. 4. 24) 


n= nn, 
10z 972y 9 72972= 一 0， 5 2 


车 wi /w 一 无 理 数 , 则 能 级 简 并 度 与 二 维 各 向 同性 江 振 子 执 相 同 . 但 当 


人 


bl (7. 4. 25) 


(a/5 为 既 约 分 数 ,a、2 为 整数 ) 时 ,就 会 出 现 新 的 简 并 . 当 a/5 二 1 : 1, 即 三 维 各 向 
同性 谐振 子 , 它 具有 上 比 一 般 中 心力 场 更 高 的 对 称 性 (SUs ) ,这 将 于 第 8 章 中 讨论 . 
为 讨论 方便 , 令 


w1 一 (1 十 可 sjun ， dz 一 (1 一 二 ju (7. 4. 26) 
其 逆 表 示 式 为 
wo 二 二 A (7. 4. 27) 
3 2w 十 oz 


wo 是 振子 平均 强度 9E 表示 形变 . 一 0(w1 一 ow") 表 示 球 形 谐振 子 ,s 盖 0(w， os) 表 
示 长 椭 球 (prolate) 变 形 ,s<<0 表示 偏 覃 球 Coblate) 变形. 
下 面 稍 仔细 讨论 一 下 wi /w; 二 2: 1(e 二 0.6) 情 况 下 能 级 的 简 并 度 . 此 时 , 式 
(7.4, 24) 化 为 
EF= Ey= (N++5/2)tw, /2 
N = 2n+n, (7. 4. 28) 
nzsnsN = 0,1,2,.: 
对 给 定 能 级 Exw ,有 
nz 一 NN 一 2,…,1GOV 奇 ) 或 0CON 偶 ) 


0 Tye, 于 -或 人 (7.4.29) 


而 对 于 给 定 2, 有 (十 1) 个 (nz,zy), 因 此 En 能 级 的 简 并 度 为 


1 [CN 十 2CN 二 4)，NN 偶 
一 1) 一 二 7. 4. 30 
fn 2 FD es N 奇 , 


表 7. 2 给 出 较 低 几 条 能 级 的 简 并 度 以 及 相应 的 “ 幻 数 ”( 设 粒子 自 旋 为 1/2). 
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表 7.2 长 短 轴 比 %, /w. 一 2: 1 的 轴 对 称 谐振 子 势 的 简 并 度 与 壳 结构 ( 见 图 7. 4) 


N 
N(nns) 2fn( 计 及 自 旋 ) 幻 数 (2>) 广 ) 
z 一 0 
0 (00) 2 2 
1 (01) 2 4 
2 (02),(10) 6 10 
3 (03),(11) 6 16 
4 (04),(12),(20) 12 28 
5 (05),(13),(21) 12 40 
6 (06),(14),(22),(30) 20 60 
7 (07),(15),(23),(31) 20 80 
AS 
CN 
NARS 
是 
[| 


WW) — Wy 


-0.75 Er 0.6 0.86 


图 7.4 轴 对 称 谐振 子 势 中 粒子 的 能 级 
取 自 A. Bohr and B. R. Mottelson, Nuclear Structure, Vol. JII(Benjamin,1975) ,p。592. 


7.4.4 ”能 级 简 并 性 ,过 结构 与 经 典 轨道 闭合 性 的 关系 


先 举 一 个 最 简单 的 例子 , 即 二 维 谐振 子 ,V 一 去 (molz? 十 my?). 众所周知 ， 
在 经 典 力 学 中 ,如 w/w, 二 a/6( 既 约 分 数 ), 则 轨道 是 闭合 的 ,是 一 个 周期 运动 , 角 
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频率 为 w 一 au 一 pu. 在 量子 力学 中 , 它 的 能 级 为 


下 (zy) = (nt 1/2)fiws tt Cn 1/2) fiw, (7.4.31) 
作为 (n; ,n,) 的 函数 , 易 见 
aE /9E _ 
Bn 5 = wr /wy (7. 4. 32) 


7.4.2 节 中 的 分 析 已 指出 , 当 w/w, 二 a/6( 简 单 既 约 分 数 ) 时 ,在 低 激 发 谱 中 就 会 出 
现 简 并 ,能 级 分 布 出 现 壳 结构. 例如 ,w/w 二 1( 各 向 同性 谐振 子 ) 和 w/w, 二 1/2 
时 , 低 激 发 能 级 中 就 出 现 不 同 的 壳 结构 ( 见 图 7. 3 与 表 7. 1). 轴 对 称 变形 谐振 子 势 
中 的 粒子 ,也 存在 类 似 的 能 级 过 结构 . 这 说 明 ,量子 体系 能 级 的 简 并 性 和 壳 结构 与 
经 典 轨 道 的 闭合 性 有 密切 关系 . 

以 下 来 分 析 在 中 心力 场 V(r) 中 粒子 的 能 级 简 并 性 以 及 过 结构 . 其 能 级 (束缚 
态 ) 一 般 依赖 于 角 动 量 ! 和 径 向 量子 数 n,, 即 ECn, ,0) ,但 不 依赖 于 磁 量 子 数 m. 能 
级 简 并 度 为 (2 十 1). 

试 把 已 Co, 六 看 成 量子 数 n,,l 的 解析 函数 ,在 (nm,,7) 平 面 中 某 点 (xw ,4,) 的 
邻 域 作 Taylor 展开 


Eln,,D) =E(ne ,1o) + 一 n0) () 理 v7 
1 oF EE 
下 
1 FEY ,... 
A i (7. 4. 33) 


设 Eln,,) 随 (n, ,7) 变 化 很 光滑 而 缓慢 ,作为 初步 近似 ,在 上 式 中 略 去 较 小 的 二 
次 项 ， 


ECn,,D) En slo) + Cn, — nn) (人 i (办 ) 


1 
二 常数 十 (如 ) = 十 ( 委 )/ (7. 4. 34) 
即 近 似 为 n, .i 的 线性 函数 . 设 
全 二 沽 及 (全 


其 中 a/6 为 既 约 分 数 (a,2 为 整数 ), 则 单 粒子 能 级 系 中 将 出 现 一 系列 近 简 并 的 能 
级 . 令 


(a) = ( 二 A (7. 4. 36) 


@ 这 是 对 Regge 轨迹 概念 的 推广 . 在 Regge 轨迹 概念 中 ,把 E(n, ,7) 解 析 延 拓 到 复 /平面 上 . 见 A. 
Bohr & B. R. Mottelson, Nuclear Structure, Vol. I,p. 578(Benjamin, 1975). 
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则 
Eln,,0) 一 Na4A 十 常数 
Na 一 aa 十 以 
对 于 给 定 Na ,能 级 ECn, ,7) 也 近似 给 定 . 但 对 于 给 定 的 Na, (n,, 站 还 可 以 有 各 种 
可 能 组 合 ,因此 能 级 可 能 出 现 进 一 步 简 并 ( 近 简 并 ) , 即 单 粒子 能 级 出 现 集束 (bund- 
ling) 现 象 . Ns 相同 ,但 (n,,) 不 尽 相 同 的 诸 能 级 就 构成 一 个 大 壳 , 用 Ns 来 标记 . 
相 邻 大 壳 之 间 的 间距 为 


(7. 4. 37) 


= 二 (号 ) (7. 4. 38) 


对 于 三 维 各 向 同性 谐振 子 

五 一 (27 十 /十 3/2) 和 wo 
(2): ( 弛 )=2:1 (7. 4. 39) 
此 式 对 (n,, 了 ) 平 面 上 所 有 点 都 成 立 ， 而 且 巨 对 mw 和 4 的 高 阶 微 商 均 为 0, 因此 形成 
高 度 “ 集 束 ” 现 象 ， 即 出 现 简 并 @, 相 邻 两 条 能 级 (“ 大 壳 壳 ”) 之 间 的 间距 iou 王 #o 是 常 
数 ( 能 级 为 均匀 分 布 ), Ns 二 2n, 十 ! 就 是 平常 习惯 用 的 量子 数 N 二 2n, 十 L. 

对 于 氧 原子 LV(r)== 一 k/rj， 

1 


2 
三 
一 入 Ca 十 2 十 1)2 人 
( 吕 ) (二 -1 0 


此 式 对 (n,, 中 平面 上 所 有 点 都 成 立 . Ns 二 (ni 十 四 与 平常 习惯 用 的 主 量子 数 "一 (> 
十 /十 1) 只 差 一 个 不 关 重要 的 常数 . 与 各 向 同性 谐振 子 不 同 , 氢 原子 的 相 邻 两 个 大 
壳 ( 简 并 能 级 ) 之 间 间 上 距 为 

| 
a gn, ny 十 1 十 11》 


当 w 十 />co 时 ,fiwww->0, 表 现 为 Coulomb 势 的 各 壳 层 之 间 的 间距 愈 来 傅 密 . 


7.5 ”对 称 性 在 简 并 态 微 扰 论 中 的 应 用 
7.5.1 一 般 原 则 


微 扰 论 是 应 用 量子 力学 处 理 实际 问题 中 最 常用 的 近似 方法 ,其 中 绝 大 多 数 问 
题 涉 及 简 并 态 如 何 受 到 微 扰 的 影响 . 设 体系 Hamilton 量 


0 0 0 。0 0 0 0。 0 。 。 。 


(7. 4. 42) 


@ 这 种 平面 运动 可 以 看 成 两 个 谐振 动 的 复合 ,一 个 是 径 向 ~ 的 振动 ,一 个 是 角度 0 的 转动 . 而 这 两 种 运 
动 的 周期 (频率 ) 是 可 约 的 (commensurable), 因而 运动 轨道 呈 闭 合 曲线 . 参阅 H，Goldstein, Classical Me- 
chanics ,2nd ed. , p. 94. (Addison-Wesley, Reading, Mass. , 1980). 
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H= H+H (7. 5. 1) 

五 "代表 微 扰 . 设 体系 原 来 处 于 瑟 。 的 某 简 并 能 级 ,在 计 及 微 扰 H' 之 后 ,能 级 的 简 并 
度 、 能 级 位 置 和 能 量 本 征 态 将 如 何 变化 ? 

”显然 ， 如 五 与 本 yo 则 加 上 五 后， 


ee 
ee 
ee 


ae 


简单 的 合子 

例 1 设 粒 子 处 于 一 般 中 心力 场 中 , Ho 二 pr/2p 十 V(r), 具 有 空间 旋转 (SO;) 不 变性 ,能 级 
,1 具 有 简 并 度 21 十 1. 设 理 = 一 DE(D>0, 常 数 ), 则 互 = 十 可 仍 具 有 SOs 对 称 性 . 能 级 EE,, 
不 会 分 裂 ,但 将 发 生 移动 ,E; ,一 Ei 一 DLC 十 1) 臣 .例如 ,无 限 深 球 方 势 阱 ( 见 卷 I,6. 2 节 ) 中 粒子 
的 最 低 的 几 条 能 级 瓦 ,依次 为 0s、0p、0d、1s、0f、1p、…. 当 受 到 微 扰 H' 二 一 DL? 的 作用 后 ,尽管 
每 条 能 级 都 不 分 裂 ,它们 将 下 移 AE 一 一 DL(! 十 1) 直 ,其 中 s 能 级 (! 一 0) 不 移动 ,和 0 能 级 都 会 
下 移 ,! 愈 大 的 能 级 下 降 愈 厉害 . 当 DD 足够 大 时 ,0d 能 级 就 可 能 下 降 到 lp 之 下 , 即 两 条 能 级 会 发 
生 交 叉 .但 ! 相同 的 能 级 下 降 的 幅度 相同 ,彼此 不 会 交叉 . 


例 2 各 向 同性 谐振 子 势 V(7) 一 去/putzz 中 的 粒子 ,能 级 Ex 一 CN 十 3/2) jw, N 一 2m 十 1 


7 [一 0,，1,2，……. 对 于 给 定 能 级 En,l 可 以 取 N,N 一 2,*…,0 或 1( 视 N 为 偶 或 奇 而 定 ). 这 种 l 简 
并 性 是 各 向 同性 谐振 子 势 的 动力 学 对 称 性 (SUs ) 高 于 SO; 对 称 性 的 表现 ( 见 8. 3 节 ). 能 级 简 并 


度 户 = 半 CNTDCN 十 2), 高 于 一 般 中 心力 场 中 能 级 的 简 并 度 (2 十 1). 因此 , 当 加 上 H' = 
一 ?之 后 ,SUs 对 称 性 被 破坏 ,1 简 并 性 即 被 解除 . 如 N 一 2 能 级 ,! 一 2,0, 包 含 0d 和 ls, 是 简 并 


的 (2 简 并 ). 当 加 上 H 二 一 DI? CD>0) 之 后 ,04 能 级 将 下 降 6D 刀 ,而 1s 能 级 保持 不 动 . 因此 ,N 
一 2 能 级 的 7 简 并 被 解除 ,分 裂 成 两 条 能 级 , 即 0d 和 ls 

下 面 用 群 论 的 语言 做 更 深入 的 描述 . 设 日, 的 对 称 性 群 为 Gu, 计 及 微 扰 五 后 ， 
五 一 责 " 十 五 "的 对 称 性 群 为 G. 分 两 种 情况 进行 讨论 . 

(GD) 设 G=Co, 即 互 与 互 。 具有 相同 的 对 称 性 , 则 与 万 "完全 一 样 , 瑟 的 各 能 级 
上 的 诸 简 并 态 ,都 按照 Go=G 的 不 可 约 表示 变换 ,所 以 能 级 简 并 度 不 会 发 生 改 变 ， 
即 能 级 不 会 分 裂 , 但 可 以 移动 . 当然 ,在 HH' 的 影响 下 , H。 的 不 同 能 级 的 移动 不 一 
定 相同 ,并 且 随 五 强度 变 化 (对 称 性 保持 不 变 ) ,移动 的 幅度 也 会 变化 . 此 时 可 能 出 
现下 列 情况 : 随 H 强度 增 大 , H, 的 某 些 能 级 可 能 交叉 . 在 发 生 交叉 时 ,两 能 级 将 
出 现 简 并 , 习 惯 上 称 之 为 “偶然 简 并 ”. 

但 也 可 能 出 现 如 下 情况 : 即 某 些 能 级 不 可 能 彼此 交叉 . 下 面 稍 仔细 一 点 讨论 此 
问题 . 考虑 两 条 能 级 EE 和 E; ,在 微 扰 HH' (对称 性 与 态 。 相同 ) 作 用 下 发 生 移动 . 当 
H'==Hi 时 , 它 的 两 个 本 征 值 EF 和 E; 已 相当 靠近 ,相应 的 本 征 方程 为 

DE (7.5. 2) 
(Ho Hi)ys = Ezyy 
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设 由 和 分别 按照 Go 的 彼此 等 价 的 不 可 约 表示 变换 . 现在 继续 让 变化 一 个 
小 量 v( 对 称 性 保持 不 变 , 设 w 为 实 ), 即 本 二 于 十 vw, 此 时 能 量 本 征 方程 变 为 
(Het+H tioy= Ey (7. 5. 3) 
令 
$= Ci 内 十 cz (7. 5. 4) 
代入 起 (7 5. 3) ,利用 yn 和 ys 的 正 交 归 一 性 ,得 
Eic 十 macl 十 mcs = Ec 


(7. 5. 5) 
vac! 十 下 cs 十 vercs = Ec, 
此 齐 次 方程 有 非 平庸 解 的 条 件 为 
A 二 全 
U21 E; 二 vs 一 正 
解 得 


EF= FE. 一 去 (已 十 zs 二 Ei 十 vn) 
士 VL(CE 十 zs) 一 (机 十 mi) 下 十 4 os (7. 5.7) 


相应 的 波 函 数 分 别 为 
= COS 号 四 一 Sin 0 
(7. 5. 8) 
f= sin gy 十 cos 车 Gy 
式 中 0 由 下 式 确定 : 
tang 一 |u| (7.5.9) 


(Ez v2) — (Evn) | 
如 要 求 FE 和 Es 发 生 交叉 ,就 要 求 出 现 重 根 , 即 Ei 一 E- ,这 要 求 
Etvn—E—v=0, v=0 (7. 5. 10) 
这 对 "一 五 一 瓦 是 一 个 很 苛刻 的 要 求 . 一 般 只 含有 一 个 可 调节 的 参数 (强度 参 


数 ) ,很 难 使 式 (7. 5. 10) 的 两 个 条 件 都 得 到 满足 ,因此 能 级 不 会 发 生 交叉 ,如 图 7.5 
(a) 所 示 . 但 如 yy 与 按照 G, 的 不 等 价 的 两 个 不 可 约 表示 变换 ,由 于 HH' 与 昌 。 对 
称 性 相同 ,wz 一 0 恒 成 立 , 此 时 两 能 级 发 生 交叉 是 可 能 的 ,如 图 7. 5Cb). (参阅 , 郑 
I,11.3 节 . ) 
例如 ， 对 于 上 面 例 1 的 情况 ,如 两 条 能 级 E,, 和 Ew 的 角 动量 相同 (/ = 人 )， 
则 两 条 能 级 不 会 交叉 ,而 当 /天 !( 转 动 群 的 不 可 约 表示 D' 与 D7 不 等 价 ) 两 条 能 级 
就 可 能 发 生 交叉 . 
(2) 设 本 的 对 称 性 低 于 万 。, 即 对 称 性 群 G 是 Go 的 子 群 ,GCCGv. 我 们 知道 ,一 
个 群 的 不 可 约 表示 ,也 是 它 的 子 群 的 表示 ,但 往往 是 可 约 的 , 这 样 ,在 计 及 微 扰 本 
的 影响 之 后 ,原来 属于 Ho 的 蘑 能 级 的 庄 简 并 态 所 张 开 的 G, 的 不 可 约 表示 空间 ， 
往往 会 约 化 为 群 G 的 车 干 个 不 可 约 表示 空间 , 即 原来 的 H, 的 能 级 会 分 裂 成 若干 
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已 ,加 NS J 
Bi i 
2 Ep Ce 
"强度 刀 强度 
(v2#0) (oa=0) 
{a) (b) 
图 7.5 


条 ,而 属于 分 裂 后 的 每 一 条 能 级 的 简 并 态 ( 简 并 未 完全 解除 情况 ) ,各自 张 开 群 G 
的 一 个 不 可 约 表示 空间 . 群 G 的 这 些 不 可 约 表示 空间 的 维 数 之 和 ,与 原来 H, 能 级 
的 简 并 度 相同 . 

例如 , 设 HH, 的 某 一 条 能 级 Fo 为 了 重 简 并 , 简 并 态 4 ,J8?，…,J' 张 开 G。 
的 一 个 了 维 不 可 约 表示 D(g),gEGo. 在 计 及 微 扰 H' 后 ,也 = Ho 十 HH 的 对 称 性 群 
为 GCG. 此 时 能 级 E” 将 分 裂 成 巨 , E,,，…, 简 并 度 分 别 为 广 , 户 ,… 
(fi 二 了) ,属于 已 能 级 的 简 并 态 p9 (co 一 1,2，… 广 ) 张 开 G 的 一 个 f; 维 不 可 


约 表示 d”( 见 表 7. 3). 这 些 不 可 约 表示 的 直 和 2)d” ,与 原来 Gs 的 不 可 约 表示 
最 多 差 一 个 相似 变化 
>Jdo(g) 一 UDCDIU，gEG 


1 


表 7.3 


Ho (对 称 性 群 Co) 昌 = Ho 十 H (对 称 性 群 GCGo) 


Es ‘3 ,0=1,2,°", f3;d'3 

能 级 Eto , 简 并 度 EC Es ,gH? ,a=1.2., fa;d®® 

E: ,gD ,a=1,2,., fisd) 

简 并 态 J ,gpo) ，… ,gj 2fi=f 


i 


张 开 Go 的 f 维 不 可 约 表示 D(g) Sa =UIDWU (geo) 
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在 简 并 微 扰 论 的 计算 中 ,表象 的 选择 是 重要 的 . 其 原则 是 :(a) 尽 可 能 使 五 接 
近 于 对 角 化 ;(b) 计 算 互 的 矩阵 元 应 较为 简便 . 为 做 到 这 点 ,需要 对 五 的 对 称 性 进 
行 仔细 的 分 析 ( 见 例 3). 

应 该 指出 ,从 对 称 性 的 考虑 ,只 能 得 知 简 并 度 解除 的 上 限 . 如 果 微 扰 论 的 计算 
进行 到 足够 高 级 的 修正 ,原则 上 能 级 简 并 的 解除 可 以 达到 此 上 限 . 但 通常 微 扰 论 计 
算 往往 只 做 到 一 级 或 二 级 修正 ,此 时 并 不 一 定 能 使 简 并 度 的 解除 达到 此 上 限 . 此 
外 ,单纯 从 对 称 性 的 考虑 ,只 能 得 知 能 级 最 多 可 以 分 裂 成 几 条 ,但 不 可 能 提供 分 裂 
的 细致 的 信息 (分 裂 的 大 小 ,分 裂 后 能 级 的 确切 位 置 等 ) ,这 些 只 能 从 体系 的 动力 学 
性 质 给 出 . 


例 3 正常 Zeeman 效 应 (磁场 B 沿 z 轴 方 向 ,不 计 及 电子 自 旋 ) 


H, 一 号 +VCn H=H, i 
对 称 性 群 Go 一 SO | G=SO; ( 绕 z 轴 的 旋转 群 ) 
能 级 已 , ,C21 十 1) 重 简 并 Ew 一 Eu 二 , 简 并 解除 
简 并 态 选 为 量子 态 仍 为 gm 
br m= 7,1—1,,—)) 


按 SO; 的 (21 十 1) 维 不 可 约 表示 Di,n(a,B,7) 变 换 ，| 按 SO: 的 不 可 约 表示 (一 维 )e ”变换 ， 
作为 其 子 群 SO* 的 表示 时 是 可 约 化 的 . 


ei Da 


D’ (a,0,0) Te 


即 群 SO, 的 (2! 十 1) 个 不 可 约 ( 一 维 ) 表 示 的 直 和 . 这 里 由 于 群 SO, 的 Es 空间 的 基 矢 yw 选择 
得 恰当 [ 即 已 选 之 为 群 SO, 的 惟一 的 无 穷 小 算 符 全 一 一 法 之 ( 亦 即 其 Casimir 算 子 ) 的 本 征 


态 ], 当 转动 局 限于 绕 z 轴 的 旋转 (SO: ) 时 , D': (o,0,0) 不 必 再 经 过 么 正 变换 就 已 经 是 对 角 扼 
阵 了 . 

在 Zeeman 效应 中 ,空间 反射 对 称 性 保持 不 变 , 所 以 宇 称 仍 为 守恒 量 . 

例 4 Stark 效应 (外 电场 6 沿 z 轴 方向 ). 

如 考虑 碱 金属 原子 ,其 价 电子 在 屏蔽 Coulomb 场 V(r) 中 运动 . 能 级 瓦 的 (2 十 1) 个 简 并 态 
( 取 为 gm ) , 按 对 称 性 群 0; 的 不 可 约 表示 D! 变换 . 当 沿 z 轴 方 向 加 上 电场 6 时 , 微 扰 末 一 ebx. 
此 时 普遍 的 空间 旋转 不 变性 和 反射 不 变性 已 不 复 存在 , 宇 称 不 再 是 守恒 量 . 但 绕 z 轴 的 旋转 不 
变性 仍然 保存 . 此 外 ,对 于 含 z 轴 在 内 的 平面 的 镜像 反射 (0, 即 oy ,ow ) 也 具有 不 变性 . 对 称 性 
群 记 为 C, ,是 一 个 非 Abel 群 . 它 有 两 个 一 维 表示 ( 记 为 A! 和 As ) 和 无 穷 多 个 二 维 不 可 约 表示 
( 记 为 ,m= 二 1,2,3,…) ,如 表 7.4 所 示 . 试问 ,体系 的 能 级 将 如 何 分 裂 ? 为 此 ,可 借助 于 群 表示 
理论 中 的 特征 标 分 析 ( 见 附录 B. 4). 
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在 O; 的 不 可 约 表示 D! 中 ,旋转 a 角 的 一 类 元 素 CCo) (不 管 转轴 的 指向 ) 的 特征 标 为 


1 人 
trD' (a,0,0) = De™ = D2cosma tl1= DtrE, a) +1 
m=!l m=l 


m=—l 


sin(CL 十 1/2)a 
一 0 
-| sina/2 5 (7.5. 11) 
2 十 1， aa 一 0 


这 里 trE (qa) 是 Cla) 在 Ce 的 二 维 不 可 约 表示 五。 中 的 特征 标 ,而 1 则 可 视 为 它 在 一 维 表示 Ai 
中 的 特征 标 . 
现在 考虑 在 D' 表示 中 wm 的 特征 标 . 以 对 zy 平面 的 镜像 反射 m 为 例 . 容易 看 出 ,oo 一 
Cz《m)P,Ci(z) 是 绕 工 轴 旋 转角 ,了 为 三 维 空间 反射 (r 一 一 7). 在 D! 表示 中 ,ow 的 特征 
标 为 
trD' (ou ) =trD' (C, (mn) P) 
=trD' (C, (7)) » trD CP) 


_SinCL 十 17/2)r 6 (一 1)’ 一 1 
sinx/1 


所 以 

trDi(o,)=1 (7. 5. 12) 
由 表 7.4 可 看 出 ,o 在 C-。 的 一 维 表示 A: 中 特征 标 为 1, 在 二 维 表示 EE, 中 特征 标 为 0. 综合 上 
述 分 析 , 可 得 出 如 下 结论 : 群 O; 的 不 可 约 表示 也 ,作为 其 子 群 C, 的 表示 时 , 约 化 为 


地 
De) = >)BC8 四 ACEC) 
了 一 1 


表 7.4 


群 元 素 
Cz (a) 
绕 z 轴 旋转 a 角 


一 jp 
1 1 Cc 7 ) 
0 [Sod 


0 1 


Ov 


因此 ,能 级 瓦 * 将 分 裂 为 ! 条 2 重 简 并 能 级 和 1 条 非 简 并 能 级 . 


7.5.2 对 称 性 在 原子 光谱 分 析 中 的 应 用 ,LS 耦合 
多 电子 原子 是 一 个 很 复杂 的 体系 . 多 电子 体系 的 Hamilton 量 为 
a Z 
yp 2 olL e? 
H= > 多 人 +r +> pT (75.13) 


其 中 一 Ze?/r; 代表 原子 核 ( 荷 电 十 Ze) 对 电子 的 吸引 Coulomb 势能 ,&(r;)s;。1; 表 
示 在 中 心力 场 中 的 电子 感受 到 的 自 旋 轨道 耦合 (spinrorbit coupling. ) ,上 (~ ) 依 赖 
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于 中 心力 场 ?. 式 (7. 5. 13) 中 方 括号 内 各 项 均 为 单 体 算 符 , 较 容 易 处 理 . 难以 对 付 
的 是 电子 之 间 的 Coulomb 作用 eV/rs , 它 是 一 个 二 体 算 符 . 通常 采用 独立 粒子 模型 
〈 邯 壳 模 型 ) 和 微 扰 论 来 近似 处 理 . 在 此 模型 中 ,电子 之 间 的 二 体 相互 作用 被 一 个 适 
当 的 平均 场 V.(r;) 代 蔡 ,V.(7;) 假 设 为 一 个 中 心力 场 . 此 时 可 以 把 五 改写 成 


Z 
H= > -i (7. 5. 14) 
i=1 
其 中 
2 
Vs = 260rDs (7.5. 15) 
Po 
Vi = 2) Om BV.) (7. 5, 16) 
7 7 2 一 1 


Va 可 以 视 为 电子 之 间 的 剩余 相互 作用 (residual interaction). 所 谓 独 立 粒 子 模型 ， 
是 指 先 把 V. 忽 略 掉 ,独立 粒子 模型 Hamilton 量 为 
Ho = [天 +Ver) + er | (7. 5.17) 
它 是 单 体 算 符 ,其 本 征 函 数 可 表示 成 各 单 电子 波 函 数 的 乘积 (并 计 及 交换 反对 称 ). 
在 更 精确 的 计算 中 才 把 V., (作为 微 扰 ) 的 影响 考虑 进去 . 
在 原子 中 , 自 旋 轨 道 耦合 作用 比较 微弱 ,其 强度 与 核电 荷 Z 有关, 随 Z 增 大 而 
加 强 ,只 在 重 原子 中 才 比 较 重要 . 对 于 轻 原子 或 中 等 原子 ,Vsr Vi. 因此 ,可 以 先 
考虑 Vi 的 影响 ,然后 再 考虑 Vsr 的 影响 . 
在 忽略 Vs 的 情况 下 ,考虑 到 [V's,Sj] 二 0,[Vis,;L]==0,S 是 诸 电子 的 自 旋 之 
和 ,是 诸 电子 轨道 角 动 量 之 和 , 即 S 了 工 和 jj 一 工 十 $ 均 为 守恒 量 . 考虑 到 微 扰 V.。。 
与 自 旋 无 关 , 在 进行 微 扰 计算 时 ,选择 以 (Ho, 亚 ,S ,LS-) 的 共同 本 征 态 
;aLSMrMs ) 为 基 矢 的 表象 是 方便 的 ,此 即 工 S 耦合 方案 . a 是 为 确定 原子 状态 所 需 
的 附加 量子 数 , 当 某 一 LS 能 级 出 现 多 次 的 情况 ， 需要 用 a 去 区 分 它们 . 若 在 给 定 
电子 组 态 (configuration) 情 况 下 , 某 个 LS 只 出 现 一 次 , 则 a 是 不 必要 的 . 在 工 S 耦 
合 方案 中 ,对 于 LSMiMs 量子 数 来 说 ,V., 已 对 角 化 , 即 
aL’S'MM'S | Ves | aLSMIMs) Grr dss OM M; MMe V ea (LS) Se 5. 18) 
在 不 需 附加 量子 数 a 的 情况 下 ,Vs 的 对 角 化 已 经 解决 . 此 时 只 需 考 虑 Vi 的 对 角 
元 的 贡献 . 考虑 到 电子 之 间 剩 余 相 互 作用 为 排斥 力 , 它 对 不 同 LS 能 级 的 贡献 大 
小 ， 人 Hund 在 给 定 电子 组 态 (未 满 壳 中 电子 数 入 半 满 郭 ? 的 情况 下 ,最 


es 


ee 


@ 设 电子 在 中 心 势 V(r) 中 运动 , 则 6) 一 


殉 $5 十 计 ( 人 参见 11. 4. 3 节 ). 
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GD Hund 法则 的 定性 说 

Hund 法 则 是 从 原子 光谱 分 析 中 总 结 出 来 的 经 验 规则 . 从 对 称 性 可 给 予定 性 的 解释 . 由 于 电 
子 相互 作用 为 Coulomb 排斥 力 ,空间 波 函 数 反对 称 度 愈 大 的 状态 愈 稳定 . 根据 Fermi 子 多 体系 
波 函 数 的 反对 称 要 求 , 相 应 的 自 旋 波 函数 的 交换 对 称 性 愈 大 的 状态 就 愈 稳定 . 为 此 ,我 们 研究 多 
电子 体系 的 自 旋 波 函数 的 交换 对 称 性 . 

令 及 表示 (7 力 两 个 电子 的 自 旋 交 换算 符 ， S(i,7) =s(i) 十 s(y) 表 示 两 个 电子 自 旋 之 和 . 容 
易 证 明 ( 取 天 一 1) 
十 1， 作用 于 3 重 态 上 
一 1， 作用 于 单 态 上 


对 于 由 & 个 电子 组 成 的 体系 ,总 自 旋 8 一 2)s(i) 
S$ = (ds) = Bs)? +2 ds) . s0)) 
:二 


P= 580) —1— | 


利用 

S$ (i,j) = si)? + sj)! +2sCi) » sC0)) 

2s(D) » sO7) =8 (i,)) — sD — ss) = (P+1)—3/2= PS 一 1/2 

得 

k 3 大 4 大 

一 1 i<y i<i 

k 
3 
一 了 十 之 本 一 十 At 一 1) 一 三 Dr 十 一 一 村 用 

令 


Ps 一 
表征 个 电子 体系 的 自 旋 态 的 交换 对 称 性 的 程度 ， 
P 一 5 十 二 太一 
其 本 征 值 为 
SCS 十 D) 十 于 尼 一 站 


S 的 最 大 值 为 /2( 所 有 电子 自 旋 取向 相同 ) ,此 时 PS 本 征 值 为 孝 AC& 一 1) ,相当 于 所 有 再 一 1， 


自 旋 态 的 交换 对 称 性 最 大 ,所 以 最 稳定 . 
对 于 给 定 的 5, 如 有 几 个 工 值 都 是 允许 时 , 则 工 较 大 的 空间 态 下 ,电子 相距 较 远 ,库仑 斥 力 
较 小 ,因而 较 稳定 . 


在 计 及 Vs 后 江 与 $ 分 别 不 再 为 守恒 量 , 但 可 证 明 严 .S: 和 J 一 工 十 $ 仍 为 守 
恒 量 , 即 LS 仍 保持 为 好 量子 数 . 因此 只 需 在 具有 一 定 的 能 量 (五 , 十 Ve。) 的 本 征 值 
和 上 S 的 子 空间 [ 记 为 CaL5S)] 中 把 互 = Ho 十 Viss 十 Vs 对 角 化 . 可 以 证 明 ( 注 ) ,在 
此 子 空间 中 ,Vs 可 以 换 为 一 个 等 效 算 符 A (SL) ,A 为 不 依赖 于 磁 量子 数 的 常 
量 , 即 
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(aLSMiMs| Vs laLSMiMs) = AlaLSMIM'’s|S . 工 |cLSMLMs， 
(7. 5. 19) 
为 便于 处 理 Vsr ,可 采用 耦合 表象 , 因为 在 子 空 间 6(aLS) 的 表象 |laLSMMs) 中 
Vs 是 非 对 角 的 ,在 换 到 耦合 表象 | cLSJM) 中 则 是 对 角 化 的 . |aLSJTM) 是 (Ho 十 
Vwss 世 ,SS ,大 Jo) 的 共同 本 征 态 . 此 时 ， 
(aLSJ'M’|Va laLSIM) = A(aLSJ'M’|S . LlaLSJM) 


= 人 $aLSJ'M' IF -LS |aLSIM) 


= 全 [JCJ 十 J) A (7. 5. 20) 


这 样 ,Vs 使 (LS) 标 记 的 能 级 分 裂 成 若干 条 , 每 一 条 用 一 个 了 了 值 标记 , 简 并 度 为 
2J 十 1.J 的 可 能 取 值 为 
J=|L 一 S|,|L 一 S| 十 1,…,(L 十 S) (7. 5.21) 


( 注 ) 
Vs 是 单 体 算 符 [ 见 式 (7. 5. 15)], | aLSMrMs) 是 已 反对 称 化 的 态 , 所 以 
(aLSMiMS | Va |aLSMiMs) = ZaLSMIMs | (7)s » LlaLSM.Ms) 
考虑 到 I、s、L、S 都 是 转动 下 的 一 阶 张 量 ,按照 WignerEckart 定理 
(aLSMiMS | é(7) sl, |aLSMiMs) = a(oLSMiMS | S,L, |aLSMiMs) 
其 中 < 不 依赖 于 磁 量 子 数 ,只 是 约 化 矩阵 元 之 比 . 因此 
(oaLSMIMS | 6rs » llaLSMiMs) = alaLSMiMs |S. L|aLSMMs) 
所 以 
(aLSMiMs | Vag |aLSMiMs) = A(aLSMiIMs |S .Ll|aLSM.Ms) 
式 中 A 二 Za, 与 磁 量 子 数 无 关 . 
例 2C 低 激发 能 级 的 分 析 . 
按 独立 粒子 模型 ,2C 的 最 低 的 电子 组 态 为 (1s)? (2s)? (2p)2 ,包含 两 个 满 过 (1s)2, (2s)2 和 
一 个 未 满 壳 (2p):. 对 于 原子 的 低 激发 态 , 满 壳 中 的 电子 的 激发 可 视 为 冻结 , 只 需 考 虑 未 满 过 中 
价 电子 的 激发 . 对 于 2C, 就 只 考虑 (2p)2 组 态 所 包含 的 可 能 状态 . 计 及 电子 的 自 旋 自由 度 和 Pau- 


原理 ,在 此 组 态 下 共有 15 个 态 | 全 和 15| 如 按 工 S 耦合 方案 对 量子 态 进行 分 类 , 则 这 些 态 用 


工 一 0,1,2 和 S 二 0,1 来 标记 . 计 及 Pauli 原理 后 ,允许 的 态 为 
3P,1S,ID 

这 些 态 的 总 数 也 恰好 是 15 王 (3X3 十 1X1 十 1X5). 在 此 情况 下 ,每 一 个 LS 只 出 现 一 次 ,附加 量 
子 数 a 是 不 必要 的 . 计 及 微 扰 作用 后 ,能 级 将 分 裂 为 3 条 . 3 条 能 级 的 相对 位 置 取决 于 相互 作用 
的 对 角 元 Vi G3P), Vies (1S) 及 Ve (1D). 按照 Hund 法 则 ,?P(S=]1, 工 王 1) 能 级 最 低 , 而 
1D(S 二 0,L==2) 低 于 1!S(S=0,L==0) 能 级 , 见 图 7. 6. 

图 7. 6(b) 中 的 *P 能 级 (S 二 1,L==1) ,在 Vs 作用 下 就 分 裂 成 3 条 ,J 一 0.1.2, 即 "Pu、P, 和 
3P:. 因 4A>0, 由 式 (7. 5. 20) 可 看 出 ,J 较 大 的 能 级 位 置 较 高 [图 7. 6(c)]. 对 于 S 王 0(J 王 工 ) 或 
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(1s)X(2sj(2p) D 'D, 
VCP) sp, 
3P 二 
2 到 
一 
(a) (b) (0) 


图 7.6 2C 最 低 组 态 的 能 级 分 析 . 
(a) Ho 的 最 低 组 态 [(1s) ]? (2s)? 是 满 这 ,冻结 ;Cb) 计 及 电子 相互 作用 VV 后 的 能 级 (Ho 十 Vies); 
〈c) 再 计 及 自 旋 轨 道 耦合 后 的 能 级 (Ho 十 Vs 十 Vsr ). 
工 一 0(J 一 S 情 况 ),Vs 无 贡献 ,能 级 不 移动 . 图 7.6 中 的 1S 和 1D 能 级 就 属于 S 一 0 情况 . 
磁场 对 原子 光谱 的 影响 ,Lande g 因子 


当 加 上 外 磁场 后 ,一 般 说 来 ,原子 总 角 动 量 J 不 再 是 守恒 量 . 但 对 于 均匀 外 磁 
场 B( 沿 = 轴 方 向 ) ,原子 与 外 磁场 作用 可 表示 为 


W= BL, +25,) = B+4s,) (7. 5. 22) 
2 20c 
此 时 J 仍 保持 为 守恒 量 . 以 下 分 两 种 情况 讨论 ; 
1) 外 磁场 很 强 ( 作 六 Vs ) 


此 时 可 忽略 Vg ,只 考虑 外 磁场 的 影响 ,因此 只 需 在 子 空间 6CaLS) 中 把 W 对 
角 化 . 此 时 选用 |oLSMrMs) 表 象 是 方便 的 ,因为 在 此 表象 中 丸 已 对 角 化 
(oLSMT Ms |W |aLSMiMs) = mmBCML + 2Ms) dmm, Mm, (7.5.23) 
式 中 jn 二 ei/2pc 是 Bohr 磁 子 . 于 是 原来 能 级 Es 分 裂 为 
Ess > Ezsm, ms = Es + usBOM, 十 2Ms) (7. 5. 24) 
M,.=L,L—1,%,—L, Ms=S,S—1,.…,—S 
由 于 能 量 依赖 于 (ML 十 2Ms) 这 个 特殊 的 组 合 , 能 级 有 时 还 可 能 出 现 简 并 . 
2) 外 磁场 也 很 弱 (W<Vs ) 
此 时 应 先 考虑 Vs 影响 ,然后 把 W 作为 微 扰 处 理 , 因 此 采用 耦合 表象 是 方便 
的 . 此 时 可 局 限 在 给 定 能 级 (aLSJ) 的 各 简 并 态 张 开 的 2J 十 1 维 子 空间 ECeLSJ) 中 
把 W 对 角 化 . 考虑 到 J 十 S 和 J 均 为 转动 下 的 一 阶 张 量 ,在 此 子 空间 中 , 按照 
Wigner-Eckart 定理 ( 见 6.3.2 节 ,7.3.3 节 ) 
(aLSJIM’| (J+S)|aLSIM) = g(aLSJM' JecLSJM》 (7.5.25) 
式 中 Lande g 因子 ,不 依赖 于 磁 量 子 数 ,是 约 化 矩阵 元 之 比 . 事实 上 ,在 此 子 空间 
中 ,J 十 $ 与 gJ 是 彼此 等 效 的 算 符 . 为 计算 g 因子 ,可 分 别 计算 (J 十 S).J 和 gJ *J 
的 对 角 元 . 
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(CJ 十 S).1) 一 (大 十 S。 J) 党 ( 汪 十 去 (了 十 人 -1)) 


Es LC3J(J + a Ee a 


g(J* J) = 8J(J 十 1) 环 
由 此 得 出 
有 
人 1 FD +t +SS+) 工 ( 工 十 1)] (7.5.26) 
利用 以 上 结果 ,可 计算 的 矩阵 元 


(aLSIM’ |W|aLSIM) 六 (aLSIM’| (J, + S.) |oLSJM) 
=g (aLSIM’|J.|aLSIM) 
ec 


= 六 gM dv Sy (7. 5. 27) 


这 样 , 在 弱 磁 场 B 的 影响 之 下 ,原来 (2J 十 1) 重 简 并 的 能 级 Esi 就 均匀 分 裂 为 
(2J 十 1) 条 能 级 , 简 并 完全 解除 ， 
Eis; > Eysm = Es + MgusB (7. 5. 28) 
NM 一 了 ,了 一 1 一 了 
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第 8 章 ” 氢 原 子 与 谐振 子 的 动力 学 对 称 性 
8. 1 “中 心力 场 中 经 典 粒子 的 运动 ,轨道 闭合 性 与 守恒 量 


经 典 力学 中 ,在 一 个 中 心力 场 V(r) 中 运动 的 粒子 , 除 能 量 守恒 之 外 ， 轨道 角 动 
量 L 一 rXp 也 是 守恒 量 ,因为 
如 =rX 玫 + dr x =rX 


=—rXW() = 一 rX 工 全 = 0 (8.1.1) 


在 物理 上 ,这 很 容易 理解 . 因为 作用 力 的 方向 指向 力 心 ,粒子 所 受 力 矩 为 0, 因 而 角 
动量 守恒 . 此 外 , 由 于 

L.r=L.p=0 (8. 1. 2) 
经 炉子 的 运动 必 为 个 平面 运动 Po 即 工 的 方向 , Wi 


ee 


8.1.1 和 氢 原 子 轨道 的 闭合 性 ,Runge-Lenz 矢量 


在 万 有 引力 场 中 的 粒子 ,或 在 Coulomb 场 中 的 带电 粒子 (如 和 氧 原子 ) , 势 场 
V(r) = 一 上 (8.1.3) 


按 经 典 力学 分 析 ( 见 本 节 附录 1) , 当 粒 子 

能 量 BE<-0 时 (束缚 态 ), 它 的 运动 轨道 为 2 
椭圆 (图 8. 1). 设 椭圆 的 半 长 轴 和 半 短 轴 4 4 e 
的 长 度 分 别 为 a。 和 ,偏心 率 6 一 c/a 一 SS | 
/ZF /a, 则 粒子 能 量 | 


E=— 帮 (8.1.4) 图 8.1 
2a 


a 为 半 长 轴 ,6 为 半 短 轴 ,c 二 Va2 一 为 焦距 , 偏 

en 区 心率 为 e 二 c/a,p 二 右 /a. PP 为 近日 点 (periheli- 
es es 元 elion). ; ) 近 一 -之 - 

(1 为 约 化 质量 ) 则 与 半 长 轴 长 度 a 和 偏 。 吕 为 十 点 (spheion) 近日 上 re To， 
心率 e 均 有 关 . 能 量 相同 而 角 动量 不 同 的 ” 远 H 既 mw 到-. rg + 一 2 一 2p/(1 一 2)， 

粒子 轨道 的 偏心 率 不 同 . 偏心 率 愈 小 , 则 

角 动 量 愈 大 . 特别 是 , 圆 轨 道 (e 一 0) 的 角 


a 一 1 或 p=a(l—e?). 
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Se Sapa en 于 adr 


Ionib We 是 除了 能 量 三 i 动量 L 
之 外 ,还 有 另外 的 守恒 量 , 即 Runge-Lenz 矢量 0 


R=— jp X 工 一 工 (8.1.6) 
可 以 证 明 ( 见 本 节 附录 2) 
SR =0 (8. 1.7) 
从 R 的 定义 式 (8. 1.6) 可 明显 看 出 
R.L=0 (8.1.8) 


即 R et a. ee ne r=0),R a 


oe 附录 2) 


R=R.R=2HL+1 (8. 1. 9) 
Lr 
式 中 
2 Ry (8.1.10) 
Zu rr 


是 体系 的 Hamilton 量 . 所 以 R 的 大 小 也 是 运动 常数 ,并 与 能 量 和 角 动 量 平方 之 积 
有 关 . 按 式 (8. 1. 4)、(8. 1. 5)、(8. 1. 9) ,可 得 出 

R=e (8.1.11) 
R 的 大 小 , 即 椭 圆 的 偏心 率 (R 方向 即 长 轴 方 向 ). 


Coulomb 场 (或 万 有 引力 场 ) 表 现 出 的 这 些 特点 ,反映 它 具有 比 一 般 中 心力 场 
更 高 的 对 称 性 2( 见 8. 2. 1 节 ). 


8.1.2 各 向 同性 谐振 子 轨道 的 闭合 性 
经 典 力学 中 ,各 向 同性 谐振 子 势 
VD = Kr = #17, w= VR (8. 1. 12) 


@ C. Runge, Vektoranalysis, Vol. 1, p. 70(Hirzel, Leipzig, 1919); W. Lenz,Z. Phys., 24(1924), 
197. 据 史料 调查 , 早 在 18 世纪 末 Laplace 已 发 现 了 这 一 守恒 量 , 见 P. S. Laplace, Traité de Mécanique 
Céleste ,Vol，1(Villars, Paris,1799). 关于 有 关 史 料 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 :H, Goldstein,Am. J. Phys. ,43 
(1975),735;44(1976) ,1123. 

@ W. Pauli,Z，Phys.，36(1926) ,336 一 363; 英 译 文 见 Sources of Quantum Mechanics, ed. B. L. 
van der Waerden (Dover, New York,1967),On the hydrogen spectrum from the standing point of the new 
quantum mechanics,p， 387 一 415，Pauli 首先 用 代数 方法 ,得 出 了 氢 原 子 的 能 谱 ， 
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中 粒子 的 轨道 ,一般 是 椭圆 . 设 椭圆 的 半 长 
轴 为 a, 半 短 轴 为 5( 图 8. 2). 简单 分 析 即 可 
证 明 ,谐振 子 的 能 量 和 角 动 量 平方 L? 分 
别 为 9? 

oe (a 十 天 ) (8.1.13) 


L? = Ka’b? (8. 1.14) 
根据 正和 元 ” 可 以 把 椭圆 轨道 的 形状 参量 
a 和 2 确定 下 来 ,再 根据 角 动 量 工 的 方向 ， 
即 可 确定 轨道 的 法 线 方向 . 图 8.2 

与 Coulomb 场 的 不 同 点 在 于 :在 Cou- 
lomb 场 情 况 下 , 力 心 O 不 在 椭圆 轨道 的 中 心 而 在 椭圆 长 轴 上 的 一 个 焦点 . 长 轴 和 
短 轴 的 地 位 是 不 等 当 的 , 远 日 点 和 近日 点 都 在 长 轴 上 ,长 轴 的 方向 (RungeLenz 矢 
量 的 方向 ) 和 偏心 率 是 守恒 的 ,能 量 只 依赖 于 长 轴 的 长 度 . 而 对 于 三 维 各 向 同性 谐 
振子 , 力 心 O 即 椭圆 轨道 的 中 心 . 远 日 点 在 长 轴 上 ,近日 点 在 短 轴 上 ,长 轴 与 得 轴 
的 地 位 是 相当 的 . 能 量 既 依赖 于 a? ,也 依赖 于 如. . 

考虑 到 谐振 子 Hamilton 量 ( 取 自然 单位 ,y 二 w= 二 大 二 1) 在 相 空间 中 的 旋转 不 


了 和 角 动 量 的 三 个 分 量 
L:= zxpy— ypzr, Lz = yp:—zpy, Ly=zp:—xp: (8.1.15) 
之 外 ,容易 看 出 (采用 自然 单位 ) 


于 一 六 (好 十 月 )， 轧 一 去 (% 十 胡 )， 于 一 去 (2 十 p22) (8.1.16) 


Qo 一 z 友 十 加 ip ，Qr = Wpypes Qe = zr pps (8. 1. 17) 
都 是 守恒 量 (但 注意 ,它们 彼此 并 不 完全 独立 , 详 见 下 节 ). 
下 面 来 说 明 这 些 守 恒 量 如 何 保证 了 粒子 轨道 的 闭合 性 . 首先 ,由 于 角 动 量 守 
恒 , 就 保证 了 轨道 必然 在 一 个 平面 内 ,如 取 为 zy 平面 ( 见 图 8. 2). 下 面 我 们 来 考虑 
在 此 平面 中 的 各 向 同性 谐振 子 的 运动 . 考虑 守恒 量 


@ 谐振 子 势 可 以 分 离 变 量 ,在 xz、y、z 轴 三 个 方向 的 运动 都 是 简 谐 运动 . 两 个 彼此 垂直 的 简 谐 运动 , 当 
振动 频率 之 比 为 有 理 数 时 ,合成 的 运动 轨道 即 有 名 的 Lissajour 图 形 . 各 向 同性 谐振 子 的 轨道 就 是 最 简单 的 
Lissajour 图 形 , 即 椭圆 . 参阅 K. R. Symon,Mechanics, 3rd. ed. (Reading, Massachusetts, Addison-Wesley, 


1971) ,3~10 节 . 经 奥 谐 振子 的 平面 运动 可 分 解 成 两 个 一 维 谐振 子 , 一 个 能 量 为 二 Kaz, 另 一 个 为 二 KZ2, 总 
能 量 为 E 一 卜 (a? 十 刀 ). 由 于 角 动 量 为 守恒 量 ,不 妨 在 远 日 点 A 处 来 分 析 其 角 动量 的 大 小 . 设 粒子 在 点 A 的 
速度 为 ze, 则 下 =- 二 Kaz 十 二 pm 一 二 Kaz 十 二 K82， 所 以 码 一 zj 而 角 动量 值 为 wa, 因 而 芋 一 w2rfaz 


=yKa?b. 
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Qu 二 .ZY 二 pzpy 
Q = H,— H, = pe —y) 十 去 (一 把 ) 


在 远 日 点 A 处 
X=acosy, y=a siny 
pz: =—b siny, py = bcosy 
因此 ,守恒 量 表示 为 
QQ = 部 (az 一 好 )sin27 
(8. 1. 18) 
Qi = (0 — 6)cos2y 
因而 
tan27 = QQ, /Qi (8. 1. 19) 
,+ = (8. 1. 20) 
椭圆 偏心 率 cc (a? 一 2)/ (a 十 所) 
=VQ + /H+H,)=VQ, +A /E (8. 1. 21) 


考虑 到 Q,,、Q 一 昌 ,一 也 , 和 (HH; 十 日,) 都 是 守恒 量 ,椭圆 轨道 的 长 轴 ( 以 及 短 轴 ) 
在 平面 中 的 指向 (由 y 刻画 ) 就 由 守恒 量 Q,/Q 确定 ,而 偏心 率 则 由 守恒 量 
V (Qs 十 Qi) /下 确定 . 


8.1.3 独立 守恒 量 的 数目 与 轨道 的 闭合 性 


对 于 一 个 具有 * 个 自由 度 的 封闭 的 经 典 力学 体系 (孤立 系 ,或 Hamilton 量 不 
显 含 已 ,由 于 时 间 零 点 的 选择 是 任意 的 ,可 以 证 明 , 体 系 的 独立 守恒 量 的 最 大 数目 
是 (2* 一 1)@. 独立 的 守恒 量 的 数目 宇 ; 的 体系 , 称 为 可 积 (integrable). 反之 ,为 不 可 
积 (nonintegrable) ,体系 的 运动 会 出 现 混沌 (chaos) 现象 @. 具有 s 十 A 个 独立 守恒 
量 的 体系 (0 二 A 二 ;一 1), 称 为 A 重 简 并 (CA-fold degenerate). 而 A 二 :一 1 的 体系 ， 
称 为 完全 简 并 体系 (completely degenerate system). 对 于 一 个 具有 s 个 自由 度 的 经 
典 体 系 的 周期 运动 ,原则 上 具有 s 个 运动 频率 (或 周期 )w(i 二 1,2,…,s). 对 于 A 重 
简 并 的 体系 ,这 些 频 率 之 间 存 在 A 个 线性 关系 (系数 都 是 整数 9) 而 对 于 完全 简 并 


0。 0 0 0 0 0。 。 0。 。 。0 。 0。 。 。 。 。0 。 


@ L. Landau and E. M. Lifshitz, Mechanics，3rd. ed. ，8 6( 北 京 ,世界 图 书 出 版 公司 ,1999). 
例如 ,参阅 M. C. Giitzwiller, Chaos in Classical and. Quantum Mechanics, Chap. 3 (Springer-Ver- 
lag, New York,1990). 
.图 SS. Weigert and H. Thomas,Am. J. Phys., 61(1993),272. 
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例 1 一 般 中 心力 场 V(r) 中 的 粒子 ,独立 的 守恒 量 有 有 和 工 二 rXp, 即 4 个 独立 守 伍 量 ,所 
以 它 是 一 重 简 并 体系 . 它 周期 运动 的 独立 频率 有 2 个 (例如 ,一 个 选 为 角 频 率 ,一 个 选 为 径 向 
振动 频率 ww) ,但 它们 之 间 并 不 一 定 有 什么 关系 . 这 就 说 明 , 为 什么 一 般 中 心力 场 中 的 经 典 粒 子 
运动 必 为 平面 运动 ,但 并 不 保证 为 闭合 轨道 . 

例 2 氢 原 子 

可 以 证 明 , 除 五 和 工 一 rXP 外 ,还 存在 另 一 个 矢量 守恒 量 , 即 Runge-Lenz 矢量 RC 见 本 节 附 
录 2). 但 这 7 个 守 便 量 之 间 存 在 两 个 关系 , 即 ( 用 自然 单位 ) 

R.:L=0, R.R=2HL:+!1 

因此 有 5 个 独立 的 守恒 量 . 所 以 氢 原 子 是 一 个 完全 简 并 体系 ,只 有 一 个 独立 的 角 频 率 , 因 而 其 周 
期 运动 的 轨道 是 闭合 的 . 

例 3 各 向 同性 谐振 子 

前 面 已 指出 ,三 维 各 向 同性 谐振 子 有 9 个 守 伍 量 , 即 (L;,L,L.),(H;,H;,,H,), (QQ。， 
Q-). 但 可 以 证 明 ,它们 之 间 有 下 列 4 个 关系 


于 十 QQ = 4H,H, (8. 1. 22) 
L+, = 4H.H; (8. 1. 23) 
L:+Q, = 4H:H, (8. 1. 24) 
(QQ + QQ 十 QQa) 一 (LL LL, +L,L) = 2(HQy + HQ + HQ,) 
(8. 1. 25) 


因此 ,独立 的 守恒 量 只 有 5 个 ,所 以 也 是 一 个 完全 简 并 的 体系 ,只 有 一 个 独立 的 周期 运动 频率 ， 
所 以 轨道 是 闭合 的 . 


附录 1 Coulomb 场 中 经 典 粒子 的 束缚 态 运 动 
质量 为 w 的 粒子 ,在 Coulomb 场 中 运动 ， 


V(r) =— x/r (8. 1. 26) 

考虑 到 角 动 量 工 和 能 量 五 守恒 ,我 们 有 (采用 极 坐 标 系 ) 
pm26 一 工 (8.1.27) 
去 p(P 十 262) 一 二 一 (8. 1. 28) 


由 此 可 以 求 出 轨道 方程 -C0). 利用 式 (8. 1. 27) ,我 们 有 


d0 pr: dg r 
令 
1 
el 
家 
则 有 
.__Ldu 
1 (8. 1. 29) 
利用 式 (8. 1. 27) 和 式 (8. 1. 29) ,可 将 式 (8. 1. 28) 化 为 
( 晶 ) = 绎 + 给 ww (8. 1. 30) 
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积分 ,得 
二 0 十 常数 (8. 1. 31) 


利用 积分 公式 


|—2#— 一 aresin (如 2 ) 
Va 十 了 开 十 cz Ve V 一 9 
式 中 c<0,q=4ac 一 多 <0, 式 (8.1.31) 可 化 为 [注意 ,arcsin( 一 站 一 一 arcsinzyarcsinz 十 arccosz 
一 r/2] 


(8. 1. 32) 


u— px/L’ 三 
arcsin FE TE 0 十 常数 
或 


7 > 
arccos a 二 一 9 十 x/2 十 常数 (8. 1. 33) 


取 适 当 坐 标 极 轴 ,使 x/2 十 常数 = 二 0, 则 有 
cosg 一 pu/ (8. 1. 34) 


所 以 
r=— L/w (8. 1. 35) 


2 
1 二 /1 十 2 cos0 
Ap 


et 
1 十 ecosb 
比较 (图 8. 1) ,对 于 E<0 情况 ,偏心 率 为 


e=A/1+ 全 <1 (8. 1. 37) 


与 二 次 曲线 的 标准 式 ( 极 坐标 ) 
(8.1.36) 


轨道 为 椭圆 (束缚 运动 ) ,而 参数 p 为 : 
p= L /px (8. 1. 38) 
因此 轨道 角 动量 平方 为 
L? = pxp = prall—e) (8. 1. 39) 
a 是 椭圆 的 半 长 轴 . 由 式 (8. 1. 37) 与 式 (8. 1. 39) 可 解 出 粒子 的 能 量 
E=—k/2a (8. 1. 40) 


粒子 运动 的 面积 速度 一 去 6 一 L/24 为 守恒 量 ,椭圆 面 积 为 wab, 所 以 运动 周期 为 


nab _ 
T L/2n 2nuab/L 


T = = fe = 全 pa (8. 1. 41) 


K 
» 310。 


由 此 可 得 


下 一 2xA/ ta 
K 


y= 二 1 /x a™3/2 
2xVp 


频率 "一 17T 为 


用 能 量 (|E| =c/2a) 表 示 出 来 , 则 有 
T=xm V4/2 [EI|™32 
v= V2/p 1 El 

TK 


附录 2 ”经典 力学 中 的 Runge-Lenz 矢量 


由 ~ 和 构成 的 矢量 , 除 L==rXp 之 外 ,还 有 
M=Lxr, N=Lxp 


由 此 可 得 
d 
EM— HA XEr=N 
dN jx _rdy)_ _ ld 
SN -LXEp -Lx( r = r a 
但 
M= (rxXxp)Xr=rp— (rr. Dr 
而 
dr _ 本 
人 
(利用 了 r==r， 7) ,所 以 
dr 
Mp di 了 > 
代入 式 (8. 1.47) ,得 
ad .dV dr 
dir gdar?° 
对 于 Coulomb 势 V(r)== 一 kx/r, 有 
(N+ )=0 
而 
R= 六 PXD 一 工 一 让 Npr/D) 
所 以 
dn .= 
TeR=° 
还 有 


(8. 


(8. 


(8. 
(8. 


(8. 


(8. 


(8. 


(8. 


(8. 


的 


1. 


1. 


.42) 


.43) 


.44) 


.45) 


46) 


.47) 


48) 


.49) 


50) 
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R’ = 人 (Ze xL- 工 ) 


-ZR2 PXD (pxD -EpXD . 工 +1 


2 
一 -一 二手 十 1 = 疡 [多 -+1= -280+1 (8.1.5) 
LK Lk 7 


“8.1.4 Bertrand 定理 及 其 推广 


前 面 我 们 从 守恒 量 的 分 析 , 讨 论 了 中 心力 场 中 经 典 粒 子 轨道 的 闭合 性 . 特别 是 
氢 原 子 中 的 电子 和 三 维 各 向 同性 谐振 子 的 轨道 的 闭合 性 . 在 经 典 力学 中 有 一 条 著 
名 的 定理 定理 :| 只 当 as 比 力 或 Hooke 力 时 ,粒子 的 所 


. ”仔细 分 析 Bertrand 定 地 的 证 明 a ,证 明 中 做 了 如 下 假定 ， 即 中 心 势 场 
V(r) 取 下 列 备 函 数 形式 ,V(r) cer ,结论 是 上 只 当 v== 一 1( 平 方 反比 力 ) 和 vy 二 2 
(Hooke 力 ) 时 ,所 有 束缚 运动 轨道 才 是 闭合 的 . 进一步 分 析 发 现 9, 如 果 放 弃 V(7) 
形式 的 这 个 假定 , 则 可 能 存在 其 他 中 心 势 ,在 角 动 量 合适 的 情况 下 ,也 会 出 现 一 系 
列 闭合 轨道 . 这 就 是 屏蔽 (screened)Coulomb 势 和 屏蔽 各 向 同性 谐振 子 势 . 


1. 屏蔽 Coulomb 势 
对 于 屏蔽 Coulomb 势 ( 采 用 自然 单位 ,& 一 /一 1) 


Wi 一 一 二 一 分 (0<A<D C8. 1. 52) 
此 时 ,轨道 方程 为 [wu 二 1/r, 见 式 (8. 1. 30)] 
db =— du/ v2E/L + 2u/L — ow (8. 1. 53) 
式 中 
a= VI (0<a<l) (8. 1. 54) 


积分 式 (8. 1. 53) ,得 
“= = 1all+ VITEL cosa(0—0)] (8. 1. 55) 


r 


b 为 积分 常数 ,而 V1 十 2EL?a: 二 V1 十 2E(D? 一 2X) 宇 0. 可 以 看 出 ,一 般 情况 下 , 轨 
道 是 不 闭合 的 ,而 是 一 系列 进 动 的 轨道 (图 8. 3 给 出 一 个 例子 ) , 进 动 轨道 介 于 近日 
点 圆 (perihelion circle) 和 远 日 点 圆 (aphelion circle) 之 间 ,它们 的 半径 分 别 为 ,= 二 


@ J. Bertrand,Comptes Rendus,77(1873),849. 

® H. Goldstein,Classical Mechanics,2nd. ed. , § 3. 5 and Appendix A (Addison-Wesley, New York, 
1980). 

@@ Z. B Wu( 武 作 兵 )and J. Y. Zeng( 曾 谨 言 ), Phys. Rev, A. 62(2000),032509; Chin. Phys. 
Lett. ,16(1999),781;J. Math. Phys., 39(1998),5253. 
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-2.0 
1.0 2.0 -2.0 -1.0 0.0 


(d) 
图 8.3 屏蔽 Coulomb 势 中 电子 的 进 动 轨道 


取 4 一 0.2,EE 一 一 0.5,4 一 友 十 0. 01 V3. 
[1—vVi—2@0|EI1/2|IE|I 和 7r,==[1 十 V1 一 2g:L2|ET]/2|E|. 利 用 
Ep —— Wn) =— (r+ 27/r 
可 以 证 明 , 在 近 ( 远 ) 日 点 处 (> 一 0) 


dp 一 a 加 2\r 

SR =0, R=|[pxL-(1+?)E | (8. 1. 56) 
矢量 中 称 为 推广 了 的 Runge-Lenz 矢量 ,其 指向 与 > 相反 ,其 大 小 为 

IR|= VAHL TT (8. 1.57) 


我 们 注意 到 , 当 a 为 无 理 数 时 ,粒子 轨道 [ 见 (8. 1.55) 式 ] 是 不 闭合 的 . 粒子 从 任何 


一 点 出 发 ,永远 不 能 回 到 原来 的 位 置 . 然而 当 a 二 V1 一 24/L 为 任 一 有 理 数 时 , 粒 
子 轨道 就 是 闭合 的 ,所 以 粒子 有 无 穷 多 条 闭合 轨道 (对 应 于 无 穷 多 个 有 理 数 a, 即 


0。 0 。 0 0。 .0 0 。0 。 


理 数 的 情况 下 ,粒子 绕 过 力 心 若干 圈 以 后 将 回 到 原来 位 置 . 表现 为 近 ( 远 ) 日 矢量 总 
是 指向 空间 某 些 特定 方向 ,在 运动 过 程 中 保持 不 变动 . 它们 的 取向 如 下 
| 。 313 。 


由 一 向 二 《22 十 ]1)r/u 
n 


0.0 
(b) 


0.4 


0.8 


(8. 1. 58) 


= 0,1,2,. 
0,— = 2nn/a 
闭合 轨道 的 几何 性 质 只 依赖 于 a( 即 角 动 量 工 ) ,但 不 依赖 于 粒子 能 量 E. 但 近 ( 远 ) 
日 和 撩 的 长 度 依赖 于 EE. 
2.0 
08 js 
1.0 
0.4 
0.5 
0.0 0.0 
-0.5 
-0.4 
-1.0 
-0.8 -1.5 
-05 00 05 10 15 20 25 720 og -04 
(a) 
2.0 2.0 
1.5 1.5 
1.0 1.0 
0.5 0.5 
0.0 0.0 
-0.5 -0.5 
-1.0 -1.0 
-1.5 -1.5 
-2.0 
， -15 -10 -05 00 05 10 15 2.0 


图 8.4 屏蔽 Coulomb 势 中 电子 的 闭合 轨道 (一 0. 2, 开 一 一 0.5) 


(9) 


(d) 


(a=1/2(L= /I); (ba=2/3(L= =—3VI0 ); 


(da=3/4(L= SVIX 7); (da=4/5(L= 号 /页 7 ). 


-2.0 
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 


粒子 平面 运动 轨道 的 闭合 性 ,意味 着 粒子 的 径 向 运动 频率 ww 与 角 向 (旋转 ) 运 
动 频率 ws 是 可 约 的 (commensurable). 可 以 证 明 , 对 于 屏蔽 Coulomb 势 (8. 1. 52) 


wr /we 一 Q 


当 4=0 时 ,a 二 1, w/w 二 1, 就 回 到 平常 的 Coulomb 引力 势 ,RR 就 回 到 著名 的 
Runge-Lenz 矢量 R==pXL 一 r/r. 但 必须 注意 ,对 于 纯 Coulomb 势 ， FR- 0 在 粒子 


的 整个 闭合 轨道 (椭圆 ) 上 都 成 立 . 而 对 于 屏蔽 Coulomb 势 (\ 天 0)， 


(8. 1. 59) 


一 ==0 只 在 近 


《 远 ) 日 点 处 才 成 立 , 即 近日 矢 和 远 日 矢 为 守恒 量 . 它 反映 原来 的 纯 Coulomb 势 的 


ee 


2， 屏蔽 各 向 同性 谐振 子 势 


对 于 屏蔽 三 维 各 向 同性 谐振 子 势 
VCr) 一 妈 一 MP (OZAKD (8. 1. 60) 


轨道 方程 为 . 
db =— du/ V2E/D — 2 二 oz (8. 1. 61) 
: a= Vi—2/L | 
积分 式 (8. 1. 61) ,得 


w= 二 E+ /ETI .cos2a(0—0)] (8.1.62) 


同样 ,一 般 情况 下 (a 为 无 理 数 ) ,粒子 轨道 是 不 闭合 的 . 而 当 a 为 有 理 数 时 ,轨道 变 
成 闭合 , 最 简单 的 几 条 闭合 轨道 ,给 于 图 8. 5 中 . 闭合 轨道 的 近日 和 撩 和 远 日 和 撩 的 指 


2.0 
0.2 
1.0 
0.1 
0.0 0.0 
-0.1 
-1.0 
-0.2 
-2.0 
-2.5 -2.0 -15 -10 -05 0.0 0.5 -1.0 0.0 1.0 2.0 
(a) (b) 
2.0 
2.0 
多 1.0 
中 XK) 一 | ， 
一 1.0 -1.0 
-1.5 
-2.0 
-2.0 
-1.0 0.0 1.0 2.0 -20 -10 00 10 2.0 
(0) (d) 


图 8.5 屏蔽 三 维 各 向 同性 谐振 子 势 中 粒子 的 闭合 轨道 (M\ 一 0. 2, 了 一 5) 
(a)a=1/2, (ZL 一 他/ 机 )， bo=2/3,(L= 吕 [IN); 
(oo=3/4, (L= 了 Vi 责 );Cde=4/5， (r= ). 
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向 是 


0 一 和 二 nn/a 
一 0,1,2,… (8. 1. 63) 
4 一 % 一 (十 去 )r/a 人 
还 可 以 证 明 , 对 于 屏 项 各 向 同性 谐振 子 势 
w, /ws = 2a (8. 1. 64) 


8.2 和 氨 原 子 的 动力 学 对 称 性 


以 下 讨论 氢 原 子 (Coulomb 场 ) 的 动力 学 对 称 性 . 首先 ,8. 2. 1 节 讨 论 二 维 氢 原 
子 , 其 能 谱 可 以 借助 于 大 家 较 熟 悉 的 角 动 量 代数 (SO 对 称 性 ) 较 简单 地 得 出 . 然 
后 ,8. 2. 2 节 讨 论 三 维 氢 原子 的 SO 对称 性 . 在 8. 2. 3 节 中 ,分 析 指 出 ,中 心力 场 的 
经 典 粒子 除 能 量 和 角 动 量 之 外 ,还 存在 另 一 种 守恒 量 , 它 在 一 般 情 况 下 只 在 远 ( 近 ) 
日 点 守恒 ,并 不 能 保证 粒子 轨道 闭合 . 然后 证 明 , 当 , 而 且 仅 当 V(r) 为 纯 Coulomb 
场 或 屏蔽 Coulomb 场 的 情况 [8. 1 节 , 式 (8.1.52)] 下 ,推广 的 Runge-Lenz 矢量 让 
和 角 动 量 工 ,在 给 定 能 量 本 征 值 E<0 的 诸 简 并 态 张 开 的 子 空间 中 ,构成 一 个 封闭 
的 SO, Lie 代数 . 8. 2. 4 节 讨论 ” 维 氢 原子 束缚 态 的 SO,+: 对 称 性 . 


8.2.1 二 维 氢 原 子 的 O; 动力 学 对 称 性 了 
二 维 类 氧 原 子 的 Hamilton 量 ( 在 质心 系 中 ) 表 示 为 


1 (8. 2. 1) 
Zu 0 
£ 为 约 化 质量 ,x 一 Ze? ,p= yj ?0 一 V zc 二 ,p=pritp,j. 
Runge-Lenz 矢量 记 为 
cl 有 2 
pe es LXp)—p/p (8. 2. 2) 


其 中 工 二 (xp, 一 yps)k 二 Lk 是 轨道 角 动 量 , 式 (8. 2. 2) 右 边 圆 括号 中 的 第 二 项 是 
为 保证 R 为 厄 米 算 符 而 引进 的 . 利用 

pXL+LXxp= 2ifp 
式 (8. 2. 2) 可 改写 成 


1 讨 
R=—p XL—~p—p/ (8. 2. 3) 
Re x p/p 


即 


@ 曾 讶 言 ,万 唯 实 ,大 学 物理 ,1988,No,3,p，1. 刘 宇 峰 , 曾 谨 言 ,物理 学 报 . 46(1997) ,1267. 
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2 


1 入 
R, 三 一 A 
be mp 


. (8. 2.4) 
FR, Sy i 块 。 一 之 
Am re” 0 
当 >0 时 ,上 两 式 右 边 第 二 项 消失 ,R 回 到 经 典 Runge-Lenz 矢量 , 容易 证 明 
[L.,Hl=0, [R,H]=0 (8. 2. 5) 
即 除了 L=Lk 之 外 ,R 也 是 守恒 量 ,并 处 于 zxy 平 面 内 (L，R=0). 
经 过 仔细 计算 ,可 以 证 明 
[LL ,R,] = i#R, 
[L; ,R, | ed i#R >, (8. 次 6) 


FRR = (-— 操 ) 抽 。 
三 个 算 符 R.、R,、L; 彼此 的 对 易 式 中 出 现 了 另外 的 算 符 万 ,所 以 它们 并 不 是 封闭 
的 , 但 如 局 限于 二 维 类 氢 原 子 的 具有 一 定 能 量 本 征 信 EC<0) 的 诸 简 并 态 张 开 的 子 
空间 中 讨论 问题 , 则 好 可 代 之 为 常数 下 (一 0) ,三 个 算 符 就 构成 封闭 的 Lie 代数 
此 时 ,可 令 


芝 2 
A。 Re， A， ER, A: 一 了 (8. 2.7) 
则 
[A,,As] = ifiewA, (a,B,y = wy,z) (8. 2. 8) 


此 即 大 家 熟知 的 角 动 量 的 三 个 分 量 (SO， 群 的 三 个 无 穷 小 算 子 ) 的 对 易 式 . 所 以 二 
维 类 氧 原 子 具 有 SOs 动力 学 对 称 性 . 


还 可 以 证 明 
RE+R? 二 (全 上) .2.9) 
从 而 
入 三 民 十 访 十 名 一 -年 一 驻 (8. 2. 10) 
按照 角 动 量 代数 ,A? 的 本 征 值 为 
I DE, /= 0,1,2,.… (8. 2. 11) 


(注意 : 因 A. 二 LL, 为 轨道 角 动 量 ,为 保证 其 厄 米 性 ,! 只 能 取 非 负 整 数 .) 用 式 
(8. 2.11) 代 入 式 (8. 2. 10) ,可 知 二 维 类 氧 原 子 的 束缚 态 能 量 本 征 值 只 能 取 


FE=®B M2 (8. 2. 12) 


ee 
2 二 (1 十 1/2)2 2#2n3 
nz = (Lt+1/2) = 1/2,3/2,5/2,.… 
与 微分 方程 解法 得 出 的 能 谱 相 同 ( 见 卷 LI, 附录 七 ). 与 三 维 氢 原子 能 级 的 Bohr 
公式 
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E= E, =— n= 1,2,3, (8. 2. 13) 


2c4 
2 下 272 2 


a 都 是 平面 运动 0 
上 述 能 级 公式 (8. 2. 12) 还 可 如 下 导出 . 令 


Ri = R, + iR, (8. 2. 14) 

可 以 证 明 | 
| 一 土 让 :+ (8. 2. 15) 
R- Ri 一 7 aol: 十 和 ?十 1 (8. 2. 16) 


可 见 R+ 与 R-_ 分 别 相 当 于 工 。 人 与 降 算 符 . 设 对 易 守恒 量 完全 集 (H,L.) 
的 共同 本 征 态 记 为 | Em)， 
H|En) = E| En) 


8.2.17 
2 ( ) 
利用 式 (8. 2. 5) 与 式 (8. 2. 15) ,可 以 证 明 
HR |En) = ER, | Em 
Sm le (8. 2. 18) 


LRi: | Em) = (m+ DR: | En) 
即 Ri |Em) 与 R_ |Em) 仍 为 ( 玉 ,L,) 的 共同 本 征 态 ,相应 的 理 本 征 值 仍 为 E, 但 
工 。 减 无 I 生境 丰 


ee 此 时 


及 |&)=0 (8. 2. 19) 
因而 R_Ri |E7)==0, 利 用 式 (8. 2. 16) ,得 
二 1)282 十 1 一 0 (8. 2. 20) 
21we . 


由 此 可 立即 得 出 能 级 公式 (8. 2. 12). 
由 上 述 推导 还 可 看 出 ,对 给 定 能 级 EE,L, 可 以 取 (21 十 1) 个 可 能 值 . 所 以 能 级 
E, 的 简 并 度 为 [二 (21 十 1) 二 2m 一 153,5,…. 这 些 简 并 态 ( 未 归 一 化 ) 可 表示 为 
(R_)*:|F), k=0,1,..…,2/ (8. 2. 21) 
dn 视 (1 一 0 := 和 


PRP"1 =—R, PL.P- 一 工 (8. 2. 22) 
即 守恒 量 尺 为 极 矢量 ,而 守恒 量 工 . 为 轴 矢 量 . 这 就 可 以 理解 为 何 同一 条 能 级 的 诸 
简 并 态 中 有 的 宇 称 为 偶 ,而 有 的 宇 称 为 奇 


练习 ”证 明 归 一 化 的 本 征 态 | Em) 之 间 有 下 列 递 推 关系 : 
"，318 。 


DD Ce 
Ri | En) = 7 十 172 C 士 双 十 1)C 干 ma) | Emt 1) (8. 2. 23) 


8.2.2 三 维 氢 原子 的 O04 动力 学 对 称 性 0 
在 量子 力学 中 ,三 维 氢 原子 的 Runge-Lenz 矢量 为 


= 0 A fo (8. 2. 24) 
Zp 
利用 
Lxp+pXL= 2ifp (8. 2. 25) 
R 可 改写 为 
R= PXL-ihp) —r/r (8. 2. 26) 
当天 ->0 时 ,上 式 将 回 到 经 典 Runge-Lenz 矢量 . 可 以 证 明 ( 见 本 节 附 录 1) 
[L,H]=0, [R,H]=0 (8. 2. 27) 


所 以 除 轨 道 角 动量 工 之 外 ,R 也 是 守恒 量 . 人 们 熟知 , 工 的 三 个 分 量 满足 下 列 对 
易 式 
[L,,Le] = ifepLy, asB,7y 一 并 yz (8. 2. 28) 
根据 R 的 定义 式 (8. 2. 26) ,可 以 证 明 ( 见 本 节 附 录 1) 
[L,, Re] = ifewyR; 


[LR ,Rg — ieol, 
可 见 6 个 算 符 L、L,、L、R、R,、R, 彼此 之 间 的 对 易 式 并 不 封闭 ,因为 式 (8. 2. 29) 


中 出 现 了 另外 的 算 符 互 . 但 如 局 限于 氧 原子 的 某 一 能 级 已 (<0) 的 诸 简 并 态 所 张 开 
的 子 空 间 中 , 互 可 代 之 为 常数 (二 0). 此 时 可 令 


A= (8. 2. 30) 


(8. 2. 29) 


则 式 (8. 2. 29) 可 改写 成 
[L,,As] = ifegyAy 
[A,,As] = ifegyLy 
从 式 (8. 2. 28) 和 式 (8. 2. 31) 可 看 出 ,LL 与 4 的 6 个 分 量 构 成 一 个 封闭 的 Lie 代数 . 


如 令 


(8.2.31) 


(Lz; ,L, ,Lz) = (La ,Lai,L12) 一 一 (La ,Lis ,Lz1) 


(8. 2. 32) 
(A- ,A, ,A:) = (Lu, Lz,La) =— (La Liz Lo) 
则 式 (8. 2. 28) 与 式 (8. 2. 31) 可 概括 为 (==1) 
~” [DO= iaLy — dL — daLz 十 3zLa) (8. 2. 33) 


@ 见 p. 306 所 引 Pauli 的 文献 . 
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这 6 个 反对 称 张 量 算 符 L; 一 一 Li (i,j 二 1,2,3,4) 正 好 构成 SO, 群 的 Lie 代数 ,这 


表明 三 维 氢 原子 具有 SO 动力 学 对 称 性 . 
还 可 以 证 明 ( 本 节 附录 1) 
R: = S80 十 记 ) 十 1 
He 
因而 
到。 
0 
考虑 到 RR，L 一 A4，L==0, 上 式 可 改写 成 
2 
(LAY = 


令 
I= 记 (L+4)， 天 一 于 此 一 4) 
其 逆 表 示 式 为 
L=(U4R, A=U-R 
容易 证 明 
下 一 配 
[到 ,Ko 一 0 


[1,,1s] = ifegyTy 
LK,, Kg] 二 i 灰 wy 开 7 


(8. 2. 34) 


(8. 2. 35) 


(8. 2. 36) 


(8. 2. 37) 


(8. 2. 38) 


(8. 2. 39) 


即 工 与 下 对 易 ,IT 和 KK 的 分 量 各 自 构成 群 SO 的 一 组 闭合 的 Lie 代数 . 了 .KR 的 本 


征 值 为 
下 一 IT 十 1) 和 二， RK:—> KCK ++ 
加 0， 1， 2，… 
9 1/2， 3/2， 5/2,* 
因此 [ 见 式 (8. 2. 37)] 
(L+A)’ 一 4 -> 41(T++ 1)# 


代入 式 (8. 2. 36) ,得 
2 
KK _/: 212 
2FE = (27 十 1 无 


由 此 可 得 出 
2 
Si 2#2n: 2#2n2 
7 一 (27 十 1) = 1,2,3,.… 
此 即 著名 的 Bohr 氢 原 子 能 级 公式 . 


(8. 2. 40) 


(8.2.41) ， 


按 式 (8. 2. 38) 和 式 (8. 2. 39) 江 可 以 看 成 大 小 相等 的 两 个 角 动 量 算 符 I 与 K 
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的 相 加 , 因此 
l=|I—K|,|I—K|+1,.…,(I+K) 
=0,1,2,.…,21 
=0,1,2,.…,(n— 1) (8. 2. 42) 
所 以 能 级 E, 的 简 并 度 为 


(21+1) = (8. 2. 43) 


从 式 (8. 2. 42) 还 可 看 出 ,属于 EE， 能 级 的 各 简 并 态 , 可 能 是 偶 宇 称 态 (! 偶 ), 也 可 能 
是 奇 宇 称 态 (! 奇 ). 这 与 体系 有 两 类 守恒 量 有 密切 关系 , 即 工 为 轴 矢 量 (空间 反射 
下 不 变 ) ,而 R 为 极 矢量 (空间 反射 下 改变 正 负 号 ). 


附录 量子 力学 中 的 Runge-Lenz 矢量 


下 面 证 明 有 关 Runge-Lenz 矢量 的 几 个 代数 关系 . 
为 此 , 先 给 出 一 些 简单 的 对 易 式 , 它 们 很 容易 根据 + 和 p 各 分 量 的 基本 对 易 式 推出 . 


Lr,p:] = 2ip (8. 2.44) _ 
[p*r,p:|= 2ifp? (8. 2. 45) 
rep—p*r= 3 远 (8. 2. 46) 

[r,p* r= [rr* p= itr (8. 2. 47) 
[p*r,p]=[r. p,p)= ifp (8. 2. 48) 
[p71] = ifir/r [pr3] = 3ifr/r (8. 2. 49) 
[pe rr = 寺 /r (8. 2. 50) 

[Pp ,7 = [Cre p)+ Cp nr (8. 2. 51) 
[Cp rp,r = i p+ (pe rm 3] (8. 2. 52) 
pXL= prri+iip— (pp (8. 2. 53) 


证 明 式 (8. 2. 51) (8. 2. 52) 时 ,用 到 了 式 (8. 2. 49). 又 如 证 明 式 (8. 2. 53)， 
pXL=pX (rxp)= parpzsit pyrpyit perps— (pp 
三 pr (pzr 十 1 在 ) 十 pyCpyr 十 讨 j) 十 pCper 十 kK) 一 (pnp 
=pr+ifip—(p* Np 
以 下 分 别 证明 
(DLR, HJ]=0 
证 明 利用 式 (8. 2. 53) ,可 将 Runge-Lenz 矢量 表示 为 


R = 让 (PXL-ip) 二 7 三 pa (pp]—r/r 
所 以 
[ER, 一 ] = 志 {[r]r 一 [Cp ps 
利用 式 (8. 2. 51) 、 式 (8. 2. 52) 
CR, 一 ] = “Pr—r ip) (8. 2. 54) 
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另外 ， 
[Rp = (pep [pe np]p) — [Fp] 


利用 式 (8. 2. 44) 与 式 (8. 2. 45) ,上 式 的 {…} 二 一 ri[r,p2] 一 [7 ,pjr 
利用 式 (8. 2. 51) 与 式 (8. 2. 44) 
=— ri2ip+iir (re priii(pe rr 
利用 式 (8. 2. 46) 
| =if[—2rip+m re pri(r. p— 3if)rr] 
利用 式 (8. 2. 49) 
=ifi[— 2 p+r ?re prire (rp 3itrr )r— 3ihr 3r] 
=2if[—r p+r Cr. p)r] (8. 5. 55) 
联合 式 (8. 2. 54) 与 式 (8. 2. 55) ,得 
| [R,Hj=0 (8. 2. 56) 
(2)RXR= 一 2 各 HL (8. 2. 57) 
AKC 
证 了 明 
WORXR= {pr— (pe Np— pur/r}* (prr— pe np— pwr/r} 
利用 式 (8. 2. 44) , 式 (8. 2. 48) 
WORXR= (prr— (pe Pp— xr/r}* (rp? — 3ikip — pp * 7)— ur/r) 
=— 3iip°L— pL(p :D+ Cp LP — Cp" DL 3ifymr Lmr Lp 7) 
工 与 标量 对 易 
= {~— 3ifp’ —[Lp,p* rl— mLp* rr 3ifyur  }L 
利用 式 (8. 2. 45) 、 式 (8. 2. 50) 
= {— 3i#p? 十 2ifp? 一 ifywr ! + 3ifywr 1 }L 
= 一 讨 (p? 一 2puxr DL 一 一 2iiyHL 


所 以 
RXR = 一线 HHL 
A 
(IR = + +1 
A 
利用 
(pxXD (pxXD)=P—(p. DD = pL (8. 2. 58) 
(pXI) .p= (~LXp+2iip)* p= 2iip’ (8. 2. 59) 
p* (pXI)=0 . (8. 2. 60) 
(pXI) .r=(—LXp+2iip)* r=— (LXp) ri+2itp*:r=L+2iip*r 
re (pXD=L (8. 2. 61) 
得 


LOR’ —=(pXL—iip—pa/r) * (pXL—ifp—pwa /7) 
=PL 2 px + 2ihp * Dr tp +i p* Dr pur lL 
十 迁 puer lr * p+ 
= + Pp —2d sr 1—ifiyxL Cp “Dri—ri(r. Pte 
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”利用 式 (8. 2. 46) 

=pL2 + dr i Cp rr ip 7 —3iir tr 
利用 式 (8. 2. 50) 

=p2L2 十 起 pp 一 2pweL?r-! 一 2 和 pr 1 十 p2A2 

=(p—2pxr DD +R CP —2pmr !) + pe 

=2yH(L+R) + 
所 以 


R’ = 2 到 Cr +#)+1 
Hr 


* 8.2.3 屏蔽 Coulomb 场 的 动力 学 对 称 性 2 


前 面 分 析 了 二 维和 三 维 氧 原子 的 动力 学 对 称 性 ,并 用 代数 方法 得 出 了 它们 的 
能 量 本 征 值 和 本 征 态 .在 8. 1.1 节 和 8.1.2 节 中 讨论 了 Runge-Lenz 矢量 和 轨道 的 
闭合 性 .在 8. 1.4 节 中 的 分 析 表 明 ,在 屏蔽 Coulomb 场 中 电子 (例如 碱 金属 原子 中 
的 价 电子 ) ,存在 推广 的 Runge-Lenz 矢量 中, 在 远 ( 近 ) 日 点 及 是 守恒 的 . 由 此 得 出 ， 
当 角 动量 合适 的 情况 ,存在 无 穷 多 条 闭合 轨道 . 试问 ;此 结论 是 否 只 对 屏蔽 Cou- 
lomb 场 [ 见 8. 1.4 节 , 式 (8.1. 52)] 才 成 立 ? 分 析 表 明 ?: 

定理 1 对 于 任意 中 心力 场 V(~) 中 的 经 典 粒 子 , 除 能 量 和 角 动 量 L==rXp 


R=pxL— gt, g(r) =r 人 oe (8. 2. 62) 
在 远 ( 近 ) 日 点 一 0) 的 让 , 即 远 ( 近 ) 日 矢 , 是 守恒 的 ,但 这 并 不 一 定 保证 轨道 是 闭 


合 的 . 
证 按 角 动 量 守恒 ,L 一 0, 可 得 
二 中 义 厂 ) =pxL 
按 Newton 定律 请 一 FCD) 工 ,F(rD) 一 一 至 ,以 及 p 一 ”可 得 
SpXD = FO) Lxrxp 
再 利用 矢量 代数 恒等式 aX(bXe)=(a. eb 一 (a Be, 以 及 r= 
pxD -ED[o Dr or]=—FOr|E | 
2 d/r 
=— Fr (i) 


在 远 ( 近 ) 日 点 (一 0), 上 式 一 全 [一 FC 工 ], 由 此 可 得 


@@ B. Zeng ( 曾 蓓 )and J.Y. Zeng〈 曾 谨 言 ),J. Math. Phys. ,43(2002) ,897 一 903. 
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dV 


ge (8. 2. 63) 


0 R= (pxI)— go0) Sy g(r) 一 一 二 (Cr) 一 条 
定理 1 得 证 . 
对 于 屏蔽 Coulomb 场 .VCr) 一 一 圭一 


A 
r2” 
R=pxL— (1+ 人 a) 


与 8.1.4 节 , 式 (8.1.56) 相 同 . 
定理 2 当 且 仅 当 中 心力 场 VY() 为 纯 , 或 屏蔽 Coulomb 场 的 情况 时 ,在 给 定 


能 量 BE<<-0 的 诸 简 并 态 张 开 的 子 空 间 中 ,并 与 工 才 构成 一 个 封闭 的 SO, 李 代数 . 
证 推广 的 Runge-Lenz 矢量 的 量子 力学 形式 为 (二 1) 


R=3pXL-LXp -gn I =pXL-ip—g( 工 (8.2.64) 


首先 二 的 3 个 分 量 满足 下 列 对 易 式 : 
[L,,Le] = iegyLy (8. 2. 65) 
其 次 ,对 于 任意 gC7)[ 即 V(r)], 可 以 证 明 ( 留 作 练习 ) 
[L,,Rs] = iepR, (8. 2. 66) 
而 中 各 分 量 满足 , 
RxR=——2ilp 2] (8. 2. 67) 
与 式 (8. 2. 57) 或 (8. 2. 29) 相 比 ,要 求 (1 二 k 二 二 1) 
R xR =— 2iHL (8. 2. 68) 
即 要 求 
_F_3gD+re’ tr) _V_dy 
a ee 人 (8. 2. 69) 


a 
昌 = 备 十 V(7) ,所 以 要 求 方 [3g() 十 rg'(r 站 一 一 VCr), 即 
?各 +4 尝 +2V=0 (8. 2. 70) 
是 Euler 型 微分 方程 ,其 解 为 
: vcm =C +c,L (8. 2.71) 
r 7 


Ci 与 Cz 为 两 个 积分 常数 . 为 保证 束缚 态 存在 ,要求 C1 二 0. 上 解 有 两 种 情况 
(让 Cs 二 0,V(7) 为 纯 Coulomb 势 ( 吸 引 ) ,RR 回 到 Runge-Lenz 矢量 R 


R=R=(pXL—LXp)— (8. 2. 72) 
(i)Cs 隆 0,V(7) 为 屏 酸 Coulomb 势 ,( 取 Ci 二 一 1,C; 一 一 A) 
VCr) 一 圭一 分 (0<A<D (8. 2.73) 
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就 是 推广 的 Runge-Lenz 矢量 [ 见 8. 1. 4 节 , 式 (8. 1. 56)]， 


R= 计 (pXL-LXp) 一 (1+ 人 2) (8. 2. 74) 
定理 2 证 毕 . 
对 于 二 维 (zy 平面 ) 的 任意 中 心 势 V(p) (p 为 极 坐标 ) ,也 总 可 以 构造 
R= pXL-b(p/o yp 3 (8. 2.75) 
在 远 ( 近 ) 日 点 处 (6 一 一 0) ,了 ad 六 一 0. 玉 的 量子 形式 为 
R=3(pXL-LXp)— gpp/p (8. 2. 76) 
类 似 可 以 证 明 : 当 , 且 仅 当 V(o) 为 纯 , 或 屏蔽 Coulomb 势 时 (参阅 8. 2. 1 节 )， 
[LL, ,R,] = 
[L. ,R, 1= 
[RK,,R,] =— ZiHL. (8. 2.77) 


即 在 给 定 束缚 态 能 量 <0 的 诸 简 并 态 张 开 的 子 空间 中 ,CL., 民 ,外 ,) 才 构成 一 个 
封闭 的 SO, 李 代数 . 


* 8.2.4 7 维 氢 原子 的 0,+1 动 力学 对 称 性 2 


按照 上 面 关 于 二 维和 三 维 氨 原 子 的 讨论 ,可 以 想到 ,n 维 氢 原子 也 具有 上 比 其 几何 对 称 性 O， 
更 高 的 动力 学 对 称 性 . 下 面 证 明 , 它 具有 Ow+i 动 力学 对 称 性 . n 维 氧 原子 的 Hamilton 量 仍 表 
示 为 


H=ip:— (8. 2.78) 
2 r 


全 二 天语 [Za .显然 , 它 具 有 SO, 对 称 性 , 它 的 n(n 一 1)/2 个 无 穷 小 算 符 可 取 为 


== xpi wps ij=1,2,,n (8. 2. 79) 
它们 满足 下 列 对 易 式 | 
[i ,Hj=0 (8. 2. 80) 
[6 su] = FCBal — dali — blz + Sula) (8. 2. 81) 
下 面 证明 ,n 维 氨 原子 存在 一 个 维 矢量 守恒 量 
三 :二 > 一 1 二 2 
Se iip: ]-z (8. 2. 82) 
i=1,2,.…,n 
[R,H] =0 (8. 2. 83) 


作为 一 个 n 维 矢量 , 它 与 SO, 的 无 穷 小 算 符 满足 下 列 对 易 式 


@ Y. K，Qian〔 钱 裕 昆 )and J.。Y. Zeng( 曾 谎言 ), Science in China (SeriesA) ,36(1993) ，395. 
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[ ,R; ] ee i4(6aR; EY SxR:;) 和 (8. 2. 84) 
经 过 较 繁 的 计算 ,可 以 证 明 R 的 各 分 量 满足 下 列 对 易 式 


[Ri,Rj] = a Dl (8. 2. 85) 


因此 ,一 般 说 来 ,和 Ri 并 不 构成 一 个 完备 的 Lie 代数 . 但 如 局 限于 一 定 的 束缚 能 级 ECE<<0) 的 
诸 简 并 态 张 开 的 子 空 间 中 , (考虑 到 五 与 心 对 易 ), 式 (8. 2. 85) 可 改写 成 


[Ri,R;] = de (8. 2. 86) 
这 样 ,我 们 可 以 定义 一 组 算 符 
ts， i¥jn 
Ly 一 JWV ZER， i<wi=ntl (8.2.87) 


2 
-NER’; jn,i 二 n 十 1 


显然 Li 一 一 Li (i 关 j 二 1,2,…,n 十 1) ,共有 (n 十 1)n/2 个 独立 的 反对 称 算 符 , 联 合式 (8. 2. 81)、 
(8. 2. 84) (8. 2. 86) 和 (8. 2. 87) ,可 以 得 出 

[Ls ,Lu = ii(6aLx — SL — SrLa + La) (8. 2. 88) 
这 正 是 群 SO,+1 的 (x 十 1)n/2 个 无 穷 小 算 符 满足 的 对 易 式 . 这 样 ,这 (n 十 1)n/2 个 算 符 就 构成 了 
SO.+1 的 Lie 代数 . 再 考虑 到 

[Ljy;,H]=0，i 关 j= 1,2,…,n 十 1 (8. 2. 89) 
这 就 证 明了 处 于 束缚 态 的 n 维 氨 原子 具有 SO,+1 动 力学 对 称 性 . 
下 面 计算 n 维 毛 原子 的 能 级 及 简 并 度 . 直接 计算 可 以 证 明 


SR 一 2 一 1 
R=- DR- nr+ (号 ) # ht (8.2.90) 
式 中 一 十 已 2 是 SO, 的 Casimir 算 子 . 由 式 (8. 2. 90) 和 式 (8. 2. 87) ,n 维 氨 原 子 的 能 量 
雹 =1 
E(E<<0) 可 以 表示 为 


一 一 2 了 
Tr 
Lan! 
式 中 了 一 评 > LsLs 是 SO。a 的 Casimir 算 子 . 由 式 (8. 2.91) 可 以 看 出 ,E 只 依赖 于 L? 的 本 
iz#j=1 


征 值 . 因此 ,对 于 给 定 上 本 征 值 ,而 2 本 征 值 不 同 的 能 级 是 简 并 的 , 即 维 氨 原子 的 能 级 具有 上 比 
一 般 维 中 心力 场 的 能 级 更 高 的 简 并 度 . 
为 了 求 得 的 本 征 值 ,可 以 求解 维 氨 原 子 的 定 态 Schrodinger 方程 


E (8. 2. 91) 


(Y 守 至 二 + 至)wm =0 (8. 2.92) 
采用 维 球 坐 标 系 (本 节 附 录 2) , 波 函 数 可 分 离 变量 ， 
JX) 一 RCOr) YI To (0 2,** ,01 ,00) (8. 2. 93) 


0 过 | 上] 和 五 过 … 志 J。 (JJ 均 为 整数 ) 
Y， ,11 为 n 维 空间 球 谐 函 数 ,J,，: 为 SO, 的 Casimir 算 子 相应 的 量子 数 : 
PY ng, = JrzCJrs tn— 2 Y, .7 (8. 2. 94) 
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将 式 (8. 2. 93) 代 入 方程 (8. 2. 92) ,利用 V ?的 表达 式 ( 本 节 附 录 2) 及 式 (8. 2.94), 可 得 到 径 向 
方程 


5 BR DR 全 2 
8 一 2， 2 一 备 (E=0) (8. 2. 96) 

考虑 到 解 的 渐 近 行为 及 束缚 态 边 条 件 , 可 以 令 
R(r) = € g(r) (8. 2. 97) 


可 得 g(7) 满 足下 列 方程 : 
rg +[n—1)—20)re’ 一 [JJ 十 2 一 2 一 pr 十 cC 一 D 站 gg 一 0 
(8. 2. 98) 
再 考虑 到 解 在 一 ~0 的 行为 及 波 函 数 的 统计 诠释 的 要 求 , 对 于 物理 上 允许 的 解 , 可 以 令 
g(7) = rr f(7) (8. 2. 99) 
可 得 出 f(x) 满 足 的 方程 
f+[Lnt2Jrs —1)—20]rf’ [8— ni+2],:— lalrf=0 (8.2.100) 
令 z= 二 2ar, 得 


z 赴 f+[GJre+# 一 DD 一 习 右 + [ 女 ~(J+ 呈 1)]f=0 (6.2.10) 


此 即 合流 超 几何 方程 . 它 的 在 zs*0 邻 域 的 解析 解 为 合流 超 几何 函数 ,一 般 为 无 穷 级 数 . 但 考虑 
到 束缚 态 边 条 件 , 要 求解 必须 中 断 为 多 项 式 . 这 就 要 求 


B/2a— (J +23!)= mm 1 一 0 1,2，…， (8. 2. 102) 
从 而 给 出 
wx 一 一 一 妈 一 一 (8. 2. 103) 
7 十 J 十 2 2 
联合 式 (8. 2. 96) ,得 出 ” 维 氢 原 子 的 能 级 公式 
Be Ee (8. 2. 104) 
2 下 一 1 
| 
天 一 7 十 Jz 一 0,1,2,… 
与 式 (8. 2. a 的 本 征 值 
= K(K+n— DE, K=0,1,2, (8. 2. 105) 
与 能 量 本 征 值 Ex 相应 0 -2 f(7), 
fCLYO, =20, y=2Jr2+n—2 (8. 2. 106) 
是 Laguerre 多 项 式 . 


` 由 式 (8. 2. 104) 可 以 看 出 ,Ek 只 依赖 于 量子 数 K( 主 量子 数 ). K 相同 ,但 J"-: 不 同 的 能 级 是 
简 并 的 . 对 于 给 定 KK==ni 十 J,-zs ,有 
nr = 0， 1,.…， K 
Jr2= K, Kl,…, 0 
Ji=0,1,,Ji, k=1,2,.…,(n— 3) 
Jo 一 一 几 ， 一 万 十 1,…… 十 万 


(8. 2. 107) 
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因此 能 级 简 并 度 为 
fr = 3. ‘Dor 十 D) = (K+n—1) (8. 2. 108) 
不 难 验证 ,对 于 ”一 2,3 情况 , 式 (8.2.104) 和 式 (8.2.108) 给 出 的 能 级 及 其 简 并 度 的 公式 与 
8. 2.1 节 和 8.2.2 节 相同 . 
本 征 函 数 的 角度 部 分 的 表示 式 见 本 节 附 录 2. 可 以 证 明 , 属 于 能 级 Ex 的 诸 简 并 态 中 ,具有 
不 同 宇 称 . 事实 上 ,本 征 函 数 的 宇 称 r 为 
= (TY (8. 2. 109) 
对 于 给 定 开 ,J-* 可 以 取 开 ,天 一 1,…，,1,0, 所 以 两 种 宇 称 态 都 存在 . 这 一 事实 与 守恒 量 完全 集中 
有 两 种 矢量 有 关 , 即 角 动 量 忆 为 “ 轴 矢 量 ”, 而 RR 为 “ 极 矢量 ”. 


附录 nn 维 空间 的 球 谐 函 数 ? 
引进 n 维 空间 球 坐 标 (r, ;0 02) 


x1 =r cosO， » 
22 =r Sin0，* coOsO, 3 
(8. 2. 110) 
Zr 一 r sinb, 2 sin0，: …Ssinb costb 
Zn 一 r sinb, » sinb, 3***sinO, sinto 
其 中 0<r<o0,0<% 人 2x,0<0x,k 二 1. 
n 维 空间 线段 元 ds 可 如 下 给 出 
ds =dr 二 rd s+rsin0, sdF 十 … 十 72sin20 ssin20 3…sin20 dB (8.2.111) 
n 维 空间 的 Laplace 算 符 为 


2— 1 9 1 .9 Ce inm™2 
V 7 六 有 pr (sin DO 


十 … 


9 
吉 5 | 


1 
十 7sin20 sin20 sin20 sin“ EN 2 (si 0 一 经 0 ) 


十 
二 (8. 2. 112) 
rsin 0 sin20 ssin2b 9 
nn 维 各 向 同性 势 V(7) 中 粒子 的 Schr6dinger 方程 
Ms py) + EE =0 | (8. 2. 113) 
的 解 可 以 分 离 变 量 
VD = RO OT (6 2)°%O® (0.)*%O) (b) (8. 2. 114) 


从 而 可 得 出 一 系列 方程 
(各 +j)em(b) =0 


D Y. K. Qianand]J. Y. Zeng,Sciencein China (Series A), 36(1993),395. 
。 328 。 


1 df( ,do Mo D D Ey 
(0)) je" 0) +A (0) =0 


d (ng daw A a 人 
(i 0) )— (0) TNO =0 (8.2.115) 


1 d 


sin”™ ?0,» d0 


[sin Oz 


0"? C00) | RO" (6,4) + hs" 0,2) =0 


去 a RE)- 状 VD 一 入 :R14 给 R=0 
与 三 维 情况 类 似 ,角度 部 分 可 以 先 解 出 . 对 如 部 分 ,物理 上 可 接受 的 解 为 
Go (0 ) 一 exp[LiJob] (8. 2. 116) 


ho 一 用 ， Jo 一 0, 士 1], 士 2,…- 
对 于 O* (0),k 宇 1, 令 COSQ — , 则 


(1 一双) 和 6w 一 (& 十 1 六 Re"® — 3 daa 十 ww =0 (8.2.117) 
考虑 丸 -1 二 0 的 情况 . 此 时 ,要 求解 在 z= 二 士 ] 处 有 界 ， i 


A= Ji(fitl1), Ji=0,1,2,. (8. 2. 118) 
相应 的 本 征 函数 记 为 PR (zx) (其 中 1) ,有 
PR C22) = TH (x) (8. 2. 119) 


T8(z) 称 为 Gegenbauer 多 项 式 @. 当 k 二 1 时 ,PY (za) 二 Pj (x1) , 即 平 常 的 Legendre 多 项 式 . 
对 于 XA-1 关 0, 考 虑 k==1. 此 时 ,二 月 ,方程 (8.2.117) 即 平常 的 连带 (associated) Legendre 
方程 . 它 在 x 二 土 ] 处 有 界 的 解 即 为 连带 Legendre 函数 , 记 为 
PP (a) = Ph (2 ) (8. 2. 120) 
对 于 k>1,h-! 已 经 由 B@*? (8-i) 的 本 征 方程 解 出 ,Ah-i 王 Jai (Ji 十 & 一 1),Jii 王 0,1, 
2,…. 令 : 
Beo = (1—) I g(x) (8. 2. 121) 
代入 式 (8. 2. 17) ,得 g(z) 满 足 的 方程 
(Q—¥)e Qtei Dg tT) tlies=0 (8.2.122) 
其 解 仍 为 Gegenbauer 函数 . 要 求 gw (z) 在 z= 二 土 1 处 有 界 , 则 要 求 (Ji 宇 J4-1) 


J 一 Ji Ge 0， 1 ,2，… (8. 2, 123) 
相应 的 解 g(z) 为 Gegenbauer 多 项 式 ,TA-y““?(z). 而 @* (zi) 可 记 为 
PW (z) 一 0 Tt Dh (C2) (8. 2. 124) 
由 Gegenbauer 多 项 式 的 正 交 归 一 关系 
国 8 2FCz 十 28 十 1) 
| dQ — #78780) Tz) 一 i (8. 2. 125) 


@ P. M. Morse and H. Feshbach, Methods of Theoretical Physics, Vol. I,p. 781 (McGraw-Hill, 
1953. ) 
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可 求 出 


' 2 NED/2 DOT (DJ 人 2T(fit Jeitk) 
上 dzG1 一 二 ) Py a CP 全 (2 = (2i tARTC Cm Set1) 


(8. 2. 126) 
此 式 对 ==1,J。<0 也 适用 . 
这 样 ,n 维 空间 中 正 交 归 一 的 球 谐 函 数 可 表示 为 


YT (O23 ,to) 一 AT Pr (zn2) “Pp (x1)expLiJol] 


(8. 2. 127) 
| dO Yh ph Vg = Oh ga "HHT 7o 
dQ™ = sin™?0,2°**sint0,***sinO dO, 2…d0…dp dp (8. 2. 128) 
(W): 0<Zh<2r, OZ (k>1) 
归 一 化 常数 为 
AT nn = 二 2 | i eh 让 > -4 二 ee 外 (8. 2. 129) 
在 空间 反射 P 下 ,zx 一 一 zi, 即 
p 一 T 十 b， 外 一 T 一 名 (二 1) 
ER (8. 2. 130) 
利用 了 (一 2 二 (一 1)"TY(z), 可 得 
PART (~— 2 = (~— DiI PR () (8. 2. 131) 
而 
EJo rt) 一 (一 1)7oexp[iJob] (8. 2. 132) 
所 以 
PY ,1110 Or29°% Dt) = YT CR AO 二) 


一 (一 177 一 ? 了 To (0 ,°°* ,0 ,0 ) (8. 2. 133) 
即 字 称 为 (一 1)7"-: . 


8.3 各 向 同性 谐振 子 的 动力 学 对 称 性 


相对 于 氢 原 子 , 各 向 同性 谐振 子 的 Schr6dinger 方程 的 求解 要 简单 一 些 . 例 
如 ,高 维 各 向 同性 谐振 子 ,可 采用 Cartesian 坐标 ,化 为 若干 个 彼此 独立 的 一 维 谐振 
子 . 其 根源 来 自 高 维 各 向 同性 谐振 子 的 特殊 的 动力 学 对 称 性 . 因此 下 面 先 讨论 高 维 
各 向 同性 谐振 子 , 然 后 分 别 讨论 二 维和 三 维 各 向 同性 谐振 子 . 


8.3.1 各 向 同性 谐振 子 的 么 正 对 称 性 
& 维 各 向 同性 谐振 子 的 Hamilton 量 表示 为 (自然 单位 二 =m 一 w 二 1) 
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k 


k 
H= DH e+) (8. 3.1) 
j=1 


了 了 一 1 


利用 正则 对 易 式 
[Lzi, p;] = 16;， i197 一 1,2,..…,k (8. 3. 2) 
可 将 互 改 写成 
k 
H = —ip) (+ip) +h/2 
j=1 
k 
= 让 > ee ey 
了 一 1 
k 
2 |z; + ip;|’ +k/2 : (8. 3. 3) 


因此 ,除了 一 个 常数 项 /2 外 ， 互 可 视 为 维 ( 复 ) 空 间 的 一 个 “矢量 ”zj 十 ip;)( 
三 1,2,…,&) 的 模 方 . 因此 ,在 & 维 ( 复 ) 空 间 的 么 正 变换 U(U = 二 U7!) 之 下 
Zi ip; > 7 二 +ip; = Ux; ip)U (8. 3. 4) 
(zf +ip)t (zi +ip’) = Cz; +ip))t UT UCz; + ip;) 
=(zj + ip)t (zj + ip;) 
所 以 
H’ =UHU*=H 
即 
[U,H]=0 (8. 3.5) 
在 U 变换 下 互 具 有 不 变性 . 这 种 么 正 变换 下 的 对 称 性 , 即 & 维 各 向 同性 谐振 子 的 
动力 学 对 称 性 , 记 为 Ui ,是 由 Hamilton 量 (8. 3. 1) 的 特点 所 决定 的 . 
与 一 维 谐振 子 的 代数 解法 相似 ,引进 升降 算 符 


a a 下 沁 志 六 (8. 3. 6) 
J 二 ],2,.…,k 
其 逆 表 示 式 为 
六 = 计 +o)， 加 一 房 ( 叶 一 0) (8. 3.7) 
容易 证 明 
[aisa;] =0, [Lat,af ]=0 
[aiyat] = 0, i,j = 1,2,.…,k (8. 3. 8) 
与 Bose 子 的 产生 和 淹没 算 符 的 基本 对 易 式 相同 . 利用 此 对 易 式 ,可 将 五 改写 成 
CA 二 /2) 
ee (8. 3.9) 
N= >,N;= > ata; 


。331 。 


从, 与 人 为 正定 厄 米 算 符 ,其 本 征 值 分 别 为 mm == 0,1,2,…,N 一 ln = 0,1， 
2,… 能 量 本 征 值 为 

En = (N 十 去 )( 自 然 单位 )， N 一 0;1,2， (8. 3. 10) 
能 谱 均匀 分 布 ,但 能 级 有 简 并 (基态 除外 ). 本 征 态 可 表示 成 


| ma 一 | | ne) | ne) 


1 


a dd eat | 0》 (8. 3. 11) 
N= 二 Tn 十 … 十 nm 二 0,1,2,*…* 
能 级 的 简 并 度 
和信 十 & 一 1 二 
六 = 人 人 = 全 让 下 (8. 3. 12) 
此 乃 各 向 同性 谐振 子 的 么 正 对 称 性 的 表现 . 
利用 产生 与 漂 没 算 符 ,可 以 构成 及 个 下 列 形式 的 算 符 : 
te te (8. 3. 13) 
显然 它们 能 保证 Bose 子 数 N 不 变 ， 
[ata;,N] = [ata;, H] =0 (8. 3. 14) 
可 以 证 明 
[Lata;,ata, | = Sxatai — dzata; (8. 3. 15) 


这 万 个 算 符 构成 群 U; 的 Lie 代数. 可 以 把 它们 进行 适当 的 线性 组 合 ,使 之 为 厄 米 算 
符 ,用 作为 体系 组 合适 的 守恒 量 [如 式 (8. 3. 18)] 当然 ,这 种 线性 组 合 是 不 惟一 的 
具体 问题 中 如 何 选取 它们 ,要 根据 问题 的 侧重 而 定 . 如 把 从 二 》1ata; (或 也 除外， 
则 其 余 ( 尼 一 D) 个 线性 独立 的 算 符 构成 群 SU,(U+ 一 U1 ,de 一 1) 的 Lie 代 数 
8.3.2 二 维 各 向 同性 谐振 子 


二 维 各 向 同性 谐振 子 的 Hamilton 量 为 (自然 单位 ) 
Ps es 十 沁 十 碟 十 碾 ) 二 剑 , 十 剑 , 十 1， 从 ,= 本 .从 ,= ata，(8. 3. 16) 


能 量 本 征 态 可 以 选 为 守恒 量 完全 集 (对, , 剑 ,) 的 共同 本 征 态 |nsn,)》 
1 
Vnzln,! 
nzrsnNy 一 0，1，2，… 

它 也 是 图 = 从 ,十 入,( 即 能 量 妃 ) 的 本 征 态 ,能 量 本 征 值 为 
En 一 (CN 十 1)( 自 然 单位 )， N 一 0,1,2,… (8. 3. 18) 
能 级 简 并 度 为 fy 二 NN 十 1. 
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| ay ) 一 ajrzajo |0)》 (8. 3. 17) 


利用 升降 算 符 ,还 可 以 构造 下 列 守 恒 量 
L, = i(aya — ata,) 
Qi = (atas; —ata,) 


Q。 = ata, + ata, 


(8. 3. 19) 


nny) 也 是 Q 二 从 ,一 入, 的 本 征 态 ,本 征 值 为 (n, 一 n,).(L,,Q ,Qs) 构 成 SU; 李 


代数 . 如 把 及 (或 信 = 太 ,十 信 ,) 包 含 进去 , 则 构成 Us 李 代数 . 

试 做 下 列 么 正 变换 , 令 

一 启 (o。 二 ia,)， 仁 一 房 ( 叶 士 iat) 
它们 满足 与 式 (8. 3. 8) 相 似 的 对 易 关系 
[a,,as] =0, [Lat,atj=0 
[a;yat | = 6s， 7;s 一 十 ,一 
定义 
入. 一 ata,,r 一 十 , 一 
其 本 征 值 为 ni ,n_ 二 0,1,2,…. 利用 这 些 算 符 , 诸 守恒 量 表示 为 
H= (Ai+A +D 
[= 人 一 A- 
Qi 二 (at a 十 at a+) 
Qa。 =—i(at a_—at a}) 
(+, 访 _ ) 的 共同 本 征 态 记 为 | nn_》 

1 
Vinl 
它们 也 是 ( 互 , 工 .) 的 共同 本 征 态 

Hin 1 )=.(m 二 ne 二 + 1) nm) 
Llnrn)= Gm—n) In n) 


| 1_)= (at)™ Cat)™ |0) 


还 可 以 证 明 (#= 二 1) 
[L, 吐 ] = 士 吐 
[L; ,ar | 一 干 4+ 
可 见 叶 与 <- 是 工 。 本 征 值 的 升 算 符 ,而 a+ 与 a+ 则 为 降 算 符 . 


(8. 3. 20) 


(8. 3. 21) 


(8. 3. 22) 


(8. 3. 23) 


(8. 3. 24) 


(8. 3. 25) 


在 荷 电 粒 子 的 量子 场 论 中 , 可 以 把 场 看 成 二 维 各 向 同性 谐振 子 场 . 呈 产 生 一 
个 正 电荷 粒子 ,a_ 消灭 一 个 负电 荷 粒子 ,都 使 电荷 增加 1( 自 然 单位 ). a+ 消灭 一 个 
正 电 粒 子 ,ot 产 生 一 个 负电 荷 粒子 ,都 使 电荷 减少 1. NA 、A_ 分 别 表示 正 、 负 荷 电 
粒子 数 算 符 , 工 .= N; 一 N_ 则 可 表示 电荷 算 符 . 二 维 各 向 同性 谐振 子 场 还 可 用 来 


描述 晶 格 的 振动 ,振动 量子 称 为 声 子 . 
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8.3.3 三 维 各 向 同性 谐振 子 
三 维 各 向 同性 谐振 子 的 Hamilton 量 表示 为 


H= (atas,+tata,++ata; + 3/2) (8. 3. 26) 
能 量 本 征 值 为 (自然 单位 ) 
EN 一 (CN 十 3/2) (8. 3. 27) 
N= ns nn, 
nzsnysnNne sy N = 0,1,2,. 
本 征 态 记 为 
i 1 二 nz 十 my 十 me .28 
| nsnyns) Te (a )”» (at )* |0) (8. 3. 28) 
由 此 易于 求 出 能 级 En 的 简 并 度 为 ( 注 ) 
fn = 元 (N+DN+2) (8. 3. 29) 


( 注 ) 群 SUs 的 不 可 约 表示 (Xp) 的 维 数 是 
f[Q0)]=QatDGt Datpt2) 


这 里 ) 一 万 一 户 ,p 一 户 一 户 , 而 [ 广 , 户 , 户 ] 是 下 列 Young 图 的 标记 


有 
户 


fs 


有 
对 称 表示 CMV) 一 CN0) 的 维 数 所 (NO)] 一 于 CN 十 D)CN 十 2) ,与 EE 能 级 简 并 度 相同 . 属于 Ex 能 
级 的 诸 简 并 态 荷载 SU 的 不 可 约 (对 称 ) 表 示 CN0). 


为 了 显示 在 转动 下 的 变换 性 质 ,引进 球 张 量 算 符 是 方便 的 . 
从 


令 
1 
at =at, at te (8. 3. 30) 
容易 证 明 
[a,,at j=5,, [asas] = [at,at]=0 a 
六 0， 士 1 
令 
八 
人 ,一 ata:,yr 王 0, 士 1 (8. 3. 32) 
其 本 征 值 为 
1 = 0,1,2,..， r= 二 0， 土 1 (8. 3. 33) 
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Hamilton 量 可 写成 


百 = (CN,+TNAaT+TN 二 3/2) (8. 3. 34) 
本 征 值 仍 如 式 (8. 3. 27) 所 示 , 但 N=no 十 ni 十 n-1 ,相应 的 本 征 态 可 记 为 
ee pe 十 ya Cot, ml 
)m Ca )m Cati )™ | 0)》 (8. 3. 35) 
可 以 证 明 , 它 是 角 动 量 的 z 分 量 L, 的 本 征 态 . 利用 式 (8. 3.8) 和 (8. 3. 30) 之 逆 ,L。 
可 表示 成 


|nonnn) = 


L, = (xpy— yps) =—ilatay—ata,) 一 (NA 一人) (8.3.36) 
所 以 
L;|nnnni)= i 一 1) | zol 一 和 | nnnn) (8. 3. 37) 


m= (nn 一 ?01) 


但 一 般 说 来 ,|non41n_1) 不 是 守恒 量 人: 的 本 征 态 ,而 是 人 的 若干 本 征 态 的 春 加 . 
可 以 计算 出 . 在 给 定 N 下 ,L=N,N 一 2,N 一 4,…( 实 0). 


8.4 超 对 称 量子 力学 方法 


在 卷 1,10. 1 节 中 ,介绍 了 Schr6dinger 的 一 维 谐振 子 的 因 式 分 解法 和 能 量 升 、 
降 算 符 的 概念 0. 在 20 世纪 80 年 代 初 , Witten 在 量子 场 论 中 为 了 把 Fermi 子 场 和 
Bose 于 场 联系 起 来 ,提出 了 超 对 称 性 概念 2. 后 来 ,Schrodinger 的 因 式 分 解法 和 超 
对 称 性 概念 被 推广 ,用 以 处 理 一 般 的 一 维 势 阱 V(z) 中 粒子 的 能 量 本 征 方程 ,形成 
超 对 称 量子 力学 (supersymmetric quantum mechanics) 方 法 @. 


8.4.1 Schridinger 因 式 分 解法 的 简要 回顾 


在 介绍 超 对 称 量 子 力学 方法 之 前 , 先 简要 回顾 一 下 一 维 谐振 子 的 Schrodinger 
因 式 分 解法 . 
考虑 一 维 谐振 子 的 能 量 本 征 方程 (自然 单位 ==w 二 m= 二 1)， 
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到 一 寺 (一 下 二 2)y= 世 (8.4.1) 
引进 算 符 
1/d 1/_d 
“一 记 ( 赤 +z， 六 二 二 下 全 | (8.4.2) 
容易 证 明 
qat= 二 (一 下 二 十 1),at a 一 二 (各 + 一 1) (8. 4. 3) 
所 以 
[a,at]=1 (8. 4. 4) 
而 Hamilton 量 可 以 因 式 分 解 为 
ga ll _Ao,l 
H=aat+F = Nt ee 
六 =a+a 一 从 + 为 正定 厄 米 算 符 , 可 以 证 明 其 本 征 值 为 ( 卷 T,10.1 节 ) 
n= 0,1,2,.… (8. 4. 6) 
因此 能 量 本 征 值 (自然 单位 io) 为 
站 (n+ 去 )， pe (8. 4.7) 
相应 的 本 征 态 y, 记 为 |n). 利用 算 符 a+ , 归 一 化 的 本 征 态 |n) 可 表示 成 
= 让 > 10》 (8. 4. 8) 
不 难 证 明 | 
at |n)= VnFIil|nt+1) ey 
aln)= Vn|n—1) 
所 以 o 和 a 分别 为 能 量 升 . 降 算 符 ,把 相 邻 的 能 量 本 征 态 联系 起 来 . 
试 分 别 考虑 下 列 两 个 Hanilton 本 人 人 的 关系 ， 
H =ata, Hi= aa (8. 4. 10) 
HygiO = EOyO, Hi yh = EPyH (8.4.11) 
容易 证 明 , 互 - 与 五 + 的 本 征 值 和 本 征 态 之 间 有 下 列 关 系 ( 见 图 8. 6). 
(1) 除 互 - 的 基态 能 量 6 了 ”==0 外 , 态 - 与 有 Hj; 的 能 谱 完 全 相同 , 且 
ER = Et = (2 十 1) (8. 4. 12) 
(2) 
Xe 1 ee 1 ep 
内 Et J (8. 4. 13) 
Sa a 
4 一 i 必 P 二 Wa (8. 4. 14) 
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Es =5 El =5 


正人) 一 4 ES+) 一 4 
BE) 一 3 
开刀 一 2 内) 一 |2) 一 af 内 a 
at 


a 
EM”=1 f= | 1D)~atgh 


a Ca 
EP=0 y=|0) 


H-_=ata Hi=aat 


图 8.6 
8.4.2 超 对 称 量子 力学 方法 ,一 维 Schridinger 方程 的 因 式 分 解 


试 把 Schrodinger 的 谐振 子 因 式 分 解法 推广 ,用 以 研究 一 般 的 一 维 势 阱 T(z) 
中 粒子 能 量 的 本 征 值 问题 ， 

Hp = [VD Eg) (8.4.15) 
一 维 规则 势 阱 中 粒子 的 束缚 能 级 是 不 简 并 的 . 基态 波 函 数 和 (z)( 束 缚 态 ) , 除 两 端 


边界 上 以 外 ,无 节点 .设想 加 (z 满 足下 列 势 阱 的 能 量 本 征 方程 ,相应 本 征 值 为 0， 


下 加 一 [所 束 + 六 四 ]wco =0 (8.4.16) 
由 上 式 可 看 出 ， 
V_ (z= 去 (8.4.17) 
所 以 ,五 -可 以 写成 
H 一夫- 若 + 吉 入] (8. 4. 18) 


容易 看 出 ,如 定义 下 列 算 符 : 
下 (1d_ 外 + /_d_ 网 
二 A 人 二 | (8. 4. 19) 
则 五- 可 以 因 式 分 解 如 下 : 
H_—A' A 一 趣 +V- Cn (8. 4. 20) 
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由 式 (8. 4. 19) ,显然 
4 =0 (8. 4. 21) 
考虑 到 A 与 A+ 不 对 易 , 按 式 (8. 4. 19) ,可 以 构造 如 下 的 Hamilton 量 


Hi= AA+ 一 一 起 二 下 
AC 
V; (z) = 2 人 (8. 4. 22) 
试问 :五 与 互 - 的 本 征 谱 和 本 征 态 有 什么 关系 ? 
设 
H_ yh = EDU ， 万 yp = BOPWGP (8. 4. 23) 
可 以 看 出 < 
H; hp9 = AA+ hp = AH_ yo) = EDAW9 (8. 4. 24) 
即 A 上 ”是 互 + 的 本 征 态 ,相应 本 征 值 为 了 .换言之 ,如 必 ”是 互 - 的 本 征 态 (本 
征 值 Bi), 则 A 为 五 + 的 本 征 态 , 本 征 值 仍 为 忆 )， 
与 此 类 似 ， 
H_Atyt =AtAAtyD =AtH YD 一 EPA+WP (8.4.25) 
即 :如 WY 为 理 + 本 征 态 ( 本 征 值 En), 则 At+y? 为 五 -的 本 征 态 , 本 征 值 也 
是 Et. 
利用 式 (8. 4. 21) ,可 以 看 出 ,日 - p= 二 A+ Ay = 二 0, 即 pp 是 理 - 的 本 征 态 
本 征 值 为 0. 所 以 可 以 把 y 记 为 7 ,而 相应 本 征 值 5?==0. 注意, 并 非 ss 
本 征 态 . 因此 按照 以 上 分 析 可 以 看 出 , 除 互 -的 最 低能 级 轧 ”=0 之 外 ,H+ 与 H- 
的 能 诺 彼 此 一 一 对 应 , 即 
ED = ER, n=0,1,2,. (8. 4. 26) 
式 (8. 4. 24) 中 把 n>n 十 1, 得 
H: Ayi = ERAyR = EWAyR 
试 与 五 + 内 一 ED09 7) 比较 ,考虑 到 一 维 势 阱 的 束缚 能 级 不 简 并 ,可 知 Aicc 
必 .考虑 归 一 化 条 件 后 ,得 


?= [ER AyR (8. 4. 27) 
这 与 谐振 子 的 关系 式 (8. 4. 13) 相 似 . 类 似 有 
R= [ED TAt gD (8. 4. 28) 


” 这 与 谐振 子 的 关系 式 (8. 4. 14) 相 似 . 


H+ 与 及 -的 本 征 能 谱 和 能 态 的 关系 如 图 8. 7 所 示 . 
图 8.7 与 图 8. 6 相 比 有 下 列 两 点 不 同 : 
(1) 图 8. 6 所 示 谐 振子 (以 及 日- ,HH; ) 的 能 谱 为 均匀 分 布 . 而 图 8.7 所 示 
VCz) (以 及 五 - H+) 的 能 谱 分 布 一 般 是 不 均匀 |. 
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E OO EW® 
ED 4 ES 
si 
A 
EP pAgH 4 EP pHoAgD 
A 
ED, JO A'yo™ | EW, Wocc 4 yo 
At 
B00 
H=A:4 H=A4A: 
图 8.7 


(2) 图 8. 6 所 示 谐 振子 的 升降 算 符 a+ 与 a, 不 仅 把 五 - 的 能 级 E47i 与 Hi 的 相 

应 能 级 EE 联系 起 来 ,而 且 把 谐振 子 本 身 的 相 邻 能 级 (五 , 与 Et1) 联 系 起 来 , 而 图 

8. 7 所 示 移 动 算 符 (shift operators)A 与 41 , 则 只 涉及 五 - 的 能 级 Efi 与 了 H+ 的 相 
应 能 级 Et) 之 间 的 关系 ,而 不 涉及 五 - (或 末 + ) 本 身 的 相 邻 能 级 之 间 的 升降. 


超 势 


定义 
C2 
W(z) J We) (8. 4. 29) 
除了 一 个 常数 因子 外 ,W(z) 就 是 yo (zx) 的 对 数 微 商 . 上 式 的 解 可 表示 成 
g(x) = exp| — Yan [qrwz) | (8. 4. 30) 


W(xz) 要 求 能 保证 yo (zx) 平方 可 积 . W(xz) 称 为 超 势 DCsuperpotential). 于 是 算 符 A 
与 人 -可 以 表示 成 


@ 按 W(z) 的 定义 ,可 得 
| "oy 和 
ro 高 从 刘 ro 如 
所 以 
二 oz) 
W(z)? DW Cy Cr) =V-(z) 
这 是 超 势 W(z) 满 足 的 一 阶 非 线 性 微分 方程 (Ricatti 方程 ). 
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届 入 人 0 


_ d 

V2 m dz V2m dz 

由 此 可 得 

44=-- 志 起 WCr)?— 天 -下 w(xr) 
十 W(X) 一 (x 


m 


+ 一 下 下 2  V/ 
AAT= 2m dz + Wz) 中 Se (zx) 


[A,A+] = mW) 
vem 


A+A_ Ed 2 _ / 
H_=A*A= 2 dz 十 W(x) a (Xx) 


二 + 一 一直 二 2 无 
人 


a (Zz) 


式 中 


Vi (x) =W(z)? 土 Se 


显然 
[CV (0) +V (0)] = Wy 


-CD 让 wo 


把 五 -与 Hi 联合 起 来 ,写成 超 对 称 Hamilton 量 形式 
= 位 0 |- bs 0 


0 HH) 0 AA+ 
[下 于 2] 大 / 
-tw | We 
1 0 | 
一 (0 | ) 是 Pauli 答 阵 . 
例 无 限 深 方 势 阱 
0， 0<=z<=L 
va 人 z<0r>L 


能 量 本 征 函 数 与 本 征 值 为 ( 卷 I,3. 2.1 节 ) 
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(8. 4. 


(8. 4. 


(8. 4. 


(8. 4. 
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31) 


32) 


33) 


34) 


35) 


36) 


37) 


38) 


39) 


(8. 4. 40) 


各 (z) 二 A/ 子 sin wt Dr, 0<z<L, n=0;,1,2,. (8. 4. 41) 


E,= tt tp = (n+1)? 
基态 能 量 忆 一 起 好/2mL?. 显然 V_ (zx)==V(z) 一 忆 ， 
EP =E,-E= i (8. 4. 42) 


f(z) = fh CZ)， 7 一 0， 1， 2，… 
利用 加 (DD=A/ 子 sin 六 ,可 求 出 


wa- (0<z<D 

W(x) = ee 

i re 

一 We + 让 W Ca) 一 玫 各 [cot (至 )+172] (8. 4. 43) 


人 们 早已 知道 ,无 限 深 方 势 有 的 能 谱 , 除 基态 外 ,与 开 东 cot ( 至 ) 势 阱 的 能 谱 相同 ( 见 本 节 附录 


1). 按 上 述 超 对 称 量子 力学 方法 ,利用 算 符 A, 从 无 限 深 方 势 阱 的 各 激发 态 波 函 数 可 以 构造 出 
V+ (z) 势 阱 的 各 能 量 本 征 态 


HP (z) cc ( 盐 一 于 cot 了 | sin 
例如 ,最 低 的 两 个 能 量 本 征 函数 为 


MP zx) cc (二 一 对 cot 至 )sin zz x sin? (至 ) 


[2 | (8. 4. 44) 


HP (z) cc (是 -至 cot 轻 )sin 引 zs cc sn 至 下 sin 27z 


“8. 4.3 形状 不 变性 


非 相对 论 量子 力学 中 ,有 一 些 一 维 势 阱 的 束缚 态 有 解析 解 . 其 内 在 原因 何在 ? 
势 阱 有 什么 内 在 对 称 性 ? ee 对 此 作 了 深入 的 探讨 ,提出 了 “形状 不 变 
性 "(shape invariance) 的 概念 

定义 设 Vi i 

V+ (zyao) 一 V (zx,a1) + Rai) (8. 4. 45) 
式 中 a 代表 一 个 (或 一 组 ) 参 数 ,al 王 f(ao) 是 ao 的 函数 ,RCa1) 与 x 无 关 , 称 为 余 
式 , 则 称 势 V: 具有 形状 不 变性 . 式 (8. 4. 45) 表 明 ,V， 与 的 函数 形式 相似 ,只 4 是 
参数 不 同 


@ 见 p.335 所 引 Gendenshtein 的 文献 . 
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具有 形状 不 变性 的 势 阱 的 束缚 能 级 可 如 下 求 出 . 试 构造 以 下 Hamilton 量 
系列 : 


H®, s = 0,1,2,.… (8. 4. 46) 
其 中 
HY = H_ ,HY 一 五 … 
H® = 一 生 二 十 V_ (zya) 十 PR) (8. 4. 47) 
= 广 (ao) =f[LfL:… a "] 
(了 函数 运算 次 ) 
即 


al = /ao),as = fla) = Fao))，… 
由 此 可 以 看 出 ,HS+? 和 有 下 列 关系 : 


sh 
了 Her 一 一 二 Sl 十 V_ (zx,asni) 十 2 RCas) 
k=1 


= 一 起 Vi (za) + DRCa) (8. 4. 48) 
k=1 
比较 式 (8. 4.47) 与 式 (8.4.48), 可 见 从 旦 ?一 日 ST? ,只 在 于 把 V_ (zx,a;) 一 


V_(z,a,) ,而 余 式 部 分 PRCan (与 x 无关) 完全 相同 . 通常 称 H+ 了 和 He 构成 


超 对 人 partner) Hamilton 量 . 按 8. 4. 2 节 的 分 析 ， 除了 H® 的 
最 低 一 条 能 级 外 , He 与 H+" 的 能 谱 完全 相同 [Ho 与 V-_ 《za,) 相 应 ,Fei 与 
V_(z,a,) 相 应 ,而 余 式 部 分 相同 , 且 与 z 无 关 ]. 

现在 来 考虑 Hamilton 量 系 列 , Hw -> Ho-D->…->HO 一 万 | 一 有 oo 一 万 _， 
其 中 


H® =H- 一 一 起 江 所 + 六 (zyao) 
HV 一 Hi 一 一直 直 ee (xX,a1) 十 R(ai) 


下 起 +Vy Cx,a0) (8. 4. 49) 


HH_ 除 了 其 最 低能 级 Ey” 一 0 之 外 ,激发 能 级 与 HW 一 也 ;的 能 级 完全 相 
同 . 从 式 (8.4. 49) 可 以 看 出 ,HY 的 最 低能 级 (如 存在 束缚 态 的 话 ) 为 RCa1), 而 这 
正 是 H- 的 第 一 激发 能 级 所 在 . 如 此 继续 往 上 推 ,可 看 出 H 的 最 低能 级 (如 存在 
东 缚 态 ) 为 > RCa) . 由 此 可 以 得 出 V- (zao) 势 阱 的 第 ”激发 能 级 (如 存在 束缚 


态 ) 与 基态 能 级 ( 取 为 0,E4” 二 0) 之 差 为 
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En = SRCa) (8. 4. 50) 
和 =1 


例 讨论 势 阱 V(z) 王 一 Vosech2Rz(Vo>0) 的 形状 不 变性 . 
势 阱 VCz) 一 一 Vosech2?pz( 见 图 8. 9) 中 的 粒子 能 量 本 征 态 的 解析 解 已 找 出 ( 见 本 节 附 录 2). 


基态 波 函 数 为 
gh lx) cc (sech BX)’, (V1 (8. 4. 51) 


按 式 (8. 4. 29) , 超 势 W(z) 为 


一 一 一 一 一 w a 一 -is 
W(z) 7 和 [ny (z)] = atanhar， 2 (8, 4. 52) 


W’ (xz) = afsech’ Br 


因此 , 按 式 (8. 4. 36) 


Vi (zx) = Wz)? + 上 -YY (8. 4. 53) 
可 得 
V_ (ra) = —a (e+ A )secti pr 
(8. 4. 54) 
Vi (TQ) = a (e— Se )sech pe 
由 此 可 知 
__B\_ /,_ BY __ 胡 
7 (ra 7 天 )(e 7 呈 ) -( 9 asech Br 
2 二 _#p 
Vi (zsa) 一 性 十 (« i) 
即 
二 ”大 _/,__B 下 
Vi (zw) 一 V (zi 一 入 )++2 一 (a - (8. 4. 55) 
与 式 (8. 4. 45) 比 较 , 可 知 
am =a, au = fla) = Fo = Ce 
R(a) = ai —a? 
因而 
a = Po) =a—- 8, ;=0,1,2, (8. 4. 56) 


V 2m 
由 此 可 知 , 势 阱 V- (zx,a) 二 V- (zx,ao) 的 第 nn 激发 能 级 为 


nn nn 2 2 
ES? = RC) Es 2 —al)=a—a=a— (se 3 EEs — Cs—m)’] 


- 识 {[/T1- 3 ee )] | (8.4.57) 


显然 轧 耻 ==0. 上 式 与 Schr6dinger 方程 的 解析 解 ( 见 本 节 附 录 2) 
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的 (EE 一 忆 ) 的 结果 完全 一 致 
附录 1 V(Cz) 一 Vocot (nx) 势 阱 的 能 谱 D 


粒子 的 能 量 本 征 方程 为 
(- 臣 二 Za + Vocot rnr jy(z) = Ey(z) 


令 

以 Z) = (sinrnr) 2ulz) 
式 中 无 量 纲 参数 4 为 

a 8mV. 

人 (W 1 3 
则 uCz) 满 足下 列 方程 : | 
dz ~ tr cot(rnr) 到 十 4 FF—XMu=0 

式 中 


v 二 Na EtV) 


为 另 一 个 无 量 纲 参数 . A z 王 cot (xyz), 则 式 (8.4. 62) 化 为 超 几何 方程 
z(1—z) du 3 学 二 [去 -=-20z] 蛙 du | (Cp Xu=0 


(8. 4. 58) 


(8. 4. 59) 
(8. 4. 60) 


(8. 4. 61) 
(8. 4. 62) 
(8. 4. 63) 


(8. 4. 64) 


与 超 几 何方 程 的 标准 式 (8. 4. es 相应 的 参数 为 一 一 (十 1) ,68= (一 1) ,7 一 1/2. 方程 


(8. 4. 64) 的 一 个 解 ( 偶 函 数 ) 为 
uu 一 下 (一 "一 一 人 ,1/2;z) 
它 在 zx 一 0 点 ( 即 z=1/2y=L/2) 取 有 限 值 . 另 一 个 解 ( 奇 函数 ) 为 
w 一 V |z| F( 一 "一 人 十 1/2 必 一 人 十 1/2,3/2;z) 
在 > 一 0 点 趋 于 cc. 


为 便于 利用 束缚 态 边 条 件 ( 在 * 一 1, 即 z==0,L 点 ) ,可 利用 下 列 公式 : 


FlaspByy;z) = (1—2) F(a,y—B,y; -21) 
此 时 ,w 和 ze 可 以 表示 成 


Wd 一 一 DAPF( 一 "一 2 二 一 中 驴 二 地 1 


w = Viz| (1—2DmF(— yA+1/2,1 一 v 十 和 ,学 ;二 


(8. 4. 65) 


(8. 4. 66) 


(8. 4. 67) 


(8. 4. 68a) 


>) (8.4.68b) 


为 保证 x~1 时 波 函数 趋 于 0( 东 缚 态 ) , 式 (8.4. 67) 作 为 ( -1 ) 的 震级 数 ,必须 中 汤 为 一 个 多 项 


@ 附录 1 和 附录 2 中 的 解析 解 , 可 参阅 D， ter Haar，Problems in Quantum Mechanics ,第 15 题 和 第 14 


题 . 
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式 . 对 于 (8.4. 68a) ,就 要 求 (一 "一 12) 或 (1/2 一 "十 1) 为 0 或 负 整数 . 但 仔细 分 析 表 明 , 只 有 第 二 种 
情况 , 即 "一 人 一 1/2 一 A 一 0,1,2,… 时 ,所 得 波 函数 才 满足 束缚 态 条 件 . 类 似 ,对 于 (8. 4. 68b) ,要 
求 "一 人 一 1 一 上 一 0,1,2,…. 概括 起 来 , 即 要求 

y—A=n/2, n= 1,2,3,. (8. 4. 69) 
即 ¥==Q 十 n/2)? ,代入 式 (8. 4. 63) ,得 


E=E, = t+ dn) —W (8. 4. 70) 


再 利用 式 (8. 4. 61) ,可 知 Vo 二 C2 十 和 DT 下 /mL ,因而 

T02 天 2 

五 .二 2 

这 就 是 图 8. 8 所 示 势 阱 中 粒子 的 能 级 . 
按 式 (8. 4. Ge 


zz 人 到 甫 
下 | coe (至 )+ 去 |= Vz) 十 下 二 


(8. 4. 72) 


二 hmm—2), n=1,2,3,." (8. 4.71) 


Vi (Xx) 一 


式 中 
VCz) = Vocot (他)， Vo = /mL (8. 4.73) 
由 式 (8. 4. 61) 和 (8. 4. 73) ,可 得 


1| /8mVoL: es 
+= 地 +1-1|=12 (8. 4. 74) 


所 以 [利用 式 (8. 4. 71)] 到 0 2 
ED? 一 及 十 亚 四 一 TE + dm + 1D) 
图 8.8 
= 于 n(n+2), n= 1,2,3,. (8. 4.75) V(z)=Vocoti (xmr) (L=1/n, 长 
而 式 (8.4. Oe 度 自然 单位 ,表征 势 阱 宽度 . ) 
2 nn 十 2) sn = 0， 1,2,… (8.4.76) 


可 见 除 ?二 0 外 ， 0 与 Fst 能 级 一 一 对 应 . 
附录 2 V(Cz) 一 一 Vosech pr 势 阱 中 粒子 的 束缚 能 级 
势 阱 (Vo 二 0) 具 有 反射 不 变性 , 见 图 8. 9, 粒 子 的 能 量 本 征 方程 为 


a 
( 和 起- Vosecht Br )y(z) 一 Ey (x) (8. 4.77) 


W( 阱 深 ) 为 强度 参数 ,5 为 势 阱 特征 长 度 . 引进 无 量 纲 参数 


过 8mVo 本 | 
A Ek RE +1-1 (8. 4. 78) 


$= (sechBr)u (8. 4. 79) 


作 函 数 变换 , 令 


则 
。345。 


图 8.9 


一 ptanbpr 型 十 他 (一 一 必 )x 一 0 (8. 4. 80) 
式 中 x 二 V 一 mE/2 超 BC(E<0) ,是 与 能 量 已 有 关 的 无 量 纲 参数 . 作 变 量 替 换 , 令 
z 一 一 shz 应 (8. 4. 81) 
则 式 (8. 4. ee 
z(1—z) 瑟 # 十 [去 一 (一 20z]| 昱 一 02 一 2u=0 (8.4.82) 
与 超 几何 方程 的 标准 形式 
z(1—z) Eu d¥+[y— 《a 十 B 十 DJ] 蜡 一 0 (8. 4. 83) 


比较 ,相应 参数 为 "一 < 一 1, 一 一 (c 十 1) ,7 一 1/2. 方 程 (8. 4. es z 一 0 点 ， 
即 z=0 点 解析 ) 可 取 为 


wu =F(a,B,Y;z) 一 下 (一 人 十 —A— xk,1/2;2) (8. 4. 84a) 
WU 二 VV | 之 Fla 十 1/2,B 十 1/2,7Y 十 1;z) 
二 Vz| FC 一 A 十 k 十 1/2, 一 A 一 k 十 1/2,3/2;z) (8. 4. 84b) 


它们 分 别 给 出 偶 宇 称 和 奇 宇 称 解 . 根据 束缚 态 条 件 , 式 (8. 4. 84) 中 的 无 穷 级 数 解 必须 中 断 为 一 
个 多 项 式 . 对 于 (8. 4. 84a) ,要 求 c( 一 一 人 十 或 BC 一 一 人 一 四 为 非 负 整数 . 但 分 析 可 以 发 现 ,从 后 
一 条 件 (8 二 一 4 一 «为 非 负 整 数 ) 得 出 的 波 函数 y(z) 在 ~> 士 cc 处 呈 指 数 上 升 , 不 满足 束缚 态 要 
求 . 因此 ,只 能 要 求 男 一 个 解 一 a 二 一 x) = 二 /= 二 0,1,2,…. 再 利用 E=—$E C2) ,以 及 x 二 4 一 7， 
就 可 得 出 偶 宇 称 能 级 如 下 ; 


2 
E 一 又 | 泌 /ep 十 1 —21—1/2| eh A (8. 4. 85) 


对 于 (8. 4. 84b) 解 ,类 似 分 析 可 知 ,只 当 4 一 x 一 1/2 二 m= 二 0,1,2,… 时 , 才 满 足 束 缚 态 要 求 ,从 而 
得 出 奇 宇 称 能 级 


—— EB 8mVo | 
忆 , 一 一 此 人 | 二 /到 多 十 1 一 (2m 二 DJ 12| (8. 4. 86) 
m= 0,1,2,. 
上 两 式 可 合并 表示 成 
=—— 1 /gmVo 工 \ a ly 
E, 和 | 2 生计 十 1 一 (= 十 2 ) | » nn 0,1,2， (8. 4. 87) 
上 式 中 nn 要 求 满足 
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1 /smV -二 | 
"< [Bet+1 3 (8. 4. 88) 


以 保证 二 0( 东 缚 态 ). 对 于 图 8.9 所 示 势 阱 ,E>>0 为 游离 态 . 


“8.5 径 向 Schr6dinger 方程 的 因 式 分 解 


一 维 谐振 子 能 量 本 征 值 问题 的 一 种 代数 解法 一 一 因 式 分 解法 和 升 、 降 算 符 的 
概念 , 源 于 40 年 代 Schr6dinger 的 工作 . 后 来 ,在 80 年 代 发 展 起 来 的 超 对 称 量子 力 
学 方法 中 ,又 得 到 进一步 发 展 和 应 用 ,升降 算 符 被 用 来 联系 超 对 称 伴 (supersym- 


理 一 维 体系 ,但 也 被 用 来 处 理 中 心力 场 中 的 粒子 的 径 向 Schr6dinger 方程 0. 众 所 
周知 ,一 维 规则 势 阱 的 束缚 态 是 不 简 并 的 , 只 需 用 一 个 量子 数 来 标记 ,所 以 只 需 引 
进 一 类 升降 算 符 即 可 把 相 邻 的 能 量 本 征 态 联系 起 来 . 而 中 心力 场 ( 二 维 、 三 维 , 以 及 
更 高 维 ) 的 能 级 一 般 都 有 简 并 . 特别 是 ,具有 某 种 动力 学 对 称 性 的 中 心力 场 ,如 
Coulomb 势 和 各 向 同性 谐振 子 势 , 能 级 还 存在 进一步 简 并 (i 简 并 等 ). 因此 ,需要 
引进 多 种 升降 算 符 把 同一 个 Hamilton 量 的 相信 能 量 本 人 征 态 联系 起 来 

进一步 分 析 还 发 现 , 径 向 Schr6dinger 方程 的 因 式 分 解 与 相应 的 经 典 粒子 的 
动力 学 对 称 性 和 轨道 的 闭合 性 有 密切 关系 . 可 以 证 明 , 从 径 向 Schr6dinger 方程 的 
因 式 分 解 所 导出 的 升降 算 符 , 与 保证 经 典 粒 子 轨 道 的 闭合 性 的 守恒 量 等 价 @, 而 
它们 的 物理 根源 都 是 体系 的 几何 与 动力 学 对 称 性 . 


8.5.1 三 维 各 向 同性 谐振 子 的 四 类 升 . 降 算 符 
三 维 各 向 同性 谐振 子 势 VC7) 一 二 Mw 中 粒子 的 能 量 本 征 方程 为 


二 
Hy = ( 2 rt My = (8. 5. 1) 
个 为 角 动 量 算 符 . y 取 为 对 易 守 便 量 完全 集 (五 , 了 , 和) 的 共同 本 征 态 
$= Yr DD, 7 一 012 一 2 一 1 一 (8.5.2) 


Xi(7) 满 足下 列 径 向 方程 ( 取 自 然 单 位 大 一 M 一 w 一 1): 


© V. A. Kostelecky and M. M. Nieto, Phys. Rev. Leti., $3(1984),2285. 
R. W. Haymaker and A. R. P. Rau,Am. J. Phys., 54(1986),928. 
A. R. P. Rau, Phys. Rev. Lett., $6(1986),95. 
V. A. Kostelecky and M. M. Nieto, Phys. Rev. Leti., $6(1986),96. 
A, Valence and T. J. Morgan and H. Bergeron, Am. J. Phys., 58(1990),487. 
©® Y. F. Liu,W. J. Huo and ]. Y. Zeng, Phys. Rev., A 58(1998),852. 
Z. B, Wu and J. Y. Zeng,J. Math. Phys. ,39 (1998),5253. 
@ 刘 宇 峰 , 曾 说 言 . 物理 学 报 ,1997,46,417. 
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机 = EXi(7) 


ZLC 十 1) 
和 六 瑟 十 区 二 也 二 十 六 yr (8. 5. 3) 
上 式 可 改写 成 
DDXilr) = AX 1(7), A 一 一 2E 
ETD ， Bos 
DO -名 =2H0) 
定义 依赖 于 角 动 量 / 0 
Ai(D = 是 -人 t+ A_(D 一 是 二 一 > (805) 
六 r 
. _ ZL+1 = 
BiD 一 二 一 全 一-，B_ CD 一 是 + 二 + (8.5.6) 
容易 证 明 
A_ (二 DA (CD = DG) 十 (2 十 3) 
Ar UU—DA WD= DOD 二 (2 一 1) . (8.5.7) 
B_ U+DB, CD = DCD 一 (2 十 3) 
B (一 DB (CD = DO) 一 (2 一 1 (8. 5. 8) 


利用 式 (8. 5. 7) (8. 5. 8) 和 (8. 5. 4) ,不 难 证 明 


DODLA (QU— DXm] = GO 十 2)LA (0— 1Xm] (8. 5. 9a) 
DCDLA_ C+ DXm] = On 一 2)LA_ QiXm] (8. 5. 9b) 
DODLB+ CC 一 DX] 一 (一 2)LB OU—Dxm] (8.5.10a) 
DCDLB_ (十 1D)Xt] 一 Ca 十 2)[B_ (十 1D)X] (8.5.10b) 


由 式 (8.5.9a) 可 以 看 出 ,如 X-: 是 了 DC 一 1) 的 本 征 态 ,本 征 值 为 人， 则 
A- (一 1)X-: 是 DOD) 的 本 征 态 ,本 征 值 为 入 -i 十 2, 即 相应 能 量 [参见 式 (8. 5. 4)] 本 征 
值 减 小 1. 因此 算 符 A+ 的 作用 是 使 量子 态 的 角 动 量 /增加 1， 同时 使 能 量 减 小 1. 同 
样 ,从 式 (8. 5. 9b) 可 看 出 , 算 符 A- 的 作用 是 使 角 动 量 ! 减 小 1， 同时 使 能 量 增加 1. 

类 似 地 ,从 式 (8. 5. 10) 可 看 出 ,B; (B-_ Sie rid 


改 记 为 
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_d_ /十 1 
ACID ->AC‘ ,Ny) dr 十 7 


i (8. 5. 11) 
4-(D ACUY N+) 一 二 十 和 一 


0 


(8. 5. 12) 
B_ (1)—> BU SL 人 十 二 十 7 


2.…' 为 径 向 波 函 数 的 节点 数 (不 包括 > 一 0 和 一 ce 点 )]. 
联合 算 子 A 和 B, 还 可 以 构造 出 另外 两 类 算 子 C 和 DD( 见 图 8. 10). 利用 式 
(8. 5. 11) (8. 5. 12) 、(8. 5. 3) 和 (C8. 5. 4) ,可 以 证 明 
A(CUTIDY ,Nt)BGO‘,N‘) = DOD -2 +2r—1 


(8. 5. 13) 
BCCUTDY,NY)AC+ ‘NY) = DD +2r 4 en 


用 式 (8. 5. 13) 对 能 量 和 角 动 量 的 本 征 态 |7,N) 运 算 ,得 


ACITHD Y ,NAYBOA ,NAIL N)——2(r 是 一 2 十 N 二 2)12N) 
(8. 5. 14) 
BCCH+DyYNVYDAC+NY )1 2 一 2( 二 + 一 N-1) [LN) 


根据 A、B 算 子 的 物理 意义 , 算 子 ACC( 十 1) + ,N 个)BC4 ,N+ ) 的 作用 是 使 N( 能 
量 ) 增 加 2, 但 /不 变 ,而 算 子 BCCLT1) yY ,Ny )AC+ ,NV ) 是 使 N 减 小 2， 但 保持 
1 不 变 这 样 就 得 出 下 列 一 类 升降 算 子 ， 


CC,N 人 个) 一 -全 一 王 十 CN 十 2 


(8.5.15) 
CONY 站) 一 是 十 地 一 (N 二 DJ) 
类 似 地 可 以 证 明 ( 见 图 8. 10) 
ACI—D YNA)BOY ,NY )=DOD+2! 9 
wt pe C8. 5. 16) 
ACUTHD IN YBAN, NK) -DD -2 e+ 
用 式 (8. 5. 16) 作 用 于 能 量 和 和 角 动量 的 本 征 态 | a 
ACI—DY NIBOY ,NY)ILN) 
一 G21 一 D[ 士 是 + 训 一 给 二 ||,N) 
(8. 5.17) 


AC(CUTD DI,NY)BGO‘, N+‘)|L,N) 


EE 工 d4_ 十 1 2N+3 
瑟 (2+3)[ 二 名 2 ore | 


根据 算 子 A 和 BB 的 物理 意义 ,ACC(1 一 1)y ,N 人 4 )BCY ,NJ ) 的 作用 是 使 角 动 量 7 
减 小 2， el Wr rt,Ny)XBC' 4 ) 的 作用 是 使 角 动量 ? 


® 0。 。»。 。 。0 。 


DUY + ,N) = 人 是 十 : ms -分 二 ) (8. 5. 18a) 
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人 
DU +,N) = (二 车 ee 本 (8. 5. 18b) 


这 样 就 找 出 了 三 维 各 向 同性 谐振 子 的 四 类 升 . 降 算 子 A.B.C 和 D, 以 及 相应 
的 选择 定 则 和 守恒 量子 数 ( 见 表 8. 1 和 图 8. 10). 


n=2 n=1 


A((HD LN1) 


CU, NY) 


CL NI 


A((HD YN! 
BO N1) ” - ) D(H,N) 
DN, N) AN Ny) 
I Hl 1H2 


1L2 L111 
(0) 
图 8.10 三 维 各 向 同性 谐振 子 的 四 类 升降 算 符 


应 该 提 到 ,根据 径 向 方程 (8. 5. 3) 的 合流 超 几 何 函 数 解 的 递 推 关系 ,也 可 直接 
找 出 算 子 C 和 DD 的 表示 式 (8. 5.15) 和 (8. 5. 18)( 见 下 面 附录 1). 


表 8.1 

升降 算 子 1 和 N=1+ 2n, 守恒 量子 数 
AC+ ,Ny) /一 /十 1 n>n,—1 N=>N—1 i a. 
ACy ,N+) /~/ 一 1 几 一 必 十 1 N=>N+1 他 攻 
BU¢ ,Nt) =/ 十 1 Nr—>ny N=>N+1 
BC NY) />/ 一 1 这 N=>N—1 
CC,N+ 个 ) /> n>nr 十 1 N=>N+2 
CU,Ny vy) [一 / nr—>n;—1 入 ->N 一 2 
DC 人 个 ,N) >/ 十 2 n>n,—1 N=>N 六 
DC yy ，N) (一 /一 2 nr—>nr 十 1] N—N 
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能 量 和 角 动 量 本 征 态 (8. 5. 2) 中 , 角 动 量 部 分 波 函数 ( 球 谐 函数 ) 是 大 家 熟知 的 . 径 向 波 函 数 
Xm, 可 以 如 下 求 出 . 考虑 到 算 子 AC 人 ,NV ) 的 作用 ,而 nm 的 极 小 值 为 零 , 可 以 看 出 
AC+ ,NTD)Ns no 一 ( 旦 一 二 1 十-)xoo(n =0 (8. 5. 19) 


dr r 

解 之 ,可 得 出 n, 二 0 的 所 有 径 向 波 函 数 

Xo 一 rie“2， 1=0,1,2,° 
用 A((C 十 1) y ,N 个 ) 对 式 (8. 5.19) 运 算 , 利 用 式 (8. 5. 7) ,得 

[DOD 十 (2 十 3)]Xo 一 [Aso 十 (2 十 3)]Xo 一 0 

所 以 No 二 一 C22 十 3), 即 

En-0 一 /十 3/2， 71= 0,1,2,° (8. 5. 20) 
这 是 EE==NN 十 3/2 的 特殊 情况 (n, 二 0, N=D)( 见 本 节 附录 1). 

从 XioQ=1,2,…) 出 发 ,依次 用 ACLYy ,N 个 ),ACC 一 1) yy ,N 人 ‘个 ),… 运 算 , 可 得 Xi-in， 

X-2a，…,Xo 这 样 即 可 求 出 所 有 径 向 波 函 数 . 


附录 1 


根据 方程 (8. 5. 3) 的 解 在 r->0 和 +>oo 的 渐 近 行为 ,可 以 令 (7) 二 rt1le-” /u(r),u(7) 
满足 


+ +2t 0 (8. 5. 21) 
令 =?, 上 式 化 为 合流 超 几 何方 程 
du dx 1 
十 [区 十 312 一 同 秋 一 二 区 十 22 二 3 一 0 (8. 5. 22) 
满足 Xl (0) =0 的 解 , 可 表 成 合流 超 几 何 函数 F(a, y,7) ,其 中 
a= 填 Ww 十 21 十 3),Y== 1 十 3/2 (8. 5. 23) 


对 于 束缚 态 ,要 求 下 中断 为 一 个 多 项 式 , 即 要 求 a 二 一 n(n 二 0,1,2,…). 由 此 得 出 EE= 
《十 2n) 十 3/2, 或 记 为 
E=Ey=N+3/2, N= /1+2n, = 0,1,2,° (8. 5. 24) 
相应 的 本 征 函 数 ( 径 向 ) 为 
Xn (PD cc rer AF— nlt+3/2,7) (8. 5. 25) 
对 给 定 的 能 级 CN) , 简 并 度 为 fy 二 CN 十 1) CN 十 2)/2. 
利用 合流 超 几何 函数 的 微 商 公式 和 基本 递 推 关 系 : 


DEFa ,DEFatl,yt1, 2) 


(2)Y—o Fa—1,y,7)—aF(at1,y,7)= (7—2a—Zzx)F(a,y, 7) 
(3)7Y(7y 一 1)FGa,y 一 1,z) 十 (7 一 ozF(a,y 十 1,z) 一 YXC7 一 1 十 z)FCay 7,7) 
(4)7F(Ca 一 1,7y,z) 十 ZE(a,7y 十 1,z) 一 7XFGa ,yzZ) 
(5)(7 一 1)FGa,7 一 1,Z) 一 waFGa 十 1,7,Z) 一 (7y 一 ax 一 1)FGey,7y,Z) 
(6) (7 一 ao)ZF(a, 7 十 1,z7 十 ayFGCo 十 1,7,Z) 一 YXCa 十 Z)FGa, yyZ) 
(7)(7 一 1LD)FCa,y 一 1,z) 一 (7 一 wa)FEGCo 一 1,7,Z) 王 (ao 一 1 十 z)FEGay,y,Z) 
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可 导出 下 列 递 推 关系 : 
(8)yF(at1,y,7x)—zF(at+1,y+1,7x)=7yF(a,y,7) 
(YY—OFa—1,y,7)—arF(at1,y+1,7)=7(y—a—z)F(a, ,7) 
(10)(y—o F(a, y+1,7x)+aF(at1,y+1,7)=7yF(a,y,7) 
(1D)YCY—DF(a,y—1,7)—azrF(at+1,y+1,7)=7(7Y—1)F(a,y,7) 
利用 这 些 公式 ,可 以 证 明 


[2atz £ |FCasy, 2) =20F(at1,y, 7) C8. 5. 26) 

Be A a (8. 5. 27) 
2a,1d 2a( 

[+ jem) -F(tl,yt2, 2) (8. 5. 28) 

i De (8. 5. 29) 


由 式 (8. 5. 26) 一 (8. 5. 29) 即 可 导出 算 子 C 和 DD 的 表示 式 (8. 5.15) 和 (8. 5. 18). 
"8.5.2 二 维 各 向 同性 谐振 子 的 四 类 升 、 降 算 符 ? 


二 维 各 向 同性 谐振 子 的 能 量 本 征 方程 为 


Hy=[- os WA 3 I) Mp y= Ep (8.5.30) 


取 y 为 对 易 守 人 恒 量 完全 集 ( 杞 , ?一 一 这 3 ) 的 共同 本 征 态 


es ns Pr (8. 5. 31) 
O 


Xn(p) 满 足下 列 径 向 方程 ( 取 自 然 单位 # 一 M 一 w 一 1) : 
再 (oo)Xn(o) = EXn(p) 


Fo = 一 人 十 2 十 襄 H (8. 5. 32) 
上 式 可 改写 成 
DOm)Xn(p) = AnXn Cp), hn 一 一 2 已 
D(m) = 3 -eV t+ VD _ —_ 2HCm) (8. 5. 33) 


先 讨论 m 之 0 的 情况 (由 于 径 向 方程 中 只 含 m? ,mm 之 0 的 结果 可 自然 延 拓 到 m0 
的 情况 ) ,与 三 维 各 向 同性 谐振 子 相 似 ,可 定义 两 类 升降 算 符 


At om 一 蝇 一 i A (8. 5. 34) 


@ 刘 宇 峰 , 曾 说 言 . 物理 学 报 ,1997,46,423. 
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一 芋 一 严 十 ]/2 一 dm—1/2 
Bi (m) a pop; B_ (m) a > +p (8. 5. 35) 


可 以 证 明 , 它 们 满足 下 列 因 式 分 解 关系 式 ，; 
A_ (mt DA Cm) = DOm) + 2(m+t1) 
At+ (一 1)4_ (m) = D(m)++2(m— 1) 
B_ (m++1)B: (m) = D(m) 一 2(02 十 1) 
Bi (一 1)B_ (m) = D(m)—2(m—1) 
利用 式 (8. 5. 36) (8. 5. 37) 和 (8. 5. 33) ,可 以 证 明 
DOLAr Cm— DXmi]= Grit2)A, (m— Xm: (8.5.38a) 
DLA_ Gnt+ DXA]= Ann —2A mt+lXn (8.5.38b) 
Dm[B: Cm— IDX] 一 (一 2)B Cm—1Xn: (8.5.39a) 
DELB_ (十 1)XrH] 一 (十 2)B_ milXnm (8.5.39b) 
从 式 (8.5.38a) 可 以 看 出 ,如 Xm-i1 是 D(Cm 一 1) 的 本 征 态 , 本 征 值 为 1, 则 
Atlm 一 1)Xm-!1 是 DCm) 的 本 征 态 ,本 征 值 为 41 十 2, 即 相应 能 量 E[ 参 见 式 
(8. 5. 33) ] 本 征 值 减 小 1. 因此 算 符 A. 的 作用 在 于 使 量子 态 的 角 动 量 m 增加 1, 同 
时 使 能 量 减 小 1. 类 似 地 ,从 式 (8. 5. 38b) 可 看 出 算 符 A_ 的 作用 是 使 m 减 小 1, 同 
时 使 能 量 增加 1. 从 式 (8. 5. 39) 可 知 B+ (B_ ) 算 符 的 作用 在 于 使 m 增加 ( 减 小 )1， 
同时 使 能 量 也 增加 ( 减 小 )1. 根据 A,B 算 子 的 这 种 性 质 , 不 妨 把 它们 改 记 为 
Ai (mo > Amt ,NYy)= i 


(8. 5. 36) 


(8. 5. 37) 


i (8. 5. 40) 
A Cm) -An Nt Ys es 
Bi (m) -> Bm ee 
《 (8. 5. 41) 
dd 


B- (m) — Bl(my, A 


式 中 NN 是 标记 能 量 的 量子 数 , [EN 十 1, N= |m| 十 2n,,n, 一 0,1,2,… 是 径 向 波 
函数 的 节点 数 (o 一 0,ce 点 除外 ). ] 

与 三 维 各 向 同性 谐振 子 中 相似 , 按 A、B 的 物理 意义 ,可 以 构造 出 另外 两 类 算 
子 C 和 DD( 见 图 8. 11) 


Clm, N44) 一 a 十 N 十 3/2 


(8. 5. 42) 
Clm, Ny vy) ee 
_l1d,m-—1/2_ N+!l 
Dmy y ,N) = yt 也 pe (8. 5. 43a) 
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工 4_ mm 十 1/2 ,N+l 
pd po m 十 1 


Dam 4,N) = (8. 5. 43b) 


N -5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 
图 8.11 二 维 各 向 同性 谐振 子 的 四 类 升 . 降 算 符 


考虑 到 径 向 方程 (8. 5. 32) 中 只 出 现 |m? | , 径 向 波 函 数 X-n 二 Xm, 可 把 以 上 所 
述 的 升降 算 子 的 表示 式 延 拓 到 ”入 0 情况 . 此 时 算 子 C 的 形式 不 变 ,而 A 与 B 有 
下 列 关系 : 
A(( 一 m)y,N 人 和) 二 BCm 人 ,N44), 或 BC 一 m) 人 ,N44)==A(my,N+) 
A((—m) ,NYy)== Bmy ,Ny), 或 BC(—m Vy ,NY)= A(m¢ ,NYy) 


(8. 5. 44) 
而 对 算 子 D, 有 
D(C—m) 4 4,N) = Domy y,N), m+t1 (8. 5. 45) 
对 于 m= 二 土 1, 考 虑 到 X-: 一 X ,所 以 可 取 
D(C—1)¢r4,N)= DIVyVy,N)=1 (8. 5. 46) 


这 样 ,我 们 就 给 出 了 二 维 各 向 同性 谐振 子 的 四 类 升 . 降 算 子 A.B、C、D 的 表示 
式 , 以 及 有 关 的 选择 定 则 和 守恒 量子 数 , 见 表 8. 2. 


表 8.2 

升降 算 子 m np N= |m| 十 2mo 守恒 量子 数 
Arzf+,Ny) m>m++1 no>no—1 N->N 一 1 二 
ACmy ,N+) mm—1 no>ngt1 N=>N+1 Lr bt mm 
Bm ,N‘) m>m 二 1 no>np N—>N 二 1 站 
Bl(my ,Ny) m—>m”—1 no>np NN—1 ® 
Clm, 和 + 个) m—>m no—>npt1 N>N+2 a 
Cm,Ny vy) m>m no—>no—1 N—>N—2 
Dm 4 4 ,N) mm 十 2 no>no—1 NN 区 
Dlmy y,N) mm”—2 no>no 二 1 N>N 
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附录 2 ”二 维 各 向 谐振 子 的 径 向 方程 的 求解 


考虑 到 解 在 ec>0 和 poco 的 渐 近 行为 , 令 
和 (po) = p01" Mee (8. 5. 47) 

则 满足 

t+ (Ut) Gn +2 m+ 2 0 
令 =P, 上 式 化 为 合流 超 几 何方 程 

du adu_ /lml+l, bm), 

Ee hone 人 (8.5.48) 
满足 各 (0)=0 的 解 , 可 表 成 合流 超 几何 函数 F(c,y;m) ,其 中 

“= -|it1+ 和 加， 7 一 | 和 | 十 1 

对 于 束缚 态 , 要 求 F 中 断 为 一 个 多 项 式 , 即 要 求 Qa 三 一 n(n 二 0,1,2,…), 即 hn 二 一 2( | m| 十 1) 
一 4n, ;EE 二 |m| 十 1 十 2n, ,或 记 为 

E=Ey=N+l1l, N= |ml|+2n, = 0,1,2,. (8. 5. 49) 


与 三 维 各 向 同性 谐振 子 相 似 , 根 据 合流 超 几何 函数 的 微 商 公式 和 递 推 关 系 , 也 可 以 推导 出 
算 符 C 和 DD 的 表示 式 (8. 5. 42) 和 (8. 5. 43). 


"8.5.3 三 维 氢 原子 的 四 类 升降 算 符 


三 维 氢 原 子 的 径 向 方程 为 (自然 单位 e 一 一 M1) 
HDX = ED, HO ltD_ 1 (8.5.50) 
2 dr r 


272 
可 改 记 为 
DODXi7) = AXr), N=—2E 
ce _d_lU+D) 2 (8. 5. 51) 
D() 一 2H(D) = i 
引进 与 角 动 量 ! 有 关 的 算 符 
2 
人 r 十 7 
d 1 1 (8. 5. 52) 
全 DD= 训 + 二 一 了 了 (>>0) 
r rr l 
容易 证 明 0 
A4A_ (CC 十 1 Zi 一 DCD) 一 1/C 十 1)? 
(十 1)AH CD (D /+1) (8. 5. 53) 
A (一 1D)A_ (CD =DCOD) 一 1/2， li>0 
以 及 
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DCD[A_ CC 二 1DXa] = hnA C+ DXm 


由 式 (8. 5. 54) 可 看 出 ,如 XI 是 DC 一 1) 的 本 征 态 ,本 征 值 为 1, 则 A (一 LUDxra 
为 ee ,本 征 值 仍 为 人:. 因此 ， 算 符 A+ ee 1， 但 保 


(8. 5. 54) 


0 为 更 明显 展示 算 符 Ar 的 这 种 作用 ， Re 为 
主 量子 数 ) 


We oe A pI 
A+ (D>AUt,D = r Te 


计 (之 0) 


与 各 向 同性 谐振 子 不 同 ,直接 从 所 原子 的 径 向 方程 的 因 式 分 解 ,只 能 导出 一 类 升 、 
降 算 符 A+ (7). 但 根据 径 向 波 函 数 的 解 及 合流 超 几何 函数 的 递 推 关 系 ( 见 本 节 附录 
3) 人 


-ee (8. 5. 55) 
A- (D>AUY ,DD= 记 + 二 一 
rr r 


Bt "M(t (8. 5. 56) 
BCny ) = 

CQh n+) = 人 [CTDO+D 二 朴 旺 一 二 
Lt+D GtD -1D)M( ei) (8. 5. 57a) 


Cay sandy) ={Cn—D +]+ + DM) 


(8. 5. 57b) 
加 dj r 上 人 十 了 人 
DCGy af) {Ln 十 DD 一 站 是 十- 十 个 半 - (ntD}M(a1) 
(8. 5. 58a) 
1 Hd _r 
DCf+ ny) 一 人 [CD 一 D 一 中 二 一 二 
QtD’n—1) n 
-+tltD) MT) (8. 5. 58b) 
式 中 算 子 M 为 标 度 算 符 (scaling operator) ,定义 如 下 
MCE) f(z) = fkx) (8. 5. 59) 


与 算 子 A、B.C.D 相应 的 选择 定 则 和 守恒 量子 数列 于 表 8. 3. 三 维 所 原子 的 能 级 及 
算 子 A.B.C.D 的 作用 如 图 8. 12 所 示 . 
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升 、 降 算 子 l nr 7 一 /十 mr 十 1 守恒 量子 数 
ACf 人 ,2) 一 /十 1 nr-—nr—1 n>n 证 
ACTy ,nn) 7 一 /一 1 nr—>nr 十 1 n>n 的 太吉 
Bl,n¢) ll nr—>n; 十 1 n>n++1 1 
BlU,ny) >! Nn-—nr—1 n>n—1 
CC 人 + 人) [一 /十 1 72r 一 >72r n>n 二 1 
CCy ,ny) /一 /一 1 Nn n>n—1 
DOGY 个) ZL 一 /一 1 nr—>nr 十 2 n>n++1 
1,2l+n, 
DU4 ,ny) | mr 二 一 2 n>n—1 Bs 
0 
-1/32 4 
-1/18 3 
-1/8 2 
-L2 1 


E n I=0 1=1 1=2 1=3 


图 8. 12 三维 氢 原子 的 四 类 升降 算 符 


附录 3 
在 束缚 态 边 界 条 件 下 ,可 求 出 氢 原 子 的 能 量 本 征 值 为 
E=E,=—1/(2n), n=lin+l,n =0,1,2,. (8. 5. 60) 
径 向 波 函 数 为 
Xu, oo re em tHE (— m21+2, Ei) (8.5. 61) 
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或 表示 成 
入 ce 人 espF[- Ce 一 1 一 D,21 二 2,6]， 名 一 和 (8. 5. 62) 


和 为 径 向 波 函 数 节点 数 (r 二 0, co 点 除外 ) ,n 为 主 量子 数 . 能 级 E 具有/ 简 并 性 (! 一 0,1,…， 
n 一 1), 简 并 度 为 x. 
利用 合流 超 几 何 函 数 的 递 推 关系 式 ,可 以 证 明 


(et zr)FGa,yz) = aF(et1,y;z) 
[Ga—D+z FG,ys) = (一 OF 一 Li 


-d (一 o(C7 十 1 一 o ， 
[e+ 四 一 0 二 本 是 joy = COLOFe,y+ 2 


{[ -D092 torltzyt2 7 FD = 0 一 DO 一 2Fwy 一 2 


nd _ ala+1) 
[at -Djs — Kat z(t2,y+237) 


[GDzt 0-1-DYy-2—D+09 -2 Dz Fe,yD 
=(7y—1)(y—2)F(a— 2,7— 2;z) 


利用 上 述 公式 及 径 向 波 函 数 (8. 5.62), 即 可 求 出 升 . 降 算 符 B.C 和 DD 的 表示 式 (8. 5. 56)、 
(8. 5. 57) 和 (8. 5. 58). 


根据 算 符 A 的 物理 意义 ( 见 表 8. 3) 以 及 n, 最 小 值 为 0, 可知 ACL , 贡 Xn.=0 二 0， 


dt 
er 


其 解 为 洲 .",=0《r)ocrt1e-wt? .这 是 波 函 数 (8. 5. 61) 的 特例 (n, 二 0), 即 圆 轨 道 波 函 数 ,是 给 定 
能 级 中 角 动 量 最 大 (1 二 n 一 1) 的 态 . 对 式 (8. 5. 62) 依 次 用 AC ,7),ACC 一 1 ,n),… 作 用 , 即 


可 求 出 径 向 波 函 数 X11 ,X22 ,… ,Xon. 变动 1(1 二 0,1,…), 即 可 求 出 全 部 径 向 波 函 数 . 
*8.5.4 二 维 氨 原子 的 四 类 升降 算 符 


二 维 氧 原子 的 径 向 方程 为 (起 一 M 一 一 1) 
H(m)Xn(p) = EXn(p) 


Ham) i Se C8. 5. 64) 


)Xin on) = 0 (8. 5. 63) 


可 表示 成 
Dm)Xn(p) = AnX no), An =—2E 
es = li m2 edmoV2 m+ ,2 
Tp z po Tp 
(8. 5. 65) 
它 与 三 维 氧 原子 的 径 向 方程 (8. 5. 50) 有 很 大 的 相似 性 ,利用 三 维 氨 原子 的 计算 结 
果 [ 形 式 上 把 !CL 十 1) 一 (| 一 1/2)(|m| 十 1/2)], 容 易 得 出 二 维 所 原子 的 有 关公 
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式 [直接 从 径 向 方程 (8. 5. 65) 出 发 ,也 可 得 同样 的 公式 ]. 四 类 升 、 降 算 子 的 表示 式 
如 下 Cm 二 0 情况 ): 


hn 四 一 是 M214 1 


1/2 
d 2 ee (8. 5. 66) 
人 和 人 一 
[dd__o -2 
Bomnt) = |ph zt" |M (ai) (8. 5. 67) 


somat = [as21 -au 人 


Comt 人) =—{[omt /2mtD 二 四 蝇 一 ;和 


ttD m1/2)M( 1 ) 
n 


DO 
Cony ny) —{ [Lm—1/2) (nD+J 昌 +2 (8. 5. 68a) 
一 1/220-D 
i WorM( | 
(8. 5. 68b) 
Damy mm 人) = 人 [on 一 2o+D 一 由 总 + 
Cm— 1/ tl) LL 
eh mm 十 1/2 M( 二 3 
(8. 5. 69a) 


1 一 工 
_ (m 二 1/2)?(n— 1) n 
te 
(8. 5. 69b) 


考虑 到 式 (8. 5. 65) 只 与 ma 有关, 所 以 X-m 二 Xm, 上 列 公式 容易 推广 到 mm 和 0 
情况 . 此 时 , 算 子 A 满足 下 列 关系 式 : 
A((—m) 个 ,2) = Amy ,n) 
A(C—m Yn) = ACmt ,n) (8. 5. 70) 
. 算 子 B 的 表示 式 不 变 . 算 子 C 和 DD 变化 如 下 ， 
C((—m) 个 ,7 不) 一 一 DC y ,2 个 ) 
C(C—m yny) 一 一 DC 人 ay) 
万 (( 一 z2) y ,22 个) 一 一 CGOm 个 ,2 个 ) 


D((—m) ny) =— Cmy ,ny) (8. 5.71) 
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Damt sad) —{[omt 1/2)(n—D —A -7 


算 子 A、B.C、D 相应 的 选择 定 则 和 守恒 量子 数列 于 表 8. 4. 二 维 氧 原子 的 能 级 及 算 
子 A、.B.C.D 的 作用 如 图 8. 13 所 示 . 


m0 np=0 
-2/25 5/2 
-2/9 3/2 
-2 1/2 
E, n 3 
m 
图 8.13 二 维 氧 原子 的 四 类 升降 算 符 
表 8.4 
升降 算 子 m np n= |m|+not+1/2 守恒 量子 数 
A(m 个 ,7 mm 二 1 no>no—1 n>n 
Almy ,n) mm—1 np>no 十 1 n>n "|m| tn 
了 (mm 个) mm no>np 二 1 n>n 二 1 
Bl(mny) mm no>no—1 n>n—1 
CCm ,n¢) m>m++1 no—>np n>n 二 1 
Clmy ,ny) m>m—1 no—>np n>n—1 
Dlmy ,n¢) mm—1 no>no 十 2 n>n 二 1 n+ |m| 2)m| 十 
Dmt ,ny) m=m 二 1 np>np—2 n>n—1 


*8.5.5 径 向 Schridinger 方程 的 可 因 式 分 解 性 
下放 ,只 当中 心力 场 业 间 同 性 谐振 子 势 或 Coulomb 势 时 ， 站 
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对 于 Coulomb 势 , 则 只 能 导出 一 类 升降 算 符 @ 


中 心力 场 V(r) 中 粒子 的 径 向 方程 为 
HODXi(r) = EXi(7) 


和 L(+D 
H(D 一 一 二 二 + 97 V7) (8. 5. 72) 
可 改写 成 
DCOX CD = NX 一 一 2 (8. 5. 73) 
= dtD 
DOD =—2H(D = 天 记 2V(r) 
定义 与 角 动 量 ! 有 关 的 升降 算 符 


AL (= 将 一 全 + 7 SS 


A_ (0) 一 是 十 二 十 go (8. 5. 74) 


式 中 /(1,7) 与 g(1,7) 待 定 ,以 满足 因 式 分 解 的 要 求 , 即 
A- (T+ DA: CD = DOD+a (DD) 
A+ (0 一 DA (CD 一 DCD) 十 cz(CO) (8. 5. 75) 
这 里 (J) 和 co(1) 与 7 无关, 待定 利用 式 (8. 5.74), 易 于 证 明 


A_ U+DA: CD = 让 一 FD FLOD tedt1n] +n 


EO Re le EY Pe 


4 (一 DA-(D = 所 -- ?tie ree + 


二 [fC(—1,7)— gC(,7)] 二 十 jJFC 一 1,rg(C07) 


(8. 5. 76) 
比较 式 (8. 5. 75) (8. 5. 76) ,可 得 
0) 一 一 &E(C 十 1,7) (8. 5.77) 


—2V(7)+c (D)= = 2f0, nD Hp)? 8.5.78) 


ad se 本 


(8. 5.79) 
假设 V(r) 与 角 动 量 1 无 关 . 式 (8. 5. 79) 中 7/ 换 成 (! 十 1) ,并 从 式 (8. 5.78) 中 减 去 ， 
可 得 - 


D Y.F. Liu, Y. A. Leiand]. Y Zeng,Phys. Lett., A 231(1997) ,9. 
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Sn a(l), a(l) = [a (0D) 一 cz( 十 1)] (8. 5 80) 


由 此 可 得 
fr) 一 aCO7r 十 DO) (8. 5. 81) 
6(0) 为 积分 常数 . 把 上 式 代 入 式 (8. 5. 78) 或 (8. 5. 79) ,可 得 


VD +26D Tt — ac) —2a( DoDr 


一 二 [ca CO) 十 cd 十 1D)] 一 2C 十 DaCD) 十 5D (8. 5. 82) 


上 式 对 于 任何 一 点 + 和 任意 7 值 都 应 成 立 . 从 上 式 左边 含有 7 的 三 项 可 以 看 出 ,与 
/无 关 的 中 心 势 V(r) 只 能 是 下 列 三 种 形式 之 一 : 


GDVCr) cc 了 GDVGO) oor; GiDVG) ecr (8. 5. 83) 


以 下 分 别 讨论 . 

(DV(r)oc1/r 

由 式 (8. 5. 82) 可 得 a(1)==0, (7) 二 50(0)= 二 1/( 十 1). 此 时 ,除了 一 个 相 加 性 
常数 外 ,V(r) 三 一 1/r, 即 Coulomb 吸引 势 . 由 式 (8. 5.80) 和 (8.5.81), 可 求 出 
a(D)=cs (lt 1),c (1) 一 = 和 生 1)?, cs (7) 一 一 1/2， (7>0). 因此 ， 由 式 
(8. 5. 74) ,得 


A CD = 一生 十 二 一 寺 (之 0) (8. 5. 84) 
天 二 六 l 
而 式 (8. 5. 75) 化 为 
E ol 1 
A C+D4 (D = DO 一 DT 
A, CU-DA4 GD = DO 一 二 C>0) (8. 5. 85) 


Z2 
直接 利用 式 (8. 5. 84) 计 算 也 可 得 出 上 式 . 式 (8. 5. 84) 与 (8. 5. 85) 正 是 8. 5. 3 节 中 
已 得 出 的 结果 [ 见 式 (8. 5. 52) 与 (8. 5. 53)],A+ (7) 正 是 角 动 量 的 升降 算 符 . 
GDVC ocr 
由 式 (8. 5. 82) 可 得 65(7) 二 0,a (1) 二 常数 . 取 自然 单位 ,让 a (六 三 1, 则 得 
V(7)=r?/2( 各 向 同性 谐振 子 ) ,而 <(0) 一 士 1. 
对 于 a(0) 王 十 1, 相 应 的 升降 算 符 记 为 A ， 


A (D = 全 一 = 4_ (DD 一 时 + 二 一 (8. 5. 86) 
对 于 a(0) 王 一 1, 相 应 的 升 、 李 二 克 宙 B+， 
Bi (0 = 旦 一 此 1 一 ee (8. 5. 87) 
r r dr rr 
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此 时 , 式 (8. 5.75) 化 为 
A_ (十 1)4A (CD = DO) + 23) 
Ar (一 1D)A_ (CD = DCD 十 (2 一 1) 
B_ (十 1)B () = DU) 一 (2 十 3) 
B+ (一 DJ)B_ (CD = DO)— (21—1) (8. 5. 88) 
直接 利用 式 (8. 5. 86) 与 (8. 5. 87) 计 算 , 也 可 得 出 上 式 . 此 即 8. 5. 1 节 中 已 得 到 的 各 
向 同性 谐振 子 的 两 类 角 动 量 和 能 量 的 升 、 降 算 符 . 
(lwCr)ccr 
由 式 (8. 5. 82) 可 得 <(0) 一 5(CD) 一 0, 但 此 时 得 出 的 VCr) 一 常数 . 所 以 线性 中 心 
势 V(r)ccr 被 排除 . 
本 节 结 论 得 证 . 


“8.$.6 nn 维 氨 原子 和 各 向 同性 谐振 子 的 四 类 升降 算 符 ? 
1. n 维和 氮 原 子 


Hamilton 量 为 (# 一 Me==1) 


(8. 5. 89) 


对 于 n>2 的 情况 , 互 的 简 并 态 可 取 为 对 易 守 便 量 完全 集 ( 互 ,G,, 人 G, ,…, 人 ,) 的 共同 本 征 态 


(这 里 @, 是 SO; 群 的 Casimir 算 符 ,i 一 2,3,…,m), 即 
gz) = R(7) YY ,71,311o (O02 0,3,°* ,0 ,0 ) (8. 5. 90) 
0 委 [EE i 


YY) 1s.…111, 是 刀 维 空间 的 球 谐 函 数 ,而 J,s 是 与 G, 相应 的 量子 数 . 


CY psn = Trea Ces tn— 2 Ys (8. 5. 91) 
径 向 波 函 数 RC(7) 满 足下 列 方程 : 
[二 (tpl 0 C8.5.92) 
令 
Xr7) = rR) (8. 5. 93) 
则 XC) 满足 下 列 方程 : 


(和 -去 [yor+oD+( 号 (号 一 切片 二 +2EjxeD =0 


(8. 5. 94) 


@ YY FE Liuand]J. Y. Zeng,Science in China(Series A),40(1997),1110. 
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对 于 三 维 氢 原子 ( 几 三 :一 0,1,2,…), 上 式 化 为 大 家 熟悉 的 径 向 方程 
里 LTD 2 
[ + +2E =0 
对 于 二 维 氨 原子 (Jo 二 m， |m| =0,1,2,.) 
EE 
让 3 + 二 2Pkop = 


比较 式 (8. 5. 94)(8. 5. 95) 与 (8. 5. 96) ,对 于 nn 维 毛 原子 ,如 定义 


则 式 (8. 5. 94) 一 (8. 5. 96) 都 可 表示 成 相同 的 形成 


| 二 也 | 二 2 +2E =0 
按照 处 理 三 维 氨 原子 的 经 验 ,相应 We 降 算 符 可 表示 为 
htl 1 
A4( 个 ,N) = 到 | 
=d_ J+ —D/2 | 
dr r 十 二- 3 
是 + 1 
A(C yy ,N) = 大 和 
a 1 
dr r Js 十 (2 一 3)/2 
六 为 主 量子 数 . 
二 维 氢 原 子 的 束缚 态 波 函数 和 能 量 为 
Xp oc EN ral te dep(— 2Js 十 n 一 2, 禾 ) 
nr 一 0，1,2,… 


E=Es=-1/2N, N= (K+2 1) 


天 一 7 十 [2 | 二 0,1,2,.… 
F 是 合流 超 几 何 函 数 . 对 于 三 维 氢 原子 ， 


XD oc swaF( 一 2 十 2, 委 
N= tl+1= 1,2,3," 
对 于 二 维 氧 原子 ， 
XD cc erwlnlnaF( 一 w,2|m 十 他) 
N= + |m|+1/2= 1/2,3/2,5/2,.… 


(8. 5. 95) 


(8. 5. 96) 


(8. 5. 97) 


(8. 5. 98) 


(8. 5. 99) 


(8. 5. 100) 


(8. 5. 101) 


(8. 5. 102) 


利用 合流 超 几 何 函 数 的 递 推 关系 和 标 度 算 符 MC(R) f(z) 二 fCkz) ,就 可 以 导出 其 他 三 类 升 


降 算 符 
BC ,N+ ) = (" 量 -Ri+N)M(ON) 
BO,NY) = (rE+R NMA) CN>D 
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(8. 5. 103) 


co, 人 IN 人) 一 人 [w+DONTD+ 口 是 一 六 5 


志士 D2CN 十 1 N 
Bs (8. 5. 104) 
一 WP Sie oes dak ns 5 
COUNNY) = {CHON—D ++ + 
N 
-No ) (N>1) 
_ jd rr JANTD. N 
DVN) = (LAN+TD -E+ Nt) MR) 
= Ee 二 r 
DO tNY) ={[0, + DN D)—7] N= 
(4 +1?CN 
-+ OD ENth td) MA i) N>D 
(8. 5. 105) 
这 四 类 算 符 相 应 的 选择 定 则 如 下 : 
An Am AN 守恒 量子 数 
A 士 1 干 1 0 N( 或 忆 ) 
B 0 +1 +1 4 
C 士 1 0 士 1 nr 
D 干 1 士 2 生 1 入 十] 


2.，) 维 各 向 同性 谐振 子 


与 氢 原 子 相似 ,在 三 维 各 向 同性 谐振 子 的 升降 算 符 中 ,把 1 换 成 1 一 J,z 十 (n 一 1)/2 一 1[ 见 
式 (8. 5. 97)], 即 可 得 出 维 各 向 同性 谐振 子 的 各 类 升降 算 符 . 其 中 算 符 A 和 也 可 以 直接 从 径 


向 Schrodinger 方程 的 因 式 分 解 得 出 
ACNNY) = 
ACnY NA) 一 第 + 全 一 > 
BC 个,N+) 一 是 一 人 二 一 
By,NY) 一 是 十 等 十 > 


而 借助 于 它们 ,可 以 构造 出 其 他 两 类 升降 算 符 
CC ,Nf 人 个 ) 一 * 是 一 +N+2 二 1 


CC NYy = 总 


(8. 5. 106) 


(8. 5. 107) 


(8. 5. 108) 
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ou- - 名 
(8. 5. 109) 
DO 4,N) = 士 种 十 十 维 十 9 
四 类 升降 算 符 相应 的 选择 定 则 如 下 : 
Aln Amr AN 守恒 量 
A 士 1 干 1 干 1 N—n 
B 士 1 0 士 1 n 
c 0 +1 +42 4 
D 土 2 干 1 0 N( 或 已) 


n(n 这 2) 维 各 向 同性 谐振 子 的 径 向 波 函 数 和 能 量 本 征 值 为 
XCP) cc LA i J 十 /2572) 
n = 0,1,2,° (8. 5. 110) 
E= Ey= (Ni+n/2), N= 2n+|Jz|= 0,1,2, 
对 于 三 维 各 向 同性 谐振 子 (J1 = 二 1==0,1,2,…,N 二 2n; 十 /==0,1,2,…)， 


X(r) cc eT AHF nl 3/2,7) (8. 5. 111) 
对 于 二 维 各 向 同性 谐振 子 (Jo 王 mm, | mx| ==0,1,2,…,N 二 2n 十 |m| = 二 0,1,2,…)， 
X(r) oc ET Ariml Fn |m|+1,7) (8. 5. 112) 


“8. 5.7 一 维 谐振 子 与 氢 原 子 


在 8 4 1 节 中 忆 讨 论 过 一 维 计 振 子 的 因 式 分 解 ,并 导出 了 升降 算 符 of 一 直 (= 是) 和 


向 同性 谐振 子 (V(~) 王 己 /2,> 之 0) 相 应 的 一 维 谐振 子 势 为 
z22/2，Zz 之 0 
V(z) = | (8. 5. 113) 
co， X=0 
其 能 级 为 En 一 CN 十 1/2) ,NN 二 1,3,5,…. 而 通常 所 说 的 一 维 谐振 子 势 为 VC(z)==zx?/2( 一 co<z 
到 十 co), 具 有 反射 对 称 性 ,而 相 邻 能 态 的 宇 称 相反 . 由 此 可 以 理解 ,为 什么 对 于 nn 维 (n 宇 2) 各 向 
同性 谐振 子 存在 两 类 升 . 降 算 符 A: 和 Bi ,其 形式 与 of 和 a 不 相同 .但 可 以 利用 算 符 A 和 B 的 


ee 


( 见 8.5.1 节 ) 
AQY NA)BON NN) 一 CC 一 ON+ 人 一 下 十 2 一 zz 是 -1 (8.5.114) 
与 一 维 谐振 子 的 联系 相同 宇 称 的 相 邻 能 级 的 算 符 
:= 下 + 一 2z 攻 一 1 (8.5.115) 


dz 
形式 上 相同 ,选择 定 则 为 :AN 一 2, 宇 称 不 变 . 
与 三 维 氢 原 子 的 Comlomb 势 形式 上 相应 的 一 维 氨 原子 势 为 
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2 

ve -1 PE (8. 5. 116) 
So， 工 魏 0 

在 物理 上 这 是 可 以 实现 的 . 例如 , 当 一 个 电子 被 限制 在 一 块 很 大 的 电介质 平板 (法 线 方向 为 工 

轴 ) 的 上 方 (x 过 0) 运 动 时 , 按 电 象 法 可 求 出 其 静电 势 为 


V(z) =—, zr>0 


Eo )>0 (C8. 5. 117) 


Ce 为 介 电 常数 ) ,形式 上 与 式 (8. 5. 116) 相 同 . 此 时 ,能 量 本 征 方程 与 三 维 氢 原 子 的 径 向 方程 (一 
0 情况 ) 完 全 相同 , 边 条 件 也 一 样 ,因此 能 级 为 

E, 一 一 1/212 ， 7 一 1,2,3，… (8. 5. 118) 
是 不 简 并 的 . 由 此 可 以 理解 ,为 什么 对 于 一 维 氨 原子 ,不 存在 与 三 维 氨 原子 那 种 联系 相同 能 量 的 
简 并 态 的 角 动 量 升 . 降 算 符 A: 类 似 的 算 符 . 但 可 以 构造 与 三 维 氨 原子 类 似 的 能 量 升降 算 符 


BU 一 0,N4) 一 (zx 起 一 = 竺 ++n)M(= 革 1) 


BU=0ONY)= (z&+-E nM(-E) > (8. 5. 119) 


n—1 n—1l 
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第 9 章 时 间 反 演 


dl i Wr Rh ed 或 


® .0 。 。 。 
so 0 0 .0 0 0 0 0 0 0。 0 :0 0 0。 。 0 。0 0。 .0 。 。 .0 .0 0。 。 .0 。0 。 


(time EE 

关于 时 间 反 演 概念 ,人 们 常常 感到 很 神秘 . 但 正如 Wigner 曾经 着 重 指出 那 
versal of direction of motion). 两 个 逆向 的 运动 过 程 ( 见 图 9. 1 所 示 两 例 ) 中 ,粒子 
的 运动 状态 互 为 时 间 反 演 态 ,但 时 间 都 是 正 向 流动 ,因果 关系 也 是 相同 的 . 所 以 时 
间 反 演 概念 并 没有 什么 神秘 的 东西 . 

Wnt 还 指出 ， ei aS ei he ee ee 


育 以 针 到 一 个 皮 应 过 家 Ee 一 定 的 关系 (如 反应 过 程 中 的 
细致 平衡 关系 ). 此 外 ,还 可 能 导致 某 些 选 择 定 则 . 在 某 些 情 况 下 还 可 以 导致 能 级 简 
并 (Kramers 简 并 ). 

时 间 反 演 态 概念 在 金属 的 超 导 理 论 和 原子 核 物 理 的 对 关联 理论 中 有 广泛 的 应 
用 . 在 粒子 物理 中 ,关于 相互 作用 的 时 间 反 演 不 变性 问题 ,有 过 长 期 的 探讨 . 实验 分 
析 表 明 , 强 作用 和 电磁 作用 具有 时 间 反 演 不 变性 . 但 有 确切 的 实验 证 据 ( 如 中 性 开 
介子 的 衰变 ) 表 明 , 在 弱 作 用 中 时 间 反 演 不 变性 不 完全 成 立 &. 

在 9. 1 节 中 先 分 析 时 间 反 演 态 概念 以 及 如 何 写 出 一 个 量子 态 的 时 间 反 演 态 . 
9. 2 节 讨 论 时 间 反 演 不 变性 . 9. 3 节 讨 论 力学 量 按照 时 间 反 演 下 的 变换 性 质 进 行 分 
类 ,并 给 出 涉及 时 间 反 演 态 的 矩阵 元 公式 . 这 些 公式 不 但 本 身 很 有 用 ,而 且 通 过 它 
们 可 以 熟悉 一 下 反 么 正 算 符 的 运算 特点 . 在 此 之 前 ,由 于 量子 力学 的 读者 习惯 于 线 
性 算 符 和 人 么 正 算 符 的 运算 规则 ,对 于 反 么 正 算 符 的 运算 往往 容易 出 错 , 所 以 我 们 单 
列 一 节 进 行 讨论 ,以 便 初 学 者 正确 掌握 反 么 正 算 符 的 运算 规则 . 


@ 参阅 ,E. P. Wigner, Group Theory and its Application to the Quantum Mechanics of Atomic Spec- 
tra, chap. 26 (Academic Press, 1959). 
@ ”时 间 反 演 不 变性 只 存在 于 微观 过 程 中 . 在 宏观 世界 中 , 基于 热力 学 的 箭 增加 原理 ,运动 过 程 是 不 可 
逆 的 ,时 间 反 演 不 变性 不 存在 . 这 里 涉及 从 微观 世界 到 宏观 世界 过 渡 时 出 现 的 退 相干 (decoherence) 现象, 是 
一 个 值得 深入 探讨 的 问题 . 
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9.1 时间 反 演 态 与 时 间 反 演算 符 


在 经 典 力学 中 , 设 处 于 两 个 状态 A 和 A, 下 的 粒子 ,在 轨道 上 各 点 的 速度 数值 
相同 ,但 方向 相反 , 则 称 A 与 A, 态 互 为 时 间 反 演 态 (图 9. 1 中 给 出 两 个 简单 的 例 
子 ). 更 仔细 一 点 说 , 设 在 A 态 下 粒子 在 时 刻 t 的 位 置 为 r ,动量 为 p( 角 动量 为 I 二 r 
Xp,…), 而 在 A, 态 下 (在 两 态 下 粒子 位 置 重合 的 时 刻 取 为 :二 0) 粒 子 在 时 刻 t= 
一 t 的 位 置 为 ,动量 为 一 p( 角 动量 为 一 1,…), 则 称 A, 态 为 A 态 的 时 间 反 演 态 
(time reversed state). 反之 亦 然 . 


> 1=0 I 


图 9.1 经 典 力学 中 的 时 间 反 演 态 
4 与 A- 互 为 时 间 反 演 态 . 4- 与 A 的 画图 实际 应 该 重合 ， 
只 是 为 了 看 得 清楚 , 才 把 它们 分 开 画 . 


与 经 典 力学 中 时 间 反 演 态 的 物理 意义 对 比 ,我 们 要 求 一 个 量子 态 y 的 时 间 反 
演 态 y, 满足 下 列 要 求 ， 
时 间 反 演 态 几 下 在 时 刻 (一 沪 量子 态 y 下 在 时 刻 
粒子 坐标 r 的 平均 值 = 粒子 坐标 r 的 平均 值 
粒子 动量 p 的 平均 值 = 一 (粒子 动量 p 的 平均 值 ) 
粒子 角 动量 1 的 平均 值 = 一 (粒子 角 动 量 1 的 平均 值 ) (9. 1.1) 
下 面 先 讨 论 无 自 旋 的 粒子 . 我 们 将 看 到 ,如 取 
= Ky=y (C9. 1.2) 
则 可 以 满足 式 (9. 1. 1) 的 要 求 ,K 为 取 复 共 轿 算 符 . 在 此 之 前 ,我 们 先 举 几 个 例子 ， 
写 出 时 间 反 演 态 在 坐标 表象 中 的 表示 式 , 然 后 普遍 地 论证 式 (9. 1.2) 的 写法 的 确 满 
足 式 (9. 1.1) 所 提出 的 要 求 . 
例 1 考虑 自由 粒子 的 动量 本 征 态 ( 未 计 及 归 一 化 ) ,在 时 刻 t 表示 为 
pr,t) = exp[i(pP。r 一 到)/ 磋 (9.1.3) 
动量 本 征 值 为 p, 能 量 E=p?/2m. 式 (9. 1. 3) 描 述 的 是 一 个 定 态 ,代表 沿 p 方向 传 
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播 的 平面 单 色 波 . 它 相 应 的 在 时 刻 t 的 时 间 反 演 态 为 
exp(— ip。r/#— iF/) (9. 1. 4) 
动量 本 征 值 为 一 p, 能 量 仍 为 E=p*/2m, 代 表 往 一 p 方向 传播 的 平面 单 色 波 , 记 为 
六 Cr), 直 二 一 t.《r, 一 ) 与 1 时 刻 量子 态 yCr,t) 对 应 .在 (一 四 时 刻 , 时 间 反 演 态 
波 函 数 则 为 
blr) = exp( 一 让。r/ 开 十 i 禾 /让 ) 一 y* (r,t) (9.1.5) 
所 以 y=y’ =Ky. 
例 2 设 一 维 自由 粒子 用 一 个 很 窗 的 波 包 来 描述 [图 9. 2(a)] ,是 一 个 非 定 态 . 
在 时 刻 上 表示 为 


: .Pp 
yx,t) = [gp)exp (ipz/s i 二 (9. 1.6) 


波 包 沿 x 轴 正 方向 运动 ,在 此 态 下 坐标 zx 的 平均 值 却 代表 经 典 粒 子 坐 标 , 波 包 的 
群 速 度 相应 于 经 典 粒子 的 速度 . 与 少 相应 的 时 间 反 演 态 y, 应 该 是 描述 沿 z 轴 负 方 
向 运动 的 波 包 . 在 t 时 刻 , 它 用 下 列 波 函 数 来 描述 : 


2 
. pit 
Bs) -| (pyexp (— ipz/k -i )dp (9.1.7) 
如 图 9. 2(b) ,J Tt) = (7r, —t) 与 i 时 刻 ylz,t) 相 对 应 . 而 在 (一 力 时 刻 
2 
. pit 
(Zz,t) = |e Cp)exp(— ji/ 十 id 一 内 (zy 四 (9. 1. 8) 


描述 的 波 包 位 置 在 B 点 ,运动 方向 沿 一 x 轴 方 向 ,与 波 包 yz, 四 在 t 时 刻 的 位 置 相 
同 ,但 运动 方向 相反 . 从 式 (9. 1. 8) 与 (9. 1.6) 也 可 得 出 y==Ky 


A 
(b) 
图 9.2 量子 力学 中 量子 态 y 及 其 时 间 反 演 态 y 


例 3 设 一 个 粒子 的 Hamilton 量 不 显 含 i, 能 量 就 是 守恒 量 . 设 体系 处 于 能 量 
本 征 态 ye (7) , 定 态 波 函 数 表示 为 
pe r,t) = Jer)exp(— iF/#) (9. 1.9) 
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在 定 态 下 ,坐标 和 动量 的 平均 值 都 与 时 间 无 关 . 所 以 在 要 求 时 间 反 演 态 y 满足 的 
条 件 式 (9.1. 1) 中 ,可 以 不 考虑 计算 平均 值 的 时 刻 , 即 只 要 ye C7) 的 时 间 反 演 态 ye 
满足 下 列 要 求 ， 

(CO VOD) 一 (和 OF) 

(CO » PE)—=— (Je, phE) (9. 1. 10) 


下 面 我 们 将 看 到 ,如 取 
br) = Kys(r) = YY (Cr (9.1. 11) 
则 条 件 式 (9. 1. 10) 可 以 满足 . 
下 面 我 们 普遍 地 证 明 : 对 于 无 自 旋 粒 子 , 如 果 取 y, 一 Ky 二 y” , 则 可 以 满足 式 
(9. 1. 1) 的 要 求 . 
首先 考虑 粒子 坐标 的 平均 值 (r). 前 已 提 到 ,在 (一 四 时 刻 , 时 间 反 演 态 用 y, (7， 
力 一 办 (Cr 为 描述 . 在 此 时 刻 


n= sD) mp rar 


Jy Cr Dr (9. 1. 12) 


后 一 式 正 是 处 于 y 态 下 的 粒子 在 时 刻 i 的 坐标 的 平均 值 . 
其 次 ,处 于 时 间 反 演 态 下 的 粒子 在 时 刻 ( 一 力 时 动量 的 平均 值 为 


De | (7,2)* C—ihV OY Cr dr 
分 部 积分 后 ,得 
Cp) =— [yp° GD) ihV pr D dr (9. 1. 13) 


后 者 正 是 在 y 态 下 的 粒子 的 动量 在 时 刻 t 的 平均 值 的 负 值 , 即 满足 与 经 典 力学 中 
时 间 反 演 态 同样 的 要 求 . 

类 似 还 可 以 讨论 角 动 量 的 平均 值 . 这 样 ,我 们 就 论证 了 式 (9. 1. 2) 的 正确 性 . 以 
上 讨论 的 是 无 自 旋 的 粒子 . 

下 面 我 们 来 证 明 , 对 自 旋 为 1/2 的 粒子 ,与 量子 态 y《r,t) 相 应 的 时 间 反 演 态 
( 反 向 运动 态 ) 为 yr; 直 二 Ty(r,t 二 Ty(r, 一 ,其 中 

T=—io,K (9. 1.14) 

为 时 间 反 演算 符 ,o, 为 Pauli 矩阵 . 

对 于 粒子 坐标 r+, 动量 p( 以 及 轨道 角 动 量 1 等) 的 平均 值 的 计算 ,由 于 它们 与 
自 旋 自由 度 无 关 , 而 (一 io,)* (一 io,) 二 二 1, 因 而 与 式 (9. 1. 12) (9. 1. 13) 的 结果 
相似 ,结论 不 变 . 

下 面 只 讨论 自 旋 角 动量 的 平均 值 . 在 时 间 反 演 态 Ty 之 下 ,在 时 刻 ( 一 四 粒子 o 
的 平均 值 为 
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(o)= | [一 imKy(r,D] of—io,KyCr,D) Jr 
= [rd Cig) ei yy" Grdr 
= [Gro, Gis + jo, + oo" rs dr 


= [Br is tjo, — oy (rd dr 
表示 y 的 转 置 . 利用 


0Oz 一 0z， Oo0,,» Go 
可 得 

(0) =— yt Cr Deptr Dar (9. 1. 15) 
后 者 正 是 y 态 下 的 粒子 的 g 在 i 时 刻 的 平均 值 取 负 号 . 自 旋 并 无 经 典 力学 对 应 ,但 
其 动力 学 性 质 与 轨道 角 动 量 相似 . 式 (9. 1. 15) 说 明 , 自 旋 为 1/2 的 粒子 的 时 间 反 演 


态 少 二 TYWGT 一 一 io 并 ) 的 取 法 ,满足 物理 上 的 要 求 [ 见 式 (9. 1. 1) ,与 轨道 角 动 量 同 
样 要 求 ]. 


练习 ” 按 式 (9. 1. 14) ,T 一 一 边民, 天 ( 取 复 共 罗 ) 为 反 么 正 算 符 . 令 T=UK,U= 一 io,. 证明 
U 为 么 正 算 符 . 
1. 角 动 量 本 征 态 的 时 间 反 演 态 


下 面 先 讨论 两 个 最 简单 的 情况 . 
(1) 自 旋 为 1/2 的 粒子 的 s, 的 本 征 态 Xm ,在 s. 表象 中 ， 


a -的 


其 时 间 反 演 态 表示 为 

Tm 一 一 这 KXm 
采用 Pauli 表象 

Se 
得 

Tx4 = (= 3 

wi- 

概括 起 来 ， 
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= DY (9. 1. 16) 
(2) 轨 道 角 动量 (F ,7,) 的 共同 本 征 态 Y7 
按 通常 用 的 球 谐 函数 的 Condon-Shortley(C. S. ) 定 义 ， 


TY7 = Yr* 一 (一 DY (9. 1.17) 
其 形式 与 式 (9. 1. 16) 有 所 不 同 . 因此 有 人 改变 闻 的 定义 , 令 
Yr 一 让 (Yes (9. 1. 18) 
即 添上 一 个 相 因子 .在 此 新 定义 下 
TY? = K[i(Y?)cs ] = (CD "Yr™ (9. 1. 19) 


其 形式 就 与 式 (9. 1. 16) 相 似 了 . 
现在 来 讨论 总 角 动 量 (P, 产 ,j,) 的 共同 本 征 态 
fin = 2 bm Bm jm) YP, (9. 1. 20) 
按 式 (9. 1. 16) 与 (9. 1.19),y, 的 时 间 反 演 态 为 
. 1 Em 二 一 加 
Tn = 2 bm Bm im DTY DT my, 
利用 CG 系数 的 对 称 性 关系 
Com Sm ljim) = — DD Lm, 序 一 mj 一 m) 
可 得 出 
Ta 一 DT" DB Um mj mY 


m, (m1) 
= (一 1]) "0 (9. 1. 21) 
其 形式 与 式 (9. 1. 16) (9. 1. 19) 一 致 . 习惯 上 , 记 (一 1) 关 "0 ,一 ys. 
不 难 证 明 , 时 间 反 演算 符 工 的 作用 ,除了 一 个 可 能 的 相 因子 差异 外 ,与 绕 y 轴 
(或 x 轴 ) 旋 转角 的 算 符 R,(r)[ 或 Re(r)] 的 作用 是 等 效 的 ,它们 都 把 加 态 变 成 
yj;-m 态 ,因为 


R, (7)y;, = 2 Di (0, rs0) gw 一 2 di fm 


= OD pi = CD "yn = pe (9.1.22) 


Re 和 = 2 Di (一 要 ,可 )Wo 一 ev (一 1 
一 “CD 一 CD"ym (9. 1. 23) 
2. 空 灾 态 


原子 或 原子 核 壳 模型 中 的 “ 空 穴 态 ”, 是 指 从 满 壳 组 态 抽 去 一 个 粒子 所 形成 的 
。 373 ， 


态 . 例如 ,从 (2j 十 了 个 粒子 填 满 的 j 壳 中 抽 去 一 个 粒子 而 形成 的 空 穴 态 , 记 为 
[gs +》. 对 于 空 穴 态 | (0jzo) 一》, 当 添加 一 个 几 态 粒子 ,并 反对 称 化 后 ,就 构成 满 
壳 态 |J 一 0》, 即 

A Dpin Go)}oclJ 一 0) (9. 1. 24) 
jf 表示 反 对 称 化 算 符 . 但 另 一 方面 ,J 一 0 态 也 可 如 下 构成 
1J= 0)= 2 Cjmj —m | 00) gnpjm 


=- 雷 生 忆 C Dg,p; wm cc Dinpm (9. 1. 25) 


与 式 (9. 1. 24) 比 较 ,可 见 空 究 态 | (jm) 1!) 在 转动 下 的 变换 性 质 ,与 单 粒 子 态 pr 的 
时 间 反 演 态 py 相同. 

9.2 时间 反 演 不 变性 
9.2.1 经 典 力学 中 的 时 间 反 演 不 变性 


如 图 9. 3 所 示 , 设 在 二 0 时 刻 粒子 在 空间 了 点, 位置 记 为 rC(0) ,速度 为 C0). 
在 外 力作 用 下 ,在 上 时 刻 粒子 到 达 Q 点 ,位 置 为 r(z) ,速度 为 C2). 阁 在 i 时 刻 有 一 
个 相同 的 粒子 从 QQ 点 出 发 ,但 速度 反 向 , 即 为 一 oC2), 则 在 2 时刻 ,我 们 将 发 现 有 
两 种 可 能 的 结局 ， 

(1) 粒 子 回 到 己 点 ,即位 置 为 ~(0), 但 速度 反 向 , 即 为 一 "(0)[ 图 9. 3(a)]. 这 
种 情况 下 ,我 们 称 力学 规律 在 时 间 反 演 下 具有 不 变性 . 例如 ,在 静 势 场 (static po- 
tential) 中 V(r) 的 粒子 的 运动 就 具有 此 性 质 ( 注 1). 


(a) 


图 9.3 
(a) 粒 子 在 静 势 场 中 运动 ,具有 时 间 反 演 不 变性 ; 
(b) 粒 子 在 给 定 外 磁场 中 运动 ,不 具有 时 间 反 演 不 变性 . 


00。 * 


2) 粒子 不 回 到 卫 点 . 我 们 称 力学 规律 不 具有 时 间 反 演 不 变性 . 例如 ,一 个 带 
电 粒子 在 给 定 的 外 磁场 也 中 运动 [图 9. 3(b)], 在 2 时 刻 粒子 将 达到 了 ' 点 ,而 不 是 
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回 到 卫 点 ( 注 2). 


( 注 1) 对 于 只 依赖 于 粒子 坐标 的 静 势 场 w(r) , (作用 力 f= 一 VV(r)),Newton 方程 具有 
时 间 反 演 不 变性 ,原因 在 于 加 速度 是 时 间 的 偶 函 数 . 以 一 维 运动 为 例 , 设 :一 0 时 刻 ， HR 


Xx(0) 与 其 时 间 反 演 态 的 坐标 xz,(0) 重 合 , 则 任何 时 刻 t,xz, (2) 二 x( 一 四 ,速度 z， ( 只 = 对 Lr CD = 


一 二 人 =( 一 9 一 一 去 (一 已, 而 
d? zx, Ct 2 x(— 一 
人 
即时 间 反 演 态 z, (2?) 满 足 的 Newton 方程 与 xz(z) 相 同 . 此 即 Newton 方程 的 时 间 反 演 不 变性 . 
( 注 2) ”对 于 外 磁场 中 的 荷 电 粒 子 运 动 ,时 间 反 演 不 变性 不 成 立 ,并 不 意味 着 电动 力学 
中 时 间 反 演 不 变性 不 成 立 . 如 把 产生 磁场 B 的 电流 也 看 成 体系 的 一 部 分 ,在 进行 时 间 反 演变 换 
时 ,磁场 B 将 反 向 , 则 时 间 反 演 不 变性 将 得 到 保持 . 但 这 不 是 此 处 所 说 的 “给 定 的 外 磁场 ”的 含 
义 .参阅 ;K.，Gottfried, Quantum Mechanics，Vol. 1，p. 314 (Benjamin, 1974) ;或 见 RShan- 
ker, Principles of Quantam Mechanics, 2nd. ed. p. 303 (Plenum Press, New York, 1994). 


9.2.2 量子 力学 中 的 时 间 反 演 不 变性 


量子 力学 中 时 间 反 演 不 变性 的 表述 ,与 经 典 力学 有 相似 之 处 ,但 也 有 不 同 的 地 
方 . 这 是 由 于 量子 态 的 描述 (用 Hilbert 空间 中 一 个 矢量 来 描述 ) 及 其 动力 学 规律 
〈 含 时 间 一 次 微 商 的 Schrodinger 方程 中 出 现 虚数 让 的 特点 所 带 来 的 . 
与 经 典 力学 一 样 ,如 果 在 图 9. 4(a) 所 示 的 相继 的 四 个 过 程 之 后 ,体系 回 到 原 
来 状态 , 则 称 该 量子 力学 体系 具有 时 间 反 演 不 变性 0, 即 
(时 间 平 移 1)。 (时间 反 演 )， (时 间 平 移 t)。 (时 间 反 演 )==1 
(NV) ([L) (I) C1) 
或 等 当地 表示 成 [图 9. 4(b)] 
(时 间 平 移 才 ， (时 间 反 演 ) 二 (时 间 反 演 )。 (时间 平移 一 四 


= F[zxC—D1] = Flz,(2)] 


(N’) (LL’) CI (CI 
按照 Schr6dinger 方程 
丢 呈 0 人 = Hy Ct) (9.2.1) 
方程 的 解 在 形式 上 可 表示 为 ( 设 五 不 显 含 芒 
f(t) 一 e 0(0) (9. 2. 2) 
e “即时 间 平 移 算 符 . 设 T 为 时 间 反 演算 符 , 图 9. 4(b) 的 要 求 可 表示 为 
e iT 一 Te (9. 2. 3) 


试 考虑 无 穷 小 时 间 平 移 守则 


@ 见 p.368 所 引 Wigner 一 书 ,第 26 章 . 
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1=(0 Ls 

(a) 
r (1") 1 (I’) 
| (1') | GV') 
一 一 0 -一 一 -一 一 一 一 一 

1=0 i {=0 i 
(b) 
图 9.4 


Ci 二 Te 
即 
(1 —iHS/DT= TA +iHS/#) 
5t 是 任意 的 ,所 以 
—iHT = TiH (9. 2. 4) 
按照 波 函 数 的 统计 诠释 ,这 里 只 有 两 种 选择 . 
《DT 为 么 正 算 符 ,于 是 


一 iT = iTH 
即 
HT =— TH (9. 2. 5) 
或 
THT- =—H 
但 由 此 我 们 将 得 出 五 的 本 征 值 无 下 界 的 结论 . 因为 假设 
Hy= Ey (9. 2. 6) 
即 y 为 耳 的 本 征 态 , 相 应 本 征 值 为 E. 利用 式 (9. 2.5), 有 
HTy =— THy =— TEy =— E(TY) (9. 2.7) 


可 见 Ty 也 是 昌 的 本 征 态 ,相应 的 本 征 值 为 (一 E). 一 般 说 来 ,五 (包含 有 动能 项 ) 
的 本 征 值 是 无 上 界 的 ,因此 (一 E) 无 下 界 , 即 五 的 本 征 值 无 下 界 . 这 在 物理 上 是 难 
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以 接受 的 ,应 予以 握 弃 . 
(2) 丁 为 反 么 正 算 符 . 此 时 由 式 (9. 2. 4) 可 得 出 
HT 二 TH 或 [T,H]=0 (9. 2. 8) 
这 并 不 带 来 什么 困难 ,是 物理 上 人 允许 的 . 所 以 时 间 反 演算 符 工 应 该 为 反 么 正 算 符 . 
这 是 Wigner 得 出 的 重要 结论 . 
按 7.2 节 ,一 个 反 么 正 算 符 总 可 以 表示 成 


T= UK (9. 2. 9) 
其 中 U 为 么 正 算 符 ,K 为 取 复 共 生 运 算 . 这 样 , 式 (9. 2. 8) 可 以 表示 为 

HUK = UKH 
上 式 左 乘 UY , 右 乘 K“ ,可 得 

H* =U+ HU (9. 2. 10) 


因此 ,如 果 能 找到 一 个 么 正 变换 U, 并 且 使 式 (9. 2.10) 成 立 , 则 体系 具有 时 间 反 演 
不 变性 . 例如 ,对 于 无 自 旋 粒 子 ,前 面 已 证 明 T 一 开 , 即 U 一 1, 此 时 式 (9.2. 10) 归 
结 为 

H* =H (9. 2. 11) 


9.2.3 ”Schridinger 方程 与 时 间 反 演 不 变性 
下 面 讨论 无 自 旋 粒子 在 实 势 场 V(r) 一 V* (7) 中 的 运动 . Schrodinger 方程 为 


迁 2 (9. 2. 12) 
取 复 共 轿 | 
一 这 写 人 (r,t) = CE vtvn)y (r,t) (9. 2. 13) 
把 -> 一 z, 则 
TE EY (9.2.14) 
丢 可 销 7， ) = ( Dp D)y Cr， t .2. 


可 以 看 出 ,时 间 反 演 态 y* (7, 一 四 满足 的 方程 (9.2.14) 与 %(r, 纺 满足 的 方程 
(9. 2. 12) 完 全 相同 . 因此 , 若 %(r, 妨 是 Schr5dinger 方程 的 一 个 解 , 则 相应 的 时 间 
反 演 态 y* (7r, 直 二 yy* (7, 一 力也 是 Schrodinger 方程 的 一 个 解 . 这 就 是 Schrodinger 
方程 的 时 间 反 演 不 变性 ,这 是 由 实 势 一 V( 因 而 理 * 一 五 ) 得 以 保证 的 [参阅 式 
(9. 2. 11)]. | 


对 于 一 般 情 况 ,Schr6dinger 方程 
法 J(D) = Hyp) (9. 2. 15) 
取 复 共 轿 ,有 
一 迁 3 (2 = H* y* (2) 
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把 t->t 二 一 t, 得 0 
Fp" CD = Hy (—D 
假设 电 * =U*+ HU[ 见 式 (9. 2.10)], 则 
FS’ CD) = Ur RUN (~ 
用 UU 对 上 式 运算 ,得 
迁 FUp’ —D = HUy’ (一 力 (9. 2. 16) 


可 以 看 出 ,时 间 反 演 态 yj (2 ) 二 UKYy (一 二 Uy* (一 四 满足 的 Schrodinger 方程 
(9. 2. 16) 与 y(2) 满 足 的 方程 (9. 2. 15) 相 同 . 设 yt) 是 Schrodinger 方程 的 解 , 则 相 
应 的 时 间 反 演 态 UKy( 一 力也 是 Schr6dinger 方程 的 解 . 这 就 是 Schrodinger 方程 
的 时 间 反 演 不 变性 . 它 由 条 件 (9. 2. 10) 得 以 保证 . 

Wigner 指出 ,一 个 量子 体系 具有 时 间 反 演 不 变性 ,[T, 瑞 ] 一 0, 并 不 导致 什么 
守恒 量 . 这 是 因为 工 是 反 线性 算 符 的 缘故 . 在 量子 力学 中 (采用 Schr6dinger 图 
像 ) ,不 显 含 的 算 符 A 随时 间 EN 


d 
44 一 齐 [A,HH] (9. 2. 17) 


因此 ,如 [A, 7 一 0, 则 -44A 一 0， 即 A 为 守恒 量 . 但 要 小 心 , 在 推导 式 (9. 2. 17) 时 ， 
用 到 了 A 为 线性 算 符 的 性 质 2 如 A 为 反 线性 算 符 , 就 得 不 出 式 (9. 2. 17). 
9.2.4 并 本 征 值 与 统计 性 的 关系 


按照 时 间 反 演算 符 工 的 物理 意义 ， 4 与 y 应 表示 同一 个 量子 态 ,因而 它们 
最 多 可 以 差 一 个 常数 因子 . 令 
T= 人 cl (9. 2. 18) 
(I 为 恒 等 算 符 ). 下 面 证 明 
c= 土 ]  . (9. 2. 19) 
证 明 1 试 计算 (Tp,y),g 与 y 是 两 个 任意 的 量子 态 . 暂时 令 Tp= 六, 利用 反 
乏 正 算 符 的 性 质 [ 见 7.2 节 , 式 (7. 2.19)], 可 知 
(Tp,D = DD= ,T= Ty, Ty) = ce(Ty,p) (9.2.20) 
重复 类 似 的 运算 ,得 
(Ty, = e (Typ, 


@ 通常 采用 Schrodinger 图 像 , 并 假设 互 不 随时 间 改 变 . 车 换 到 相互 作用 图 像 中 ,或 互 显 含 +, 则 条 件 
(9. 2. 11) 应 换 为 H* (一 二 U+ HG)U. 
@ 参阅 , 卷 1 ,5.1 节 . 
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由 此 得 ==1, 所 以 ,c= 土 1. 
证 明 2 利用 T=UK ,U 为 么 正 算 符 UU' 二 UU 二 了 ,而 KK 为 取 复 共 罗 运 算 ， 


因此 
T* = UKUK = UU* 
但 了 ==cI, 所 以 
UL = cl 

左 乘 UL ,得 
. UU 
转 置 得 

| [六 一 cU* 
右 乘 U, 得 


TI 一 cU*U 一 cU+TU 一 cT 
所 以 二 1,c 二 士 1. 证 毕 . 


c 一 十 1 (无 自 旋 粒子 ) (9. 2. 21) 
对 于 自 旋 为 1/2 的 粒子 ， 
T=— io,K 
T= (~—ioyK)(— ioK) = o,Ko,K 
Tl 
所 以 
c 二 一 1 ( 自 旋 为 1/2 的 粒子 ) (9. 2. 22) 


更 一 般 说 ,对 于 Bose 子 c= 二 十 1; 对 于 Fermi 子 ,c 一 一 1. 对 于 Bose 子 组 成 的 多 
体系 c= 十 1. 对 于 由 NN 个 Fermi 子 组 成 的 多 体系 ,c= 二 (一 1)™. 
例 一 个 角 动 量 为 丁 的 体系 ， 
Tym = CD Ym 
Tgym 一 DY Tyay= CD gy = ~ DD ym 
所 以 
十 1， J 二 整数 (包括 0) 


CD J 二 半 奇 数 (9. 2. 23) 


9,2.5 ”Kramers 简 并 


对 于 Fermi 子 ,c= 二 一 1, 试 问 p 与 Tp 是 否 代表 同一 个 量子 态 ? 在 式 (9. 2. 20) 
中 , 取 y% 一 ,得 
(Tp,9) =— (Tp,9) =0 (9. 2. 24) 
这 表明 To 态 与 9 态 正 交 ,因此 代表 不 同 的 态 . 
假设 体系 具有 时 间 反 演 不 变性 ,[T, 右 ] 二 0. 此 时 ,如 9p 是 互 的 一 个 本 征 态 , 则 
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容易 看 出 Typ 也 是 五 的 一 个 本 征 态 , 而 且 它们 对 应 的 能 量 本 征 值 相 同 . 但 Tp 与 9 
是 两 个 不 同 的 态 , 所 以 五 的 本 征 态 出 现 简 并 . 这 称 为 Kramers 简 并 . 


9.3 力学 量 的 分 类 与 矩阵 元 的 计算 


在 6. 3. 1 节 中 我 们 讨论 过 力学 量 按照 它们 在 转动 下 的 性 质 进 行 分 类 ,并 引进 
了 不 可 约 张 量 的 概念 . 在 卷 工 ,5. 4. 3 节 中 ,我 们 讨论 过 力学 量 按照 它们 在 空间 反 
射 下 的 性 质 而 分 成 偶 算 符 和 奇 算 符 两 类 . 与 此 类 似 , 力学 量 也 可 以 按照 它们 在 时 间 
反 演 下 的 性 质 分 为 两 类 . 
设 力 学 量 算 符 下 在 时 间 反 演 工 之 下 
TFT- = 大 (9. 3. 1) 
车 1 一 十 1, 则 称 下 为 第 一 类 算 符 . 例如 ,粒子 坐标 7, 动能 严 /2m, 静 势 V(r), 角 动 
量 平方 (F,s? , 产 ) , 自 旋 轨 道 耦合 kr)s。1, 电 四 极 矩 Q 等 ,都 属于 这 一 类 . 若 7 一 
一 1, 则 称 下 为 第 二 类 算 符 . 例如 ,粒子 的 动量 p, 角 动量 1, 自 旋 s, 总 角 动 量 六 磁 矩 
以 下 讨论 涉及 时 间 反 演 态 的 矩阵 元 . 令 
| 站 =TIy (9. 3. 2) 
表示 |v) 的 时 间 反 演 态 0. 下 面 计算 涉及 时 间 反 演 态 的 矩阵 元 (Z|F|p), (| 下 |y) 等 . 
利用 反 么 正 算 符 的 性 质 ( 参 阅 7. 2 节 ) 
(Ty FTY)= (TY, TT FTY,) = (TY, ThY,) 
= 7Fy,,p) = gs PY,)* 
所 以 
(a| Fly) = pl Fly)* (9. 3. 3) 
特例 /一 v( 平 均值 ) 
| Fl7) = 区 2 下] (9. 3. 4) 
车 下 为 可 观测 量 (F+ = 也) , 则 Cy|F|y) 为 实 ,因而 
|FIy) = yy| Fly) (9. 3. 5) 
另外 ， 
(ps FTY)= (gs TT FTW) = ry, ThY,) 
= xTIFYy,, Ty,) = cn CFy,, Ty,) 
= oC Ty Fy,)” 
所 以 


@ 例如 , 设 |v) 二 |jm) 为 (j?,j) 的 共同 本 征 态 , 则 |5) 二 (一 Di7"|j 一 m). 注意 :对 于 Fermi 子 , 由 于 
一 一 1, 所 以 | 光一 一 人 从， 
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pl FI7)= epg | Fly)* (9. 3. 6) 
So 对 于 Fermi 子 
十 KA|Flv〉* ， 对 于 Bose 子 
利用 二 1, 六 二 1, 上 式 还 可 表示 成 
‘az|Fly) = olp| Fly)* (9. 3.7) 
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第 10 章 相对论 量子 力学 


Schrodinger 方程 是 量子 力学 的 基本 方程 ,是 非 相 对 论 性 的 . 在 此 方程 中 ,时 间 
与 空间 坐标 显然 处 于 不 同等 的 地 位 ， 


,，9 ,二 /二 下 
法 y= (DV +tV)y (10.1) 


Schr6dinger 方程 描述 的 粒子 ,概率 (或 粒子 数 ) 是 守恒 的 . 在 这 里 没有 粒子 产生 和 
淹没 的 现象 . 事实 表明 ,Schr6dinger 方程 对 于 描述 原子 和 分 子 的 绝 大 多 数 现象 ,其 
至 包括 低能 核 物理 的 许多 现象 ,是 很 成 功 的. 这 不 足 为 怪 ,因为 在 原子 和 分 子 中 , 粒 
子 运动 速度 远 比 光速 小 (v/c 守 10 悦 ) ,相对 论 效应 是 很 小 的 ,所 以 Schr6dinger 方程 
是 一 个 好 的 近似 2. 但 一 涉及 高 能 领域 ,粒子 产生 与 淹没 就 是 一 个 普通 现象 . 高 能 
现象 涉及 的 不 仅 是 粒子 数 相同 的 各 量子 态 , 更 多 的 是 涉及 粒子 数 不 同 的 量子 态 . 在 
此 领域 , 非 相 对 论 性 的 Schr6dinger 方程 就 无 能 为 力 了 . 
差不多 与 Schr6dinger 方程 提出 的 同时 ,就 有 人 提出 了 相对 论 性 波动 方程 @. 

在 自由 粒子 的 情况 下 ,方程 表示 为 


2 
二 Fy = Ce Vim )y OE 


习惯 上 称 为 Klein-Gordon 方程 . 与 Schr6dinger 方程 明显 不 同 ,在 Klein-Gordon 
方程 中 出 现 了 波 函 数 对 时 间 的 二 次 导数 . 此 时 ,如 果 与 非 相 对 论 性 的 Schr6dinger 
方程 一 样 ,把 Klein-Gordon 方程 (10. 2) 看 成 描述 单 粒 子 的 波动 方程 , 则 不 仅 对 于 
描述 粒子 的 产生 、 潭 没 或 转化 ,无 能 为 力 , 而且 还 将 遇 到 新 的 严重 困难 ( 见 10.1 
节 ). 由 于 这 些 原因 ,方程 (10. 2) 在 提出 后 达 7 年 之 久 , 未 引起 人 们 重视 . 直到 1934 
年 ,Pauli 和 Weisskopf 才 给 予 它 以 新 的 解释 @: 它 不 是 一 个 单 粒 子 波 动 方程 ,而 是 
一 个 场 方 程 ( 正 如 Maxwell 方程 是 电磁 场 方程 一 样 ) ,并 对 它 进行 量子 化 . 之 后 , 才 
重新 引起 人 们 注意 . 由 于 Klein-Gordon 方程 (10.2) 中 的 波 函 数 只 有 一 个 分 量 , 它 
所 描述 的 粒子 是 没有 自 旋 的 . 在 实验 上 发 现 (1947 年 )x 介子 ( 自 旋 为 0) 后 ,人 们 普 
遍 用 Klein-Gordon 方程 来 描述 x 介子 场 . 

为 了 克服 Klein-Gordon 方程 所 磁 到 的 负 概 率 困 难 , Dirac 提出 电子 的 相对 论 


@ 在 原子 核 中 ,w/cs*1/4, 相 对 论 效 应 也 比较 小 . 

@ E. Schrodinger, Ann. der Physik, 81(1926), 109; O. Klein, Z. Phys., 37(1926), 895; 41 
(1927) ,407; W. Gordon, Z. Phys., 40(1926),117. 

图 W. Pauli and V. Weisskopf, Helv. Phys. Acta., 7(1934)709. 
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性 波动 方程 0, 为 了 把 电子 的 自 旋 自 由 度 考虑 进去 , Dirac 从 一 开头 就 引进 了 多 分 
量 波 函 数 ( 见 10. 2 节 ) ,并 定义 一 个 正定 的 概率 密度 ,在 Dirac 理论 中 ,电子 具有 自 


旋 1/2( 直 及 内 豪 磁 抢 pws 二 (Bohr 磁 子 ) 乃 是 方程 的 必然 后 果 . 根据 电子 在 


2mc 
Coulomb 引力 势 中 的 Dirac 方程 ,可 以 对 氢 原 子 光谱 的 精细 结构 给 予 满意 的 说 明 . 
所 以 ,尽管 把 Dirac 方程 看 成 一 个 单 电子 方程 还 存在 负 能 级 的 困难 , 它 所 取得 的 成 
功 仍然 引起 人 们 很 大 的 重视 ,并 在 相当 长 一 段 时 期 中 被 人 们 视 为 唯一 可 信 的 相对 
论 性 波动 方程 . 在 Pauli 和 Weisskopf(1934) 重 新 解释 Klein-Gordon 方程 之 后 ,人 
们 才 认 识 到 , Klein-Gordon 方程 , Dirac 方程 以 及 Maxwell 方程 都 应 理解 为 场 方 


程 ,分 别 描述 自 旋 为 0, 埃 (和) 以 及 志 静 质量 m 一 0) 的 场 ,分 别 被 称 为 标量 (scalar) 


场 、 旋 量 (spinor) 场 和 矢量 (vector) 场 (m= 二 0) 的 场 方程 . 在 本 章 中 ,我 们 先 引 进 
Klein-Gordon 方程 和 Dirac 方程 ,然后 着 重 讨论 Dirac 方程 的 基本 性 质 以 及 所 取得 
的 主要 成 果 . 但 讨论 仍 局 限 在 单 粒 子 波动 方程 的 框架 内 @, 还 不 涉及 场 的 量子 化 . 

我 们 知道 ,在 相对 论 性 理论 中 ,人 们 一 些 习惯 的 概念 要 作 相 应 的 修改 . 例如 , 讨 
论 粒 子 在 空间 的 概率 分 布 密度 pC(zx,y,z,z) ,就 涉及 在 某 一 时 刻 粒子 的 坐标 的 概 
念 . 在 非 相 对 论 量 子 力学 中 ,认为 粒子 在 一 定时 刻 可 以 有 完全 确切 的 空间 坐标 ,或 
者 说 粒子 可 以 确切 地 定 域 于 空间 某 一 点 ,而 在 相对 论 量子 力学 中 ,不 可 能 把 单 粒子 
定 域 到 比 它 的 Compton 波长 = 大 /mc 还 要 小 的 空间 区 域 中 . 例如 ,把 粒子 定 域 
到 Az< xc/4 区 域 中 ,按照 不 确定 度 关系 

Ap 过 吉 汪 ~ 2h/Xc = 2mec 
因而 粒子 能 量 
E= Veop +moe sz Ve(Ap) Fm > 2me’ 

在 这 样 高 能 量 情 况 下 ,可 能 出 现 “ 粒 子 对 ”产生 现象 ,因而 讨论 一 个 孤立 的 单 粒子 的 
位 置 概率 分 布 就 失去 意义 . 所 谓 “ 负 概率 ”的 困难 ,就 与 此 有 密切 关系 . 对 于 光子 ,mm 
二 0,v 二 c, 没 有 非 相 对 论 情况 . 把 一 个 光子 定 域 于 空间 一 点 是 不 可 能 的 ,这 是 人 们 
已 熟知 的 . 

尽管 如 此 ,也 还 存在 这 样 一 种 情况 , 即 在 有 些 问题 中 ,粒子 产生 和 淹没 等 现象 
的 影响 并 不 很 严重 . 此 时 ,从 单 粒 子 理论 也 可 得 出 许多 重要 的 结果 . 例如 ,从 Dirac 
方程 出 发 ,可 以 给 出 氢 原 子 光谱 的 精细 结构 .电子 自 旋 和 内 裹 磁 矩 . 自 旋 -轨道 耦合 


© P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. (London), A117(1928)610. 

@ 参阅 :W. Pauli, Die Allgemeinen Prinzipen der Wellen Mechanik, Handbuch der Physik, Band 24 
(Springer-Verlage, 1946); P. A. M. Dirac, The Principles of Quantum Mechanics, 4th ed. (Oxford Uni- 
versity Press, 1958); M. E. Rose, Relativistic Electron Theory (John Wiley & Sons, 1961); L. Schiff, 
Quantum Mechanics, 3rd ed. (McGraw-Hill, 1967); R. Shanker, Principles of Quantum Mechanics, 2nd 
ed. (Plenum Press, 1994). 
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作用 (Thomas 项 ) 等 ,都 与 实验 相当 符合 . Dirac 还 预言 了 正 电子 (positron, 电 子 的 
“ 反 粒子 ”) 的 存在 ,并 在 1932 年 被 观测 证 实 0. 当然 ,要 进一步 更 细致 地 说 明 实 验 
结果 (如 电子 的 反常 磁 矩 .所 原子 能 级 的 Lamb 移动 等 ) ,或 处 理 粒子 产生 和 漂 没 不 
可 忽略 的 一 些 现象 , 单 粒子 理论 就 无 能 为 力 了 . 关于 把 场 进行 量子 化 ,并 用 以 描述 
高 能 物理 领域 中 粒子 产生 和 淹没 等 现象 的 内 容 , 读 者 可 参阅 量子 场 论 的 书籍 . 


10. 1 Klein-Gordon 方程 


在 非 相对 论 量子 力学 中 , 自由 粒子 的 波动 方程 为 


法 Fp rt) 一 一 在 Viylr,t) (10. 1. 1) 
这 个 方程 可 以 在 经 典 自由 粒子 的 能 量 -动量 关系 式 
_P 
E=} (10. 1. 2) 
中 作 如 下 替换 ， 
E 一 法 六 p 一 一 法 V (10. 1. 3) 


并 作用 于 波 函数 y(r,t) 上 而 得 到 . 按 de Broglie 假定 ,具有 一 定 动量 (能 量 ) 的 自由 
粒子 ,相应 的 波 为 平面 单 色 波 


plr,t) cc exp[LiCk» r— wt)] (10. 1. 4) 
其 中 波 矢 kk 和 角 频 率 与 粒子 动量 和 能 量 E 的 关系 如 下 : 
D 一 其 ， E=# (10. 1. 5) 


按 式 (10. 1. 2) 与 式 (10. 1. 5) ,平面 单 色 波 (10. 1. 4) 显 然 满足 方程 (10. 1. 1). 容易 证 
明 , 描 述 自由 粒子 的 一 般 波 函数 , 即 波 包 ( 由 许多 平面 单 色 波 倒 加 而 成 ) 


YrsD) = [pexp[iCk sr — wt) Jdk (10. 1.6) 


也 满足 波动 方程 (10. 1. 1). 
从 方程 (10. 1. 1) 出 发 ,可 以 得 出 ( 卷 工 ,2. 2.2 节 ) 


9 Rk 
a tvV*j=0 (10. 1. 7) 
其 中 
p= y0 (10. 1. 8) 
ee : 
了 二 om Vy—yVy” ) (10. 1. 9) 


= 元 从 六 十 复 共生 项 一 Rey' by 


@ C. D, Anderson, Phys. Rev., 41(1932),405. 
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5 二 p/m 为 速度 算 符 ,o 为 粒子 在 空间 的 概率 密度 ,j 为 概率 流 密度 . 式 (10.1. 7) 反 
映 局 域 的 (local) 概 率 守 恒 . 对 于 得 出 此 结果 ,方程 (10. 1. 1) 中 只 含有 波 函 数 对 时 间 
的 一 次 微 商 是 至 关 紧 要 的 . 

以 上 做 法 ,可 以 自然 地 推广 到 相对 论 情况 . 按照 特殊 相对 论 ,自由 粒子 的 能 量 - 
动量 关系 为 ( 设 m 为 粒子 的 静 质 量 ) 


EF: 一 c2 力 2 十 7112c2 (10. 1. 10) 
试 作 与 式 (10. 1. 3) 同 样 的 替换 ， 并 作用 于 波 函 数 ylr,t) 上 , 则 得 
一 不 y= C—#tee V+mic)y (10. 1. 11) 


这 就 是 自由 粒子 的 Klein-Gordon 方程 . 不 难 证 明 , 平 面 单 色 波 式 (10. 1.4) 或 波 包 
式 (10, 1. 6) 都 满足 此 Klein-Gordon 方程 . 但 应 注意 ,此 时 w 与 & 的 关系 应 为 


few: = flick + mict (10. 1. 12) 
按 式 (10. 1. 10) ,粒子 能 量 为 
FEF= 寺 Vpc 二 +mc =+ Vek +m oc (10. 1. 13) 


这 里 出 现 了 “ 负 人 能量” 问题.“ 负 能 量 ” 问 题 在 相对 
论 力学 (无 论 是 经 典 力学 ,或 者 量子 力学 ) 中 普遍 
存在 . 但 在 经 典 力学 领域 ,由 于 能 量 是 连续 变化 ， 
而 观测 到 的 粒子 的 初始 能 量 总 是 正 的 (E 宇 me* 
之 0) ,所 以 在 以 后 任何 时 刻 ,能 量 保持 为 正 , 不 会 
引起 什么 麻烦 . 但 在 量子 力学 中 ,粒子 可 以 跃迁 
(图 10. 1),“ 负 能 级 ”困难 就 应 认真 对 待 了 . 

与 上 述 困 难 密切 相关 的 还 有 “ 负 概 率 ” 困 难 . 
由 y* X(10.1. 2 1. ,可 得 出 


一 起 他 |W" 部 一 各 = 一 eV 一) 


ZN 
GI 


图 10.1 


全 
， x 
j= VW yy ) 
法 /,* 39 有 
o 一 (从 Hb py ) (10.1.14) 
则 
a 
Bp Ve (10. 1. 15) 


的 ,所 以 很 难 把 p 解 释 为 粒子 在 空间 的 概率 密度 . 历史 上 曾经 有 过 各 种 尝试 ,企图 
修改 。 和 7 的 定义 来 克服 此 困难 ,但 均 未 成 功 . 其 要 害 是 Klein-Gordon 方程 中 含 
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一 阶 导 数 的 波动 方程 ,只 当 人 | ee :0 时 刻 的 


解 ykr, 四 .但 初 条 件 pr,0) 和 2 _ ,是 可 以 任意 给 定 的 ， 因此 得 出 的 pCr, 力 完全 有 


可 能 在 空间 某 些 区 域 中 为 正 , 而 在 另外 一 些 区 域 中 为 负 . 由 于 这 个 严重 困难 ， 
Klein-Gordon 方程 被 搁置 达 7 年 之 久 . 直到 1934 年 ,Pauli 与 Weisskopf 把 Klein- 
Gordon rt go 与 qj 分 别 解释 为 电荷 密度 和 电流 密度 (g 


为 粒子 电荷 ,可 正 可 负 ) ,把 部 (qo) 十 V。 (gj ) 一 0 解释 为 局 域 的 电荷 守恒 (但 粒子 
数 不 一 定 守 恒 ). 现在 人 们 已 认识 到 ,应 该 把 Klein-Gordon 方程 看 成 一 个 标量 场 广 
程 , 场 量子 的 自 旋 为 0, 可 用 来 描述 自 旋 为 0 的 粒子 ,如 x 介子. 显然 ,用 它 来 描述 
自 旋 为 去 的 粒子 (如 电子 ,质子 或 中 子 ) 是 不 恰当 的 . 


1. 非 相 对 论 极 限 


在 非 相 对 论 极 限 (v/c<&1) 情 况 下 ,粒子 的 能 量 ( 正 ) 可 近似 表示 为 

E= mc (1 + p/mic) 
- 十 (10.1.16) 
nC 
第 一 项 是 粒子 静 质 量 所 相应 的 能 量 ,第 二 项 为 非 相对 论 中 粒子 的 动能 ,第 三 项 是 相 
对 论 修正 中 的 首 项 . 令 
| r,t) = plr,t) exp(— ime’t/f) (10. 1. 17) 
(目的 是 把 不 变 的 静 质 量 相 应 能 量 的 影响 分 离 出 去 . ) 代入 Klein-Gordon 方程 , 即 
可 得 出 ? 


Xs me’ 十 pr /2m— 


法 名 a 
远 970) 二 Vig(r,t) (10. 1. 18) 


这 就 是 非 相 对 论 情 况 下 自由 粒子 的 Schr6dinger 方程 . 
用 式 (10. 1.17) 代 入 式 (10, 1. 14) ,得 


@ 轩 Ee (法 怠 ?tm 9p)exp( 一 ijzzc2t/#)szzzac2gpexp( 一 izzc2t/)[ 因 非 相 对 论 极 限 下 过 pocEg, 
而 E.( 动 能 )me?] 
92 92 .9 
一 下 Er (一 2 F229+ 2mc? 讨 FP 十 mactp) exp(— imc?2t/#) 
x (2me? 庄 六 pt mctg)exp(— imc?t/) 
代入 方程 (10. 1. 11) , 即 得 出 方程 (10. 1. 18). 
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ori = 9 (r,t) gplr,t) 0 (10. 1. 19) 
此 时 p 是 正定 的 ,因而 可 赋予 概率 密度 的 意义 . 


2. 有 电磁 场 的 情况 
设 粒子 带电 荷 g, 在 电磁 势 (4,$) 中 运动 . 与 非 相 对 论 情况 一 样 , 作 下 列 蔡 换 : 
p 一 P 一 人 4 (P =—ifV) 


法 好 之 法 部 一 好 (10. 1. 20) 
于 是 Klein-Gordon 方程 化 为 
(法 六 一 哮 ) $= [< (Pp— 24) tme jy (10. 1.21) 
在 非 相对 论 极限 下 ,同样 令 
yf = pexp(— ime’t/) (10. 1. 22) 


代入 式 (10. 1. 21) ,得 ? 
法 yp 一 |[ 直 (P24) + hp (10. 1. 23) 
这 正 是 非 相 对 论 情况 下 荷 电 g 的 粒子 在 电磁 势 (4,g) 中 的 Schr6dinger 方程 . 


练习 ” 试 把 Klein-Gordon 方 程 应 用 于 氢 原 子 中 的 电子 ,此 时 gq 一 一 e$ 王 十 e/r,A4 二 0, 方 程 
(10. 1. 21) 相 应 的 能 量 本 征 方程 


REV+ime y= (E+S)y (10. 1.24) 
取 y 为 能 量 和 角 动 量 ( ,7) 的 共同 本 征 态 ， 
以 站 = Ri(r) Yr (0,9) 


(10. 1. 25) 
. 7 一 0,1,2,…; m= 1,L—1,.…,—1l 
则 RC 满足 径 向 方程 
dd 2d4,/B_C. 本 
人 声 I41) Rw =0 (10. 1. 26) 
式 中 


|A|= |E—me |/e ,B= 2Fe? /#e? 
C= (十 1) 一 ，a 二 @ /太守 1/137( 精 细 结 构 常数 ) 
考虑 到 在 r>0 和 r>co 时 Ri 的 渐 近 行为 ,不 妨 令 


@ (法 训 一 gp)y=[ mcgt+( 计 部 一 a#)p |]ep( 一 icez/ 
( 寺 gg) y 二 | ecee+2me (法 好 一 gq# )p+ (和 六 -op) 9] * exp(—imc?t/#) 
和 [et gt 2me’ (这 gg)p exp 一 mezt 、 
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RO = epG(mD)，8= 14 车，y= VOUTI Rl 


2 
试 求 出 C(”) 满 足 的 方程 . 证 明 GC7) 中 断 为 一 个 多 项 式 的 条 件 为 
B/2V1TAT = Or 十 上 十 D) 十 7 一 :一 2 十 7 一 / (10. 1. 27) 
也 一 0 ,27 一 全 十 于] 二 1,2,3,… 分 别 是 径 向 量子 数 和 主 量子 数 . 由 此 可 以 得 出 能 量 本 征 
值 E 


2 


二 2 Q_ 
E=mc (1+ 握 ) (10. 1. 28) 
n= (和 十 1/2) + [O41/2) ma] 
my 01 
对 精细 结构 常数 a 作 短 级 数 展开 ,可 得 出 
ee .0 i 
/me 一 1 一 各 一 起 :| as 3 |+ (10. 1. 29) 


2 一 7 十 /十 1 一 1,2,3，… 
给 定 n 下 ,l==0,1,*…,n 一 1. 所 以 能 级 的 精细 结构 分 裂 


AE 3 En en (ne (10, 1. 30) 
其 值 约 为 Dirac 方程 求 得 的 裂 距 的 2 i 明显 不 符 0. 
3. Klein-Gordon 方程 的 协 变形 式 


为 了 明显 展示 方程 的 相对 论 不 变性 , 常 把 它们 写成 协 变 的 形式 . 令 


Zr 一 (rict) 
本 (10. 1. 31) 
p, = (p,iE/c) 
ju = (j,i) 
则 自由 粒子 的 Klein-Gordon 方程 (10. 1. 11) 可 写成 
dy (10. 1. 32) 
9x, 9T, 大 
在 上 式 中 ,对 重复 的 指标 六 要 求 和 ,w 一 1,2,3,4, 下 同 , 而 方程 (10. 1. 15) 化 为 
drie 一 0 (10. 1. 33) 
荷 电 粒子 在 电磁 场 中 的 Klein-Gordon 方程 (10. 1. 21) 则 可 写成 ; 
2 2 2 
(| y= EY (10. 1. 34) 
上 式 也 可 以 从 自由 粒子 的 Klein-Gordon 方程 (10. 1. 32) 作 如 下 替换 
| (10. 1. 35) 


”参阅 钱 伯 初 . 曾 谨 言 . 量子 力学 习题 精 选 与 剖析 . 下 册 . 北京 :科学 出 版 社 ,1998. 10. i 
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而 得 出 . 


10. 2 ”Dirac 方程 
10. 2. 1 Dirac 方程 的 引进 


Dirac 试图 解决 Klein-Gordon 方程 遇 到 的 困难 ,在 1928 年 提出 了 电子 的 相对 
论 性 波动 方程 . 作为 描述 单 电子 的 波动 方程 ,他 考虑 了 如 下 几 条 原则 @， 

(1) 保 证 概率 密度 正定 , 即 pCr,) 宇 0; 

(2) 保 证 概率 守恒 , 即 


d Ba 
| pr Dr 0 


(3) 作 为 相对 论 性 波动 方程 ,要 求 方程 具有 Lorentz 不 变性 ,( 即 在 各 惯性 参考 
系 中 ,方程 的 形式 不 变 ). 
Dirac 参照 非 相 对 论 量子 力学 中 Pauli 描述 电子 的 二 分 量 波 函 数 的 理论 ( 即 考 
虑 电子 的 一 个 新 自由 度 一 一 自 旋 ) ,提出 电子 的 波 函 数 应 写成 多 分 量 的 形式 , 即 
hr,t), ,一 1,2…… 入 (10. 2. 1) 
或 写成 列 和 拓 (column vector) 


A r,t) 
pd (10. 2.1) 
Jpn r,t) 
电子 的 空间 概率 密度 定义 为 
N 
pID= DI (Cr 有 办 (Cr 
4 一 1 
内 (r,1) 
= (由 (r,t) ,J (7,1),***) yg (r,Z) 
= (Cr 区 rr (10. 2. 2) 
式 中 注 是 少 的 复 共 斩 转 置 ,表示 成 行 拓 (row vector) 形 式 
六 (r,t) = (CA Cry) ， (r,2) ON Cryz) (10. 2. 3) 
由 式 (10. 2. 2) 定 义 的 plr, 四 显然 是 正定 的 . 
为 保证 概率 守恒 , 即 


@ 参阅 W. Pauli, Die Allgemeinen Prinzipen der Wellen Mechanik, Handbuch der Physik, Band 24 
(Springer-Verlage, 1946). 
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d 和 2 内 0 
A | “水 十 办 “及 EE =0 (10.2.4) 


0 0。 0。 。0 。 。 。 0。 0。 0 0。 。 。 


商 . 再 根据 相对 论 不 变性 条 件 (3) ,空间 坐标 应 与 时 间 坐 标 处 于 同等 的 地 位 ,波动 方 
程 中 也 只 应 出 现 波 函 数 对 空间 坐标 的 一 次 微 商 . 因此 ,Dirac 建议 ,自由 电子 的 相对 
论 性 波动 方程 取 为 

1 oy, + (o, “VY + EB, )= 0 (10. 2. 5) 


其 中 系数 g(a, ,a, ,a。 ) 和 8 无 量 纲 . 由 于 yy 是 N 分 量 波 函数 ,a 和 B 均 为 NXN 算 
阵 . 考虑 到 时 间 与 空间 的 均匀 性 ,a 和 8B 应 与 (r,t) 无 关 , 即 为 常数 矩阵 元 组 成 的 矩 
阵 . OO 2. 5) 可 简 记 为 


2 Fyta: V+ wpy 一 0 (10. 2. 6) 
或 写成 与 Schr6dinger 方程 相似 的 形式 
丢 30 一 Hy (10. 2.7) 
H=—ifca * V+mc’B= ca * pi+me’pB 
此 即 自由 电子 的 Dirac 方程 . 矩阵 @ 与 8 的 性 质 待定 . 但 应 注意 : (a) Dirac 方程 
(10. 2.7) 中 y 为 多 分 量 波 函 数 ,而 Schr6dinger 方程 中 的 波 函 数 为 单 分 量 ; Cb) Di 


rac 方 程 (10. 2. 7) 中 只 含 动量 算 符 p 的 一 次 项 ,而 Schrodinger 方程 中 则 含 p? 项 . 
首先 ,为 保证 概率 守恒 ,要 求 五 为 厄 米 算 符 , 即 要 求 g 和 8 为 厄 米 矩阵 ， 


of 一 wx， p=B (10. 2. 8) 
即 
Oy 二 0， Bs Bs 
ee 2. 7) 推 出 概率 守恒 方程 
- 二 总 (中 D+ oe: V+VI) .op=0 (10. 2. 9) 
令 
p= y= OY, 
j= ow = co ay, (10. 2. 10) 
则 
3o+V.7=0 os 
此 即 局 域 的 概率 守恒 的 表示 式 . 


其 次 ,与 电磁 场 方程 类 比 . 我 们 知道 ,电场 E 和 磁场 B 的 各 分 量 满足 的 联 立 方 
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程 组 (Maxwell 方程 ) ,是 含 它们 对 时 间 的 一 阶 微 商 的 方程 .但 它们 每 一 个 单个 分 量 
满足 的 波动 方程 , 则 是 含 时 间 和 空间 坐标 的 二 阶 微 商 的 方程 (D'Alembert 方程 ). 
与 此 类 比 ,对 于 Dirac 波 函 数 , 我 们 也 要 求 它 的 每 一 个 单个 分 量 满足 时 间 和 空间 坐 
标的 二 阶 微分 方程 , 即 


加 一 YY 二 5 Fy=0 (10. 2. 12) 


( 当 m= 二 0 时 ,上 式 称 为 D'Alembert 方程 . ) 式 (10. 2. 12) 与 Klein-Gordon 方程 形式 
上 相似 ,但 Klein-Gordon 方程 中 波 函 数 y 只 有 一 个 分 量 ,而 式 (10. 2.12) 中 的 y 是 
一 个 多 分 量 波 函 数 . 换言之 , 它 的 每 一 个 分 量 单独 都 满足 方程 (10. 2. 12). 

下 面 来 讨论 ,要 求 y 满 足 方程 (10. 2. 12) 会 对 Dirac 方程 中 的 g 和 8 有 什么 限 
制 . 试用 


从 左 对 式 (10. 2. 6) 运 算 , 得 
[过 Eerie Gs ee 


(3: 
1 
即 


ED 
算 符 次 序 对 称 化 后 ,上 式 化 为 


了 工 32 9 
去 邯 9 一 到 对 (ea 十 au + CD I >) (op + fr) 了 一 0 
(10. 2. 13) 
与 式 (10. 2. 12) 比较 ,就 要 求 
(aon Ee (10. 2. 14a) 
Fp=1 (10. 2. 14b) 
aBi+h;=0 (10. 2. 14c) 
其 中 式 (10. 2. 14a) 即 
pa Ee 15 i 二 TY 
aaiak 一 一 auai， 1 天 及 (10. 2. 14a') 


概括 起 来 , 式 (10. 2. 14) 可 表示 成 : 
(1) @ = =@ =F=1; 
(2) ac ay saz\B 之 中 任何 两 个 算 符 都 是 反对 易 的 . 
式 (10. 2. 14) 及 厄 米 性 要 求 式 (10. 2. 8) ,概括 了 wx 与 8 的 全 部 代数 性 质 . 
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10. 2. 2 ”电子 的 速度 算 符 , 电 子 自 旋 
自由 电子 的 Dirac 方程 为 [ 见 式 (10. 2. 7)] 


入 3 = Hy 
H= ca p+Bmec’ (10. 2. 15) 
显然 
[p,H]=0 (10. 2. 16) 
即 动量 为 守恒 量 . 这 是 意料 中 的 事 ,因为 自由 电子 具有 空间 均匀 性 . 
考虑 到 
d -= 工 [ 五 1 一 4 21— 1 < 
az 一 革 [z, 可 = 款 Lzyca “十 poc ] 一 [Lr,mps] 一 ws 
所 以 


v=r= 人 ca (10. 2. 17) 
即 ca 可 视 为 相对 论 电子 的 速度 算 符 . 此 外 ,粒子 流 密度 公式 (10. 2. 10) 也 可 以 表 
示 成 
j= cay=y vy (10. 2. 18) 
其 物理 意义 就 容易 理解 了 . 
其 次 ,考虑 电子 轨道 角 动 量 随时 间 的 变化 
41. 一 去 [, 瑟 = pe aby Fabs] 


> 大 {as[l ,pz 十 a,[l; ,Pp,| 十 ac[l; ,Pp ]} 


= cla,ps —ap,) = ca xX p), 


所 以 
Fl 六 (10. 2. 19) 
或 
[LHI= 坟 (wxXp) (10. 2. 20) 


这 表明 自由 电子 的 轨道 角 动量 ! 并 不 守恒 . 但 是 对 于 一 个 自由 电子 ,空间 是 各 向 同 


ee 


要 求 电子 除了 轨道 角 动量 之 外 ,还 应 有 内 襄 (intrinsic) 角 动量 , 即 自 旋 . 当然 ,实验 
上 早已 证 实 电子 具有 自 旋 s(s 一 #/2, 它 在 任何 方向 的 分 量 都 只 可 能 是 士 寺 让. 令 


了 一 【Ts (10. 2. 21) 
人 们 自然 会 想到 ,尽管 自由 电子 的 轨道 角 动 量 不 守恒 , 它 的 总 角 动 量 应 该 是 守 
伍 量 . 
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试问 :应 如 何 表达 s, 才 能 使 总 角 动 量 j 守恒 ? 即 满足 


Lj,Hj=0 (10. 2. 22) 
试 引进 算 符 允 ,满足 如 下 代数 关系 
[5,8] 一 0， [53;,a;] 二 0，1i 二 TY 
[3,0;] = 2ieas (10. 2. 23) 
则 可 以 证 明 
[2,H]= ic(a x p) (10. 2. 24) 
因此 ,如 令 
s = 让 (10. 2. 25) 
则 
[s, H] =— ifc (@ Xx p) (10. 2. 26) 
因而 式 (10. 2. 22) 得 以 满足 . 按 * 一 专 马 ,为 符合 实验 上 观测 结果 ,要 求 卫 的 任何 方 
向 的 分 量 只 能 取 士 1, 所 以 要 求 
或 二 或 = 二 及 二 1 (10. 2. 27) 
另外 ,由 于 s 一 乞 马 具有 角 动 量 的 性 质 , 按 角 动 量 代数 的 一 般 理论 ,要 求 
Ls;,s;] = ife;s, (10. 2. 28) 
由 此 可 得 出 
[3 ,已 ] SS 2iese > (10. 2. 29) 


从 式 (10. 2. 27) 与 (10. 2. 29) 可 以 看 出 , (53,,3,,.) 的 代数 性 质 与 Pauli 算 符 (6,， 
o,，0,) 相 同 . 
概括 起 来 讲 ,Dirac 方 程 描述 的 粒子 具有 内 豪 角 动量 ,其 值 为 有 /2. 对 于 自由 电 


0 0。 。 。 。 。 。 


10.2.3 w 与 6 的 矩阵 表示 


用 Dirac 方程 来 处 理 问题 时 , 一般 说 来 ,并 不 一 定 需要 w 和 8 的 矩阵 表示 ,而 
只 需要 利用 它们 的 代数 性 质 . 但 如 要 了 解 波 函数 各 分 量 的 信息 , 则 可 采用 一 定 的 表 
象 ,把 a 和 8 的 矩阵 表示 明显 写 出 来 . 设 和 矩阵 维 数 为 N( 待 定 ). 

(1) 按 式 (10. 2. 14c)， 

Ba; = 一 ap 一 (— DaiB 
1 为 NXNN 单位 矩阵 . 取 上 式 两 边 矩 阵 相应 的 行列 式 值 [注意 det( 一 二 ( 一 1)N]， 
得 
det8。deta; = (— 1)"deta, » detB 
所 以 
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(一 1 六 一 1 
即 要 求 
N 二 偶数 . (10. 2. 30) 
(2) 考 虑 N= 二 2. 在 卷 工 ,9.1.3 节 中 已 知 , Pauli 矩阵 cs .cy os 和 I(2X2 单位 
和 矩阵 ?构成 4 个 线性 独立 的 2X2 和 矩阵 ,任何 2X2 和 矩阵 均 可 用 它们 的 线性 组 合 来 表 
示 . 可 以 证 明 , 找 不 到 一 个 2X2 非 零 矩 阵 能 够 与 cu ,cy ,0 均 反 对 易 . 所 以 a,B 不 能 
表示 为 2X2 和 矩阵 ,因而 至 少 应 取 N=4. 
(3)a 与 8 的 4X4 矩阵 表示 并 不 是 唯一 的 ,它们 可 以 有 不 同 的 表象 . 通常 惯用 
的 表象 称 为 Pauli-Dirac 表象 , 即 8 是 对 角 化 的 表象 . 考虑 到 二 1, 所 以 8 本 征 值 只 
能 取 士 1. 在 Pauli-Dirac 表象 中 ， 


b= be (10. 2. 31) 


式 中 I=(。 1) 是 2X2 单 位 矩阵 ,0 一 (。 1] 是 2X2 零 矩阵 
C4) 的 矩阵 表示 可 根据 其 代数 性 质 求 出 . 设 


_ [A;: 8B; 
i 


A;、B;、C;、D; 均 为 2X2 矩阵 . 利用 a; 与 8 的 反对 易 关系 a;8 二 一 Ba; 及 B 矩阵 表示 
式 (10. 2. 31) ,有 

A, —B, —A, —B, 

|- | C; D, | 


所 以 A,;= 二 D, 二 0, 因 此 


be 
Se 
其 次 ,根据 ai 二 Qj, 要求 C;= 二 Bi ,因此 
[0 BB 
5 四 ,| 


再 根据 ?二 1, 得 BBz 二 BiB, 二 1. 不 妨 取 B; 为 厄 米 矩 阵 , Br 一 Bi, 则 户 二 1. 又 


根据 mini 一 一 moi, 得 

B.,B, 0 B.,B, 0 

| 0 pp 一 | 0 | 
即 

B,B, =— B.,B, 
可 见 B,(i 二 zx,y,z) 满 足 与 Pauli 矩阵 oi(i=Zx, yzZ) 同样 的 代数 关系 ,因此 不 妨 取 
也; 一 ci 此 时 
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或 表示 为 
= 名 0) (10. 2. 32) 


式 (10. 2. 31) 与 (10. 2. 32) 即 Pauli-Dirac 表象 中 8 与 w 的 矩阵 表示 . 读者 可 用 矩阵 
乘法 规则 去 验证 它们 的 确 满足 代数 关系 式 (10. 2. 14). 令 
G 0 
z= ( ,) (10. 2. 33) 


可 验证 a、B. 允 的 矩阵 表示 式 满足 代数 关系 式 (10. 2. 23) 和 (10. 2. 29). 


练习 1 设 A 和 B 是 与 a 对 易 的 任意 矢量 算 符 ,利用 (g * 4A) (ao: B)==A. B+ig. (4XB)， 
证 明 


(BA)(F.B)=A.B+is. (AxB) (10. 2. 34) 
(ag* A)(g.B)=A.B+ii. (AxXB) (10. 2. 35) 
(a* A)(Z.B)= (B.A)(a.B) =—r(A. B+in. (AXB) (10. 2. 36) 
式 中 
0 = 0 I 
ee Go 


练习 2 对 于 自由 电子 ,证 明 @ 。p/|p| 是 守恒 量 ,并 求 出 其 本 征 值 . 
练习 3 验证 ,对 于 自由 电子 


[a 一 方 azay |= icCa X p), 


2 
进而 论证 
-Taxa 
具有 角 动 量 的 性 质 . 
练习 4 令 
n=—ia, (k=1,2,3), ,=p (10. 2. 38) 
证 明 
,二 7, = 26 (uv = 1,2,3,4) 
ee ey (10. 2. 39) 
% 一 入 
并 写 出 它们 在 Pauli-Dirac 表象 中 的 矩阵 表示 
0 一 这 I 0 
%= 6 )， 2 一 ( > (10. 2. 40) 
练习 5 利用 式 (10. 2. 38) 定 义 的 7 矩阵 ,把 Dirac 方 程 (10. 2. 6) 改 写成 (# 二 c= 二 1) 
(%, 过 十 my 一 0 (10. 2. 41) 


其 中 T= (ZT, yz,it). 
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“10,. 2.4 ”中 微 子 的 二 分 量 理论 


中 微 子 自 旋 为 /2, 通 常 认为 ,其 静 质 量 为 0. 仿照 前 面 建立 Dirac 方程 的 作 
法 ,并 考虑 到 mm 一 0 的 特点 ,中 微 子 的 波动 方程 可 表示 为 [参考 式 (10. 2. 5)] 


1 9 
Ht on Vp 一 0 
pp 


(10. 2. 42) 


9 为 中 微 子 的 多 分 量 波 函 数 , 上 式 中 e 的 性 质 待定 . 若 把 p 写成 列 矢 形式 ,方程 


(10. 2. 42) 可 表示 成 


二 FP 2 2 一 0 
为 保证 概率 守恒 ,要 求 
ot = 50, (i 二 1,2,3 或 zx,y,2z) 
从 方程 (10. 2. 42) 或 (10. 2. 43) 出 发 ,可 求 出 下 列 概率 守恒 方程 


Fo+v 。j=0 
其 中 
p=9 9= rp 
j= op op 一 cp ou 
按照 特殊 相对 论 , 对 静 质 量 m= 二 0 的 粒子 ,能 量 -动量 关系 式 为 
EFE=pe 
要 求 p 的 每 一 个 分 量 满足 下 列 含 对 时 间 的 二 阶 微 商 的 方程 ; 
2 93? 212 2 
(一 2 te Vy )p=0 
或 
(s 二 六 +)p= 


这 是 对 方程 (10. 2. 43) 中 的 和 矩阵 o;(i 二 x,y,z) 一 个 很 强 的 限制 . 试 以 


: Ce 
对 方程 (10. 2. 43) 运 算 ， Be 
9 
(3 c a az， OZ P=0 
经 过 对 称 化 后 ,得 


[去 元 + 寺 2 Go t on: ) 二 一 有 ep 一 0 


与 方程 (10. 2. 49) 比较 ,要 求 
» 396 。 


(10. 2. 43) 


(10. 2. 44) 


(10. 2. 45) 


(10. 2. 46) 


(10. 2. 47) 


(10. 2. 48) 


(10. 2. 49) 


(10. 2. 50) 


壮 Coo 十 oso;) 二 Sx (i,k = x,y,z) (10. 2. 51) 
即 


2 2 


m= =0=1 
ge 
在 建立 方程 (10. 2. 43) 过 程 中 ,由 于 粒子 m 二 0, 方 程 中 只 出 现 3 个 算 符 0,、o, 6,， 
而 它们 彼此 反对 易 ,代数 关系 与 Pauli 矩阵 相同 . 所 以 不 妨 就 把 它们 取 为 大 家 熟悉 
的 Pauli 和 矩阵. 
方程 (10. 2. 42) 还 可 写成 


法 gp 一 Hp 
=—ifcgV= co*p (10. 2. 52) 
此 即 静 质量 mm 一 0, 自 旋 ;一 去 (#) 的 粒子 满足 的 相对 论 性 二 分 量 波动 方程 . 
守恒 量 的 讨论 : 
(2) 与 电子 相似 ,可 以 证 明 
[1,H]= ifce Xp#0 (10. 2. 53) 
即 轨道 角 动 量 不 是 守恒 量 . 还 可 以 证 明 
[6,H] 一 一 ic Xp (10. 2. 54) 
因此 ,如 令 
了 一 1 十 (10. 2. 55) 
5 一 站 (10. 2. 56) 
则 
Lj,H]=0 (10. 2. 57) 
s 为 中 微 子 的 自 旋 ,而 j 为 其 总 角 动 量 ,是 守恒 量 . 
(3) 
[oe :p,H]=0 (10. 2. 58) 


所 以 


jl 二 土 1 (10. 2. 59) 
p 
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即 中 微 子 的 自 旋 沿 运动 方向 的 投影 总 是 士 去, 其 中 
人 一 二 1。 称 为 右 旋 粒 子 态 
人 = 一 1 称 为 左旋 粒子 态 


|p 
(4) 可 以 证 明 , 宇 称 卫 不 守恒 . 因为 
PHP- = cPe pp ! = cep =—H (10. 2. 60) 
即 
[P,H] 关 0 . (10.2. 61) 
10.3 自由 电子 的 平面 波 解 
自由 电子 满足 的 Dirac 方程 为 
塌 3 = Hy 
H= copi+mec’p (10. 3.1) 


日 不 显 含 :, 能 量 为 守恒 量 ,这 是 自由 电子 体系 的 时 间 均 匀 性 的 表现 . 此 外 ,考虑 到 
[p, 本 一 0,P 也 为 守恒 量 ,这 是 空间 均匀 性 的 表现 . 所 以 可 以 求 能 量 和 动量 的 共同 
本 征 态 . 这 共同 本 征 态 可 表示 为 


Dp,Er,t) = ulp)exp[LiC(per— EF)/#] (10. 3. 2) 
代入 式 (10. 3. 1) ,可 得 uCp) 满 足 的 方程 
(ca 十 mac Pu = Eu (10. 3. 3) 
注意 ,u 为 多 分 量 波 函数 (反映 电子 有 自 旋 ). 为 了 方便 ,不 妨 令 
2 一 9 (10. 3. 4) 
x 


其 中 


lal 


都 为 二 分 量 波 函 数 . 采用 Pauli-Dirac 表象 , 则 式 (10. 3. 3) 化 为 ( 令 p= 二 大 ) 


(下 一 mic2)p 一 cz 以 一 0 (10. 3. 5a) 
—chg kp (E+mc’ X=0 (10. 3. 5b) 
上 和 列 方程 有 非 平庸 解 的 充 要 条 件 为 
E—mc’: — co*k el 
I E+m’| 
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即 
有 一 12c4 一 c2 天 2R2 一 0 
解 之 ,得 
E= 书 = 土 Vmic 二 +c (10. 3.6) 
正 一 已 -一 Vzzzc: 十 c 直 大 为 正 能 量 解 , 邢 一 已 _ 一 一 已 ;为 “ 负 能 量 解 . 
由 式 (10. 3. 5a) 和 (10. 3. 5b) 可 得 出 
室 Ezeky (10. 3.7) 


到 此 ,我 们 只 找到 了 9 与 X 的 关系 ,尚未 分 别 把 它们 确定 下 来 . 在 物理 上 ,这 反映 电 
子 还 有 新 的 自由 度 ( 自 旋 ), 因 而 (五 ,P) 未 构成 守恒 量 完全 集 . 10. 2 节 中 已 提 及 ,对 


于 自由 电子 ,轨道 角 动 量 1 和 自 旋 s 一 去 号 分 别 都 不 是 守恒 量 ,但 总 角 动 量 j 一 [十 s 


是 守恒 量 ， 
Lj,H]=0 (10. 3. 8) 
但 由 于 [;,p;j 二 [2i;,p;] 关 0(i 才 让 ,一般 说 来 ,j 与 p 不 能 有 共同 本 征 态 ,所 以 p 的 
本 征 态 不 能 是 7 的 本 征 态 ,不 能 把 j 的 任何 分 量 选 进 ( 瑟 , p) 以 构成 一 组 对 易 守恒 
量 完 全 集 . 但 不 难 证 明 [ 利 用 10. 2 节 , 式 (10. 2. 23)] ,加 "p 为 守恒 量 ,并 与 p 对 易 ， 
、 [5:p,H]=0, [Zp,pj=0 (10. 3.9) 
所 以 可 以 选 ( 互 , p, 马 .Pp) 为 一 组 对 易 守 恒 量 完全 集 , 即 让 (五 , p) 的 本 征 态 
(10. 3. 2) ,同时 也 是 吾 .P 即 电子 自 旋 沿 动量 方向 p 的 分 量 ) 的 本 征 态 ,这 样 就 可 
以 把 定 态 解 确定 下 来 , 即 


5.pu 一 jx (10. 3. 10) 
注意 到 [利用 10.2 节 , 式 (10. 2. 34)] 
( 互 .1)2 = p= ek (10. 3. 11) 


可 见 ( 允 p) 的 本 征 值 4== 土 夫 . 
为 确切 起 见 ,可 以 采用 Pauli-Dirac 表象 
op 0 | 


p32 -一 
和 0 ep 


利用 w= 9 , 式 (10. 3. 10) 可 改写 成 


fio .ky = Agp 
lo kX = XX (10. 3. 12) 


可 见 9 与 xX 满足 的 方程 在 形式 上 相同 ,它们 都 是 (eg *k) 的 本 征 态 ,所 以 它们 的 解 最 
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多 可 以 差 一 个 常 系数 . 注意 ,利用 (og Kk)’ 二 1,@ .的 本 征 值 为 士 &. 以 p 为 例 , 求 解 
如 下 : 


利用 Pauli 矩阵 ,把 p= [| 注 是 的 方程 (0 3. 12) 写 出 
2 
并 了 Ul 
[=° (10. 3. 13) 
wu 


对 于 


和 一 磷 ， 人 0 (10. 3. 14) 
二 (10. 3.15) 


us kTii, kik 
这 样 ,对 于 给 定 动量 本 征 值 p= 大, 有 下 列 4 个 本 征 态 ( 未 归 一 化 ) ,分 别 相 应 
于 E=E; ,.E_ 和 允 *p 二 土 认 : 
(a) E=E, ,5 .了 一直， 


十。 
&z- 十 记 ， | 
$= chk k++ k) /Et mc’) exp[LiCker — E, t/#)] 
[hk ks 4k,)/ (Er+ me’) 
或 
,一 认 ， 
一 及 
$= ck Ck, — ik,)/ CE mc’) exp[LiCker — E:, t/)] 
chk Ck—k.)/(Et mc’) 
(b) E=E ,5 .p=—fk, 
= 
十 过， | 
y= chk Ck— Ek.)/(Et mc’) exp[iCker — E; /#)] 
— chk (kik,) /Et mc’) 
或 
有 一 这 
— (kk.) 


hk (ks — ik,) /E+ me’) expLiCker — Er+ #1/#)] 


chk (k++k,.)/(Ert me’) 
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(c) E=E_=—|E|,» .p=#k, 
— chk(k+k)/C EI me’) 
— chk Ck, +ik,)/(|E|me’) 


WE eg. exp[iCkert |El|z/#)] 
已 十 大， 
或 
— chk Ck,— ik,)/(|E|+ me’) 
a A 
ks.— 1k, 
kk, 
(d) E=E-_ =—|E|,5 .p=—ik， 
— chk Ck—k)/(|E|+me’) 
十 chk (ks 十 记 ,)/(|E| 二 me?) ee 
— (Rk—k,) 
及 十 达 ， 
或 
chk Ck, 一 达 ,) 人 (| 已 | 十 mac2) 
a = 2 
ee cik Ck I xpi [BI] C0. 03 
— (k—k.) 
如 取 电 子 动量 方向 为 z 轴 方向 , 即 k. 二 k, 二 0,k, 一 &k, 刘 上 列 本 征 函 数 ( 未 归 一 
化 ) 化 为 
(a) E=E+ =|E| ,2 p= 枯 ， 
1 
0 a 
We py es leh 
0 
(b) E=E,; =|E| ,5 .p=—#k, 
0 
1 
/一 站 exp[iCker— |El|z/#)] 
— chk/(|E| mc’) 
(c) E=E_=—|E|,S "p=#k, 
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一 chk/(|E|+mec’) 


/一 exp[iCkert |El|z/#)] 
0 
(d) E=E_ =—|E|,5 .p=—#k， 
0 
2 
0 exp[iCker+ |Elz/#)]  . (0.3.17) 


1 
从 式 (10. 3. 16) 和 式 (10. 3.17) 可 以 看 出 ,对 于 正 能 量 解 (E 二 Ei 二 |E|),g 为 
大 分 量 ,X 为 小 分 量 . 而 对 于 负 能 量 解 ,情况 正 相 反 . 


在 非 相 对 论 极 限 下 (p= 二 克之 mc, 或 v/c<1), 式 (10. 3.17) 化 为 (时 间 因 子 略 
去 ) 


1 0 
0 ij 1 kr 
e 各 
0 0 
' (10. 3. 18) 
0 0 
0 Er 0 ew 
1| 0 
0 1 
如 限于 讨论 正 能 解 , 波 函数 大 分 量 部 分 表示 为 
(je (J (10. 3. 19) 


它们 是 p 和 oe .p/1p|=o, 的 共同 本 征 态 . 


10.4 电磁场 中 电子 的 Dirac 方程 与 非 相 对 论 极 限 
10.4.1 电磁 场 中 电子 的 Dirac 方程 
自由 电子 的 Dirac 方程 为 


.9 
Wy (10.4.1) 
H= cap+i+m’B=— ifcgV+i+mec’p 
电子 ( 荷 电 一 e) 在 电磁 势 (4,$) 中 的 Dirac 方程 ,与 Klein-Cordon 方程 相仿 ,可 在 方 
程 (10. 4. 1) 中 做 如 下 替换 而 得 出 ， 
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一 法 V 一 (一 二 V+ £4)= (P+ 4) (P =—ikV) 


计 半 一 一 ( 计 子 充 二 办) (10. 4. 2) 
即 电磁 场 (4,$) 中 电子 的 Dirac 方程 表示 为 
[ 庄 锡 ++p 一 ca v(P+&A)—m’ply =0 (10. 4. 3) 
或 表示 成 
汗 Sy = Hy 
H=ca:(P+ EA)-e tm’p (10. 4. 4) 
若 (4,$) 与 时 间 :无关 , 则 y 存 在 定 态 解 ,形式 为 
r,t) = Yr)exp(— iEz /PD) (10. 4. 5) 


多 分 量 能 量 本 征 函 数 VCr) 满 足 能 量 本 征 方程 

Hy(r) = |ca:(PHEA)-g +m’phyr) = Ep(r) (10.4.6) 
下 为 电子 的 能 量 本 征 值 . 
10. 4.2 非 相 对 论 极 限 与 电子 磁 和 矩 


人 
"| 
a 


~ 
其 目的 是 把 电子 静 质 量 相应 的 能 量 的 影响 先 “ 剔 除 ? 出 去 ,以 便于 讨论 非 相对 论 极 
限 0. 把 式 (10. 4.7) 代 入 方程 (10. 4. 4) ,得 


exp(— imc?t/) (10. 4.7) 


迁 Fp 一 CGI。 (P+&4 )x —epp (10. 4. 8a) 
汗 SX 一 co。 (P+ A)p— eX — 2mc% (10. 4. 8b) 
在 非 相对 论 极限 下 ,由 式 (10. 4. 8b)( 了 略 去 不 含 c 的 项 ) ,可 得 
e 


xX 为 小 分 量 (X/g 和 Xzv/c). 把 式 (10. 4.9) 代 入 式 (10. 4. 8a) ,得 


Q@ 在 (4,8) 与 1 无 关 情形 下 ,在 能 量 本 征 方程 (10. 4. 6) 中 , 令 BE= 忆 十 mac2. 在 已 =E 一 moc2 中 已 把 静 质 
量 相应 能 量 去 掉 . 在 非 相 对 论 情况 下 ,E <mc?. 然后 在 所 有 公式 中 把 EE 一 读 区 ,也 可 得 出 下 面 式 (10. 4.8) 
~~(10, 4. 12) 的 一 切 结果 . 
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进 Fp = 六 | (P+£4)| 9 一 eg (10. 4. 10) 


利用 
[ (P+£4)] = (P+ 人 4) tie: [(P+£4)x (P+£4)] 

= (P+-24) +iee ， [PxXA+AXxP] 

= (P+24) + . (VXA) 

= (P+£4) + 和 og.B (10. 4. 11) 
方程 (10. 4. 10) 可 化 为 

法 地 gp 一 [ 址 (P+E4) + 起 6B- olp (10. 4. 12) 

右边 第 二 项 为 一 *B， 

p= —— Es (10. 4. 13) 


表示 电子 内 豪 磁 矩 ,一 上 "了 3 表示 电子 内 豪 磁 矩 与 外 磁场 如 的 相互 作用 能 . 电子 内 
训 磁 矩 的 值 为 
eh 


注 0 (10. 4. 14) 
称 为 Bohr 磁 子 . 这 是 Dirac 方程 得 出 的 一 个 重要 结论 . 电子 磁 矩 的 观测 值 为 
4 = 1.00116us (10. 4. 15) 


所 以 ,Dirac 的 相对 论 波动 方程 一 方面 能 够 对 观测 到 的 电子 磁 矩 给 予 较 满意 的 说 
明 , 但 另 一 方面 观测 值 与 Bohr 磁 子 还 有 微小 差异 (10“) , 称 为 电子 的 反常 磁 矩 . 
作为 单 电子 理论 的 Dirac 方程 还 不 能 解决 这 问题 . 


10.4.3 中 心力 场 下 的 非 相对 论 极限 , 自 旋 轨 道 耦合 


考虑 电子 在 中 心力 场 V(r) 中 的 运动 . 如 电子 在 原子 核 的 Coulomb 引力 势 
$(7) 中 运动 . 此 时 ,中 心力 场 为 
V(r) =— ef 07) 
定 态 Dirac 方程 (10. 4. 6) 表 示 为 
[ca .pz 十 maic28 十 VC 一 本 (p=—ihV) (10. 4. 16) 
为 便于 过 渡 到 非 相对 论 情 况 , 令 


E=m’+E 10. 4. 17) 
《在 非 相 对 论 近似 下 ,FE 二 E 一 me?*&me?) ,并 令 
9 
三 (10. 4. 18) 
es 攻 


采用 Pauli-Dirac 表象 , 式 (10. 4. 16) 化 为 
cg:p)X= [LE —V() ly (10. 4. 19a) 
clg*p)op = [2mc’: +E —V(r)]x (10. 4. 19b) 
由 式 (10. 4. 19b) 可 得 


ER clo*p) ks EF—V\! , 
nL op Zc ) (op) 


X 为 小 分 量 . 在 非 相 对 论 极限 下 


Xr~ (lS) ep (10. 4. 20) 
代入 式 (10. 4. 19a) ,得 出 大 分 量 波 函数 p 满足 的 方程 
二 cp)(1 一 号 = 学 je.pp 一 ( 开 一 VDp (10. 4. 21) 
化 简 后 ,得 
| Re FE 十 一 上 (cp)VCr) cm | 一 (有 一 VD)p 
nm 47722C2 4m’c 
(10. 4. 22) 
再 利用 


Vlg:p)= (opV Tio :VV 
(gpVOr) Gep)= (Gp):V+ii(Gp) (GeVV) 
= pV 二 i{(p * (VDD ++io: [pxX WO)J) 


A .了 一 丢 VV 二 ip， [xt] 


= 声 V+ 术 (时 玉 + VV)+hCe "DD 士 虹 
(10. 4. 23) 
代入 式 (10. 4. 22) ,得 
(2 +V—E)p+— dsp (V— Ey 
2m 4m2c? 
tobs[T Pte D+ VV Y=0 (0.4.24) 


上 式 左边 第 二 项 与 第 三 项 均 系 相对 论 修 正 项 . 利用 式 (10. 4. 21) , 略 去 高 级 修正 项 ， 
可 得 (E 一 V)g 心 元.p?g, 于 是 式 (10.4.24) 左边 第 二 项 化 为 志 iz p'p 式 
(10. 4. 24) 可 改写 成 

Pe 


2m 8mic: 2mic: 7 dr dmic 


(et 


(10. 4. 25) 
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左边 第 三 项 一 5 三 
项 ) ,可 记 为 Er) ,而 


太一 为 动能 的 相对 论 修正 0， 第 四 项 为 自 旋 轨道 耦合 项 (Thomas 


1 ldVyV 

é(7) = pp 

mc r dr 

式 (10. 4. 25) 左 边 最 后 两 项 无 经 典 含义 . 还 应 提 到 ,最 后 一 项 不 是 厄 米 算 符 . 问题 出 

在 :Dirac 波 函 数 的 “大 分 量 ”p 是 否 真正 就 是 非 相 对 论 近 似 下 的 二 分 量 波 函 数 严 ? 

否 . 理由 如 下 :作为 波 函 数 ,应 保证 在 非 相 对 论 极 限 下 总 概率 守恒 ( 波 函 数 归 一 化 保 
持 不 变 ), 即 要 求 


(10. 4. 26) 


(更 到) = (加 内 = (pp) + XX) (10.4. 27) 
在 准确 到 O(z/c2) 下 ,利用 式 (10. 4. 20)， 
2 


(X,X) 人 (9, (2) 中 = C2 ;9) 


所 以 


2 


(gp = (9, (1+763))= (YW (10. 4. 28) 
因而 
p~ (hi) 或 vy~ 1+)e (10. 4. 29) 
用 gg 代入 式 (10. 4.25), 上 略 去 OCv'/c) 项 ,得 出 亚 满 足 的 方程 
EG 二 二) 各 2 


8 16 8mic 


二 (VV+ ¥ 郊 ) jv = EV 


十 下 


4mic: 7 dr 


(10. 4. 30) 
利用 (万 一 PP 也) 
[V,p’]= [V,pj. p+p* [LV,p] 
= WW .p+iip* VV 
一 二 WV 十 2 志 守 并 


即 


dV 


Vp?: = 二 pV 十 大 网 人 十 中 一- 后 


9 
天 (10. 4. 31) 


@” 按 特殊 相对 论 ,E= Ve 十 m2c( 非 相对 论 近 似 下 取 正 能 值 ). 当 p/mc<&1 时 ， 
E= ?| + 区 ] -= sp’ p’ 
=mc 7 一 7zC2 十 -一 一 十 … 


2m 8m3c? 
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代 人 式 (10. 4. 30) ,并 利用 
_p rm pO 
8m?c? EW 16mey 
则 式 (10. 4. 30) 化 为 
4 
[大 +V bp 十 ld Di VV ly= EY 


2m 8mic? 2mic? r dr 8m2c? 


(10. 4. 32) 
这 就 是 在 中 心力 场 V(r) 中 运动 的 粒子 的 Dirac 方程 的 非 相对 论 极限 . 左边 […] 内 
后 三 项 为 最 低级 的 相对 论 修正 [OCw/c?)]. 它们 将 导致 能 级 的 精细 结构 . 
对 于 类 和 氧 原子 ,V(y)= 二 一 Ze?/r, 所 以 
1 1dv ZZ’ 


élr) ss Dm cs 开国 一 一 2C273 (10. 4. 33) 
2 pa 2 22 2 
3 VY 3 Vv 二 时 7) (10. 4. 34) 


后 一 项 (Darwin 项 ) 亦 称 为 接触 势 (contact potential). 它 只 对 s 态 (= 二 0) 有 影响 0. 
与 此 相反 , 自 旋 轨 道 耦合 作用 6)s。1 只 对 7 天 0 态 有 影响 . 


10.5 氢 原 子 光谱 的 精细 结构 
10. 5.1 中 心力 场 中 电子 的 守恒 量 


1. 非 相 对 论 情 况 
在 非 相 对 论 情况 下 ,在 中 心力 场 V(~) 中 运动 的 粒子 , Hamilton 量 为 


可 = 一 起 风 十 VCn) 一起 上 2 (7 HF) stv) (10.5.1) 
容易 证 明 

[1,H] =0 (10. 5. 2) 
即 轨道 角 动 量 1 为 守恒 量 ,因而 也 是 守恒 量 . 所 以 常常 选 ( 瑟 ,f ,71) 为 对 易 守 伍 
量 完全 集 , 它 们 的 共同 本 征 态 记 为 y. 


对 于 电子 ,如 需 考虑 自 旋 轨 道 精 合 作用 8(7)s .1，6(r) 一 元 上 5 二 呈 . 此 时 ,1 


2m?2c? 
与 自 旋 s 分 别 不 再 是 守恒 量 ,但 总 角 动 量 j= 十 s 是 守恒 量 ,因为 
[j,s*0| = 0, [j,H]=0 (10. 5. 3) 
还 可 以 证 明 
[F,s:1| = 0, [££,H]=0 (10. 5. 4) 


四 T. A. Welton，Phys. Reu，74(1948)1157, 曾 经 利用 这 一 点 ,对 于 Lamb 位 移 给 出 了 一 个 粗略 的 
说 明 . 
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即 仍 是 守恒 量 0. 所 以 习惯 选 (五 ,P , 产 . 轧 ) 为 对 易 守 恒 量 完全 集 , 相 应 的 本 征 函 
数 记 为 pw. 对 于 给 定 7,! 可 以 取 71=j 土 1/2, 而 1m 一 j,j 一 1,…, 一 j ,能 级 为 
C27; 十 1) 重 简 并 . 我 们 还 注意 到 ,在 非 相 对 论 情况 下 ,体系 的 宇 称 x 一 (一 1) ,由 角 量 
子 数 ! 的 奇偶 性 完全 确定 , 对 于 给 定 ; 的 能 级 ,! 一 7/ 士 1/2 两 个 本 征 态 的 宇 称 相反 ， 


因此 也 可 以 选 (五 , 产 ,j.,P) 为 对 易 守 恒 量 完全 集 ,P 为 空间 反射 算 符 . 


2. 相对 论 情况 


考虑 电子 在 Coulomb 势 y(r) 中 运动 , 令 V(r) 王 一 eg(r), 则 Hamilton 量 表 


示 为 
H= capi+mc’B+ V(r) 
与 自由 电子 情况 相似 ,可 证 明 
Ll,HI=ifca XpP 尖 0 
即 ! 不 是 守恒 量 . 但 
了 一 ! 十 去 号 
是 守恒 量 . 与 非 相对 论 情况 不 同 之 处 是 :已 不 再 守恒 , 因 
[E,H]= clf,g. p] 
=d.[l,(g. p)|+tce[l,g. p)j*l 
=ifc{l. (ogXp)+i+ (aXp) :D0 
另外 ,由 于 [ 式 (10. 5. 6) 平 方 可 得 ] 
各 "1 一 六 一 了 一 了 


三 1 也 不 再 是 守恒 量 . 但 如 令 


起 = BELl+D) 
可 以 证 明 它 是 守恒 量 % , 即 


(10. 5. 5) 


(10. 5. 6) 


(10. 5.7) 


(10. 5. 8) 


(10. 5. 9) 


@ * :或 c “1 也 是 守恒 量 .但 s "1 一 去 (? 一 FP 一 半 和 ) ,而 我 们 已 选取 J 与,s "1 就 不 是 独立 的 守 


人 恒 量 了 . 
@ 因 [ 允 ,月 一 0, 得 [ 久 , 有 =0. 因此 
[i 玲 ,下 = [ 械 ,ca*p] = cB5 :1,aep] + te[B,aep] 
利用 Bg== 一 ap6， 
[#K, HJ]=cALE “1,@ ep]l+ +2icBa °p 

再 利用 [10. 2 节 , 式 (10. 2. 36)]， 

(B.Dla*:p)=ig. (IXp) 

(ag DE:D=ia: (pxXD 
所 以 [5B a p]=ig，{(1Xp) 十 (pXD})== 一 2 *p, 因 而 

[# 仿 ,HJ=0 
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[KR,H]=0 (10. 5. 10) 
还 可 以 证 明江 
[KR,j] =0 (10. 5. 11) 
因此 ,代替 非 相 对 论 情况 下 的 对 易 守 恒 量 完全 集 ( 互 ,ER ,了 7 ,j,) ,相对论 情况 下 的 对 
易 守 便 量 完全 集 可 以 取 为 (H,K,j? ,j,). 
才 玫 的 本 征 值 可 如 下 求 出 ; 
超 插 2 一 (BoD? 十 28 台 沁 十 下 
但 
(了 .02 = 二 了 了 十 远 , (XD = 下 一 二 
所 以 
居民 一 十 让 民 十 姑 一 闫 十 于 天 (10. 5. 12) 
可 以 看 出 ,尽管 与 史 "1 分 别 不 再 为 守恒 量 ,它们 的 线性 组 合 如 式 ? 却 是 守恒 量 
(因为 7 守恒 ). 用 j? 的 本 征 值 代 入 式 (10. 5. 12) ,可 求 出 直 展 : 的 本 征 值 为 
[iG+D+ 主 | = 人 (10.5. 13) 
所 以 改 的 本 征 值 为 
开 一 十 (7 十 言 ) 一 士 1 士 2, 士 3 (10.5.14) 


对 给 定 7 值 ,六 可 以 取 两 个 值 玉 一 十 | 7 去 | .起 放 的 角色 与 非 相对 论 情 形 下 的 忆 
相当 . 但 考虑 到 [ 友 , 门 天 0,[ 形 ,B] 天 0, 太 的 本 征 态 一 般 不 是 忆 的 本 征 态 . 
10. 5.2 (有 民 , 疡 ,)) 的 共同 本 征 态 
先 构造 (j?,j.) 的 共同 本 征 态 (参见 卷 ,9. 2 节 ) 
»。_ 1 TYVHAT Yr 
& -| 人 yr 
9 -局 | — Vii—m Ya 
™” VaTsl ViTIiTmii Ym 
(7,j.) 的 本 征 值 为 jG 十 1D 吉 各 直 一 (大 十 去 ) 吉 我们 注意 到 ,8* 和 g， 都 是 1 
的 本 征 态 ,本 征 值 分 别 为 LC 十 1) 和 (7 十 1) (1 十 2). 或 者 说 ,gs 与 $8 分别 都 具有 确 


1=j—1/2 


(10. 5. 15) 
/十 1 一 7 十 1/2 


证 明 [ 马 ., 门 一 0. 
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定 宇 称 , 但 前 者 的 宇 称 为 x= (一 1 一 (一 1) 关 妈 , 后 者 的 宇 称 为 zx 一 (一 1)+!: 一 
(一 1D) 王 .按照 前 面 的 分 析 , 可 以 猜想 , 太 的 本 征 态 应 是 用 $+ 和 ga 构成 4 分 量 波 
函数 . 利用 


向 民 一 闫 一 己 一 二 天 (10. 5. 16) 
容易 得 出 
(oD#7, 一 (j 一 辫 ) 郁 入 
(10. 5. 17) 
Ce 
即 8 和 98” 均 为 o* 1 的 本 征 态 , 但 本 征 值 并 不 相同 . 考虑 到 
和信 ol 十 无 0 
| (10. 5. 18) 
容易 证 明 
A B 
办 二 . | $2 一 、 | (10. 5. 19) 
C2 fim, C2 gr 


是 开本 征 态 [ci ,cs 是 任意 常 系数 ,更 严格 讲 ,只 要 c 和 cs 与 粒子 的 角度 变量 和 自 
旋 无 关 即 可 , 见 式 (10. 5. 26)]， 


Ky 一 (十 于) 和 Ky, (j 十 去) (10. 5. 20) 
所 以 $1 与 如 都 是 (KK, 产 ,j,) 的 共同 本 征 函 数 . (77,j:) 的 本 征 值 分 别 为 j(j 十 DD) 姑 与 
mm 大 ,而 及 的 本 征 值 对 于 $1 和 加 分 别 为 土 (十 1/2). 
10.5$.3 径 向 方程 
氢 原 子 的 Dirac 方 程 的 定 态 解 ,可 选 为 守恒 量 完 全 集 ( 苹 , 民 , 产 ,7 ) 的 共同 本 征 态 ， 
即 角度 与 自 旋 的 波 函 数 取 为 (不 ,j? ,j,) 的 本 征 函 数 , 剩 下 的 任务 就 是 在 一 定 边 条 件 下 
求解 一 个 径 向 方程 . 为 找 出 此 径 向 方程 , 先 对 互 做 一 些 变化 ,使 之 用 廊 表示 出 来 . 


五 一 cp 十 mac28 十 VCr) (10. 5. 21) 
其 中 只 有 :ce "p 与 玉 有 关 . 为 找 出 它们 的 关系 ,定义 算 符 
ay = @er/r (10. 5. 22) 


显然 ,性 一 1, 所 以 w 的 本 征 值 为 士 1. 利用 
ep ee Taer) aep) 二 {rep 十 记 "(rX p)} 
SO 
一 一 这 区 十 二 号 一 如 十 过 6 (10. 5. 23) 
式 中 
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p, 一 一 法 ( 艺 十 十) 一 pa (10. 5. 24) 
为 径 向 动量 算 符 ,这 样 ， 
ao 了 =a(gep) = a, (2, + eR ) 
因而 
H = carp, + EasBR + mcsB+ Vr) (10. 5. 25) 
由 此 可 见 ,( 互 ,及 , 产 ,j-) 的 共同 本 征 函 数 可 表示 成 下 列 两 种 类 型 ， 
A 
mf (7) 
K=j+1/2, y= en. 
B 
Bf (7) 
K=—0G+1/2), y= 0 (10. 5. 26) 
$m,8 (7) 


式 中 f(7) 与 g(r) 待 定 . 把 式 (10. 5. 26) 代 人 Dirac 方程 Hy 二 Ey, 可 得 出 f(r) 和 
g(7) 满 足 的 方程 
[e Qarp; 十 + Eap 十 mac28 十 VCr) 一 E| 这 


g(7) 


| 一 0 (10. 5. 27) 


式 中 KK== 土 Gy 十 1/2). 


在 Pauli-Dirac 表象 中 ， 
WE 
ar 一 » 0, 一 —reG (10. 5. 28) 
Or 0 r 
0 ol/I 0 0 —o, 
ap 一 a _ = 区 | (10. 5. 29) 
利用 2 
op =— $i 0 = gh (10. 5. 30) 
可 得 
< “| 一 | (10. 5. 31) 
$ gC7) $f 07) 
a /|= -| 
gg Cr) $f (7) 
所 以 对 () 的 作用 是 使 它 变 成 (). 所 以 在 径 向 方程 (10.5.27) 中 相当 于 
= ( Dy (10. 5. 32) 
—I 0 


@ 钱 伯 初 , 曾 谨 言 . 量子 力学 习题 精 选 与 剖析 . 上 册 . 第 二 版 . 北京 :科学 出 版 社 ,1998. 6. 33 题 . 
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而 a,8 相当 于 


0 DN/I 0 oI 
op (1 人 | ee 
令 
fn = HV, gn)= En (10. 5. 34) 
(上 式 的 第 2 式 中 加 一 个 i, 只 是 为 了 方便 . ) 利 用 
FO) __.,1dF G(r) _ .1dG 
p; i a 7 p, ee a 二 (10. 5. 35) 
则 可 得 出 FC(r) 和 G(r) 满 足 的 方程 组 为 
dF_ Kr fm’?+E_VO) 
人 
dG ， 开 zc 一 下 ，VCr) Ee 
nt, 
对 于 和 氧 原 子 ,V(r) 王 一 ee/r, 则 方程 (10. 5. 36) 化 为 
Bn 
(10. 5. 37) 


式 中 a=e@ /jcss1/137 是 精细 结构 常数 . 
10. 5.4 和 氢 原 子 光 谱 的 精细 结构 


在 束缚 态 边 条 件 下 求解 氢 原 子 的 Dirac 方程 的 径 向 方程 (10. 5. 37) ,可 发 现 只 
当 能 量 本 征 值 取 下 列 分 立 值 时 ,才能 得 到 物理 上 人 允许 的 解 ( 见 本 节 附 录 1, 并 把 径 
向 量子 数 i 改 记 为 n,) 


E=E,K= me’ (10. 5. 38) 


2 1 
bb i 
1 = 0,1,2,. 
[IK|= G+1/2) = 1,2,3,. 
如 对 精细 结构 常数 c<*1/137<<1 做 寡 级 数 展 开 ， 


RE tm (we 十 IKI 一 六 < 二 [+ 人 


式 中 
n=n, 二 |K|= 1,2,3,.… (10. 5. 39) 
于 是 式 (10. 5. 38) 可 表示 成 


Q@ ”对 于 类 氧 离子 ,公式 (10. 5. 38) 一 (10. 5. 42) 中 ,a>Za,2 为 类 和 氧 离 子 的 原子 核电 荷 . 
» 4]2。 


[1 一 去 点 一 芒 (T 人 一 + OC) | (10. 5. 40) 


mm? merle (2 3 
Ex 一 mc = 272 0 1 )+ OG ) |] 
e 1 a n 3 
”2an [ ne (和 一 4 )+ O(a ) | (10. 5. 41) 
(= 所 /me ,Bohr 半径 ) 或 用 量 了 数 j 代 痊 |K| 得 
到 三 a n 
Se 2a rn a[1 ee 2 十 1/2 4 于 ) 十 OG ) | (10. 5. 42) 


可 以 看 出 ,能 级 不 仅 与 主 量子 数 ， 有关 ,而 且 依赖 于 ji 或 |K| ,或 ,). 式 


〈10. 5. 41) 或 式 (10. 5. 42) 中 右边 第 二 项 远 小 于 第 一 项 ,这 是 相对 论 最 低级 修正 项 . 
当 忽略 此 项 时 ,就 回 到 Bohr 氢 原 子 能 级 公式 (除去 一 个 常数 项 外 ) 


EC2 
a (10. 5. 43) 
2a 7 


由 于 相对 论 修正 ,Bohr 能 级 将 发 生 分 裂 , 但 此 修正 很 小 [OCe 7], 能 级 分 裂 是 很 微小 的 ， 
这 就 是 氧 原子 能 级 精细 结构 的 来 源 . 在 式 (10. 5. 40) 一 式 (10. 5. 42) 中 ,对 于 给 定 n， 
IK|= 1,2,3,.…,n 
j= |K|—1/2= 1/2,3/2,5/2,…,n— 1/2 
K== GQ 十 1/2)( 二 0) 情况 下 71=j 一 1/2 (10. 5. 44) 
二 一 十 1/2)( 过 0) 情况 下 /=j 十 1/2 
这 里 是 波 函 数 [ 见 式 (10. 5. 26) , 式 (10. 5. 15)] 的 大 分 量 中 的 球 谐 函 数 的 阶 ,在 非 
相对 论 极 限 下 是 好 量子 数 . 以 n= 二 4 为 例 
K 十 1 一 1 十 2 一 2 十 3 一 3 十 42) 


(7 3 2 1 0) 
了 1/2 3/2 5/2 7/2 
l 0 1 1 2 2 3 3 


光谱 符 号 4sl/? 4py 4ps/2 4daz 4ds/z 4fs/2 4f7/2 
x ) 当 n, 二 0, 按 式 (10. 5.39),n== | 天 | ==j 十 1/2, 所 以 j 只 取 一 个 值 j= 
n 一 1/2, 相 当 于 K 只 取 正 值 . 


Q@ 按 位 力 定理 ,类 和气 离子 中 电子 的 动能 平均 值 了 = 一 E. 对 于 能 级 一 一 多 手 一 一 EZ2/, = 


一 13. 6eV, 所 以 了 一 13. 6Z2 /mz (eV). 通常 认为 ,如 了 之 0.05me? ,相对 论 效应 就 应 认真 考虑 . 按 此 准则 ,对 于 
2Z 之 43 的 重 原子 ,相对 论 效应 是 应 该 认真 对 待 的 . 
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在 非 相对 论 量子 力学 的 计算 结果 (Bohr 公式 ) 中 , 氧 原子 能 级 只 与 主 量 子 数 
有 关 (1 二 0,1,…,n 一 1 诸 能 级 的 位 置 相同 ). 而 按照 相对 论 量子 力学 (Dirac 方程 
的 计算 结果 [ 见 式 (10. 5. 40) 一 式 (10. 5. 42)], 氨 原子 能 级 与 主 量 子 数 n 和 总 角 动 
量 量子 数 j 都 有 关 G 二 1/2,3/2,…,n 一 1/2, 共 有 nn 条 ). 但 由 于 a==e?/hc 守 1/137 
似 1, 相对 论 效 应 引起 的 分 裂 是 很 小 的 . 这 就 导致 氧 原子 光谱 的 精细 结构 . 图 10. 2 
给 出 氢 原 子 能 级 精细 结构 的 示意 图 . 属于 同一 个 主 量子 数 n 的 诸 能 级 的 最 大 裂 距 
(|K|=1 与 1K|=n 能 级 的 间距 ) 为 AE 二 mc?at X(n 一 1)/2nt ,与 实验 观测 结果 符 
合 得 很 好 0. 这 是 Dirac 的 相对 论 量 子 力学 取得 的 重要 成 果 之 一 . 

3s 3p 3d 3 5/2 3dy 


3 一 一 2 3/2 3p,, 3d; 
1 1/2 3s,, 3piz 


3 2s 2p 2 3/2 2p,, 
1 1/2 2s,,2p1 


——————————!] 1)2 1s,, 
Bohr Dirac IK|j 


图 10.2 氢 原 子 能 级 的 精细 结构 示意 图 
(能 级 位 置 未 按 比例 画 出 . ) 


氢 原 子 光谱 理论 的 发 展 , 是 量子 力学 理论 发 展 的 一 个 缩影 和 侧面 . 所 原子 是 一 
个 最 简单 的 原子 ,数学 处 理 比 较 容 易 ,可 以 找 出 其 解析 解 . 但 氢 原 子 光谱 的 精密 观 
测 却 并 不 是 一 件 容易 的 事 . 实验 观测 肯定 了 Dirac 理论 给 出 的 相对 论 修正 . 然而 早 
在 20 世纪 30 年 代 , 就 有 人 发 现 Dirac 理论 与 氨 原 子 光谱 的 精细 结构 的 观测 还 有 
一 定 的 微小 差异 . 但 由 于 当时 实验 的 精确 度 不 够 ,没有 引起 人 们 的 重视 @. 直到 
1945 年 Lamb 与 Retherford@ 利用 微波 技术 精确 地 测定 了 和 氢 原 子 光谱 的 精细 结 
构 , 肯 定 同 一 个 (zx7) 的 能 级 按照 宇 称 不 同 还 有 微小 的 分 裂 ( 图 10. 3). 例如 , 按 Di- 
rac 的 单 电子 能 级 公式 (10. 5. 42) ,2siys 与 2pys 两 条 能 级 位 置 相同 ,但 实验 观测 表 
明 ,2sy, 一 2pys 能 级 发 生 分 裂 ,2s1y, 能 级 略 高 (AE= 二 Aw, Aw 二 1057. 8 士 0. 1MHz). 
此 即 有 名 的 Lamb 移动 (shift). 它 与 精细 结构 分 裂 ( 自 旋 轨 道 耦合 分 裂 ) Aw(2psz 


@ ”这 个 裂 距 比 Klein-Gordon 方程 的 计算 结果 [ 见 10.1 节 , 式 (10.1.30)] 要 小 得 多 . 如 2 一 2 能 级 ， 
AE(Dirac)/AE(KG)=3/8. E 
© G. W. Series, Spectrumof Atomic Hydrogen (Oxford University Press, 1957). 
图 W. E. Jr, Lamb and R. C. Retherford, Phys. Rev., 72(1947) ,241. 
* 414 。 


一 2plz ) 王 10950MHz 相 比 ,小 一 个 数量 级 . 类 似 还 有 3s1z 能 级 略 高 于 3plz，3pa 
略 高 于 3da 等 . 


I 
9 
SB 
内 
下 
时 


2s1p 


ln 一 一 一 革 要 才 ( 超 精细 结构 ) 
图 10.3 和 氢 原子 能 级 的 Lamb 移动 和 超 精细 分 裂 示意 图 
(能 级 位 置 未 按 比例 画 出 . ) 

氧 原子 光谱 的 超 精 细 结 构 源 于 电子 磁 矩 与 质子 的 相互 作用 ,此 作用 使 
精细 结构 分 裂 ( 自 旋 轨 道 耦合 分 裂 ) 后 的 电子 每 条 能 级 分 裂 成 两 条 , 相 
应 于 电子 的 角 动量 ) 与 质子 的 自 旋 (1/2? 耦 合 后 形成 的 总 角 动量 下 一 7 
土 1/2 的 能 级 . 参阅 ,E，Fermi, Z. Physikgk，60(1930) ,320; 或 下 页 所 引 
文献 @,p. 57. 


与 电子 的 反常 磁 矩 一 样 ,Lampb 移动 是 作为 单 电 子 理论 的 Dirac 相对 论 量子 力 
学 所 不 能 解释 的 . 为 了 说 明 它 们 ,需要 把 Dirac 方程 看 成 一 个 场 方程 ,并 对 场 进行 
量子 化 . 在 量子 场 论 中 , 计 及 辐射 修正 之 后 ,可 以 满意 地 解释 Lamb 移动 和 电子 的 
反常 磁 矩 . 这 是 20 世纪 40 年 代 末 量子 电动 力学 取得 的 重要 成 果 . 这 些 内 容 已 超出 
本 书 范围 . 有 兴趣 的 读者 可 在 学 习 本 书 的 基础 上 ,阅读 有 关 的 量子 电动 力学 或 量子 
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场 论 的 书籍 ?7®. 
附录 1 氢 原 子 径 向 方程 的 求解 ? 
氢 原 子 径 向 方程 为 


下 面 求 束缚 态 (E<mc’ ) 解 . 为 方便 , 令 
cl = (mc’ + E)/tc, cz = (mc’ —E)/tc 


a= Vacs = Vmc—E/tc 
并 引进 无 量 纲 变量 


则 式 (F1. 1) 化 为 


dF Kr_ /a ,a 

dp pr 人 p 上 

dC 天 ~ (ca 

ph 
在 方程 的 两 个 奇 点 po 一 0,co 的 领域 , 解 的 浙 近 行为 如 下 
eco 时 ,方程 (F1.5) 化 为 

dF aa dG oS 

do Cs do ee aF 
因此 

EF oc dG cc 


所 以 , 当 p>oo 时 ,Foce*?. 但 Foce 不 满足 束缚 态 条 件 , 弃 之 . 所 以 
o 一 co 处 ， Flp) cce 
G(o) 的 渐 近 行为 也 一 样 . 因此 ,不 妨 令 
Fl(p) 一 ef(o， Glp) = erg(p) 
代入 式 (F1. 5) ,得 


(F1. 1) 


(F1.2) 
(F1.3) 


(F1. 4) 


(F1.5) 


(F1. 6) 


(F1.7) 


DJ. D. Bjorken and S. D. Drell, Relativistic Quantum Mechanics (McGraw-Hill, 1964); Relativistic 


Quantum Fields (McGraw-Hill,1965). 


©® M. O. Scully and M. S. Zubairy, Quantum Optics, 1.3 节 (Cambridge Univ. Press, 1997). 
@A. Zee, Quantium Field Theory ina Nutshell (Princeton Univ. Press, Princeton and Oxford, 2003). 
@C. Cohen-Tannoudji, J. Dupont-Roc and G. Grynberg, Atom-Photon lnteraction (Wiley, New York， 


1992). 
©®S. Weinberg, Theory of Quantum Fields (Cambridge, London, 1995). 


©@E. R. Pike and S. Sarkar, Quantum Theory of Radiation (Cambridge, London, 1995). 


@ 方 程 (Fl. 1) 经 过 适当 变换 后 ,可 化 为 合流 超 几 何方 程 . 详 见 : 钱 伯 初 , 曾 谨 言 . 量子 力学 习题 精 选 与 前 


析 . 下 册 . 第 二 版 . 北京 :科学 出 版 社 ,2000. 10.11 题 . 
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d 天 C 
人 
机 所 CN (F1. 8) 
dK_ I /2_ a 
(3 
当 p>0 时 ,上 式 化 为 
d 
0 
站 (F1. 9) 
8 a 
过 十 全 g 十 了 一 0 
do ps po 人 
今 
fbop, gC dop (F1. 10) 
代入 式 (F1.9) ,得 
(5 一天)p 一 ado 一 0 
ap 十 Cs 十 K)du 一 0 (Fl1.11) 
此 齐 次 方程 有 非 平 庸 解 的 充 要 条 件 为 
5 一 开 ee A 
QR 
解 之 ,得 
s=+ VK —a 
但 ;<0 的 解 在 ox0 邻 域 不 满足 波 函 数 统计 诠释 的 要 求 , 弃 之 . 取 
s= VK —@ (F1. 12) 
这 样 ,方程 (Fl. 8) 的 一 般 解 可 表示 为 
flo) 一 Doo™ 
v=0 
gp = Dado™ (F1.13) 
v=0 
代入 方程 (F1. 8) ,得 
(s | Do,o™ 十 (> 一 1) Dap™ 十 >») (s+wdpo™! 一 0 
(+ Dp Dp +E) Dd" =0 
比较 等 式 两 边 op"*”! 项 的 系数 ,得 
= ba ad, 二 + Kd,—d,it+(s+wWd,=0 (F1. 14a) 
Kb, bi — (Gs+b, ga +ad,=0 (F1. 14b) 
(Fl. 14a) 十 全 X(F1. 14b) ,注意 cics==a? ,可 把 d,_1 、b,_1 消 去 ,得 
[Ss teh.t [Ktsty +t, =0 (F1. 15) 


当 yl 时， 
b,/d, xX a/cs 
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代入 式 (F1. 14a) ,得 
-dtatd,+ (K+s+yd,—dn 一 0 


当 沪 1 时 ,得 由, 一 24 ,=0, 得 

Q&/d is2/ 
类 似 也 可 得 出 

b,/b,1 A 2/y 
由 此 可 以 判断 | 

当 p 一 %， f(D .g(o) cc ez (F1. 16) 

这 样 得 到 的 无 穷 级 数 解 F(o) 与 GCp)[ 见 式 (F1. 7)] 不 满足 束缚 态 边 条 件 [ 见 式 (F1. 6)]. 为 满足 
束缚 态 条 件 , 级 数 解 (F1. 13) 必须 从 某 项 开始 就 截断 ,成 为 一 个 多 项 式 . 假设 在 v=n (=0,1， 
2,…) 处 截断 , 即 当 vy 尘 n 时 ， 

b,=d,=0 (Fl1.17) 
在 式 (F1.14a) 中 , 取 v=n 十 1 时 ,有 


= = dd, (F1. 18) 

在 式 (F1. 15) 中 , 取 ,一 必 , 有 

[x Ss tab: Eh (F1.19) 
比较 式 (Fl. 18) 与 (F1. 19) ,得 

公 (K 一 :一 鸭 十 一 笃 (K 十 * 十 必 十 ca/a) 一 0 
即 
2 至 (十 0) 一 add 一 ca = all—c/a) 

上 式 乘 ci ,利用 cc 二 0 ,ci 一 cz 二 2E/fic, 得 


2als+n) = 2aE /tic (F1. 20) 
即 
aE = #cals+n) = Vmc—BEB (s+n) 
双开 = (mc mE)(s+n)? 
解 出 得 
E /ed (F1.21) 
其 正 能 解 为 


So 2 
Em’N1+teers (F1. 22) 


将 式 (F1. 12) 代 入 , 即 得 出 氨 原 子 的 束缚 态 能 量 本 征 值 


E= Ex = mc’ 1 


—1/2 
2 
| 十 (F1. 23) 


O be 与 o” 项 的 系数 之 比 为 2/v 
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1 一 0,1,2，… 
[IK|= G+1/2) = 1,2,3," 


附录 2 ?7 代数 


为 便于 记忆 和 运算 ,有 关 y 和 矩阵 的 性 质 ,可 按 如 下 线索 来 整理 . 
(1) 定义 4X4 厄 米 和 矩阵 p; (j=1,2,3) 
oI 0 一 这 I 0 
o=(， 1 m=(, > m=( Be (F2: 1) 
在 形式 上 与 Pauli 矩阵 o; 相似 ,但 这 里 了 是 2X2 单位 矩阵 ,0 是 2X2 零 矩 阵 . o 之 间 的 代数 关 
系 与 oj 相同 . 


0 =0; pt =p; (F2. 2a) 
oj=1 P=1 (F2. 2b) 
[6; ,0; J =26; [Le ,0;J+ =26; (F2. 2c) 
Lo; ,0; ]=2iesos [ao] 一 2ieaxos (F2. 2d) 
或 mo 一 ios Op = ips 
0203 =ig P20 = ip (F2. 2e) 
ao 一 los 0 一 im 
tro 一 0 tro; =0 (F2. 2f) 
(2) 马 矩阵 (7 一 1,2,3) 
o 0 
z Re ca 
0 5 
显然 , 互 也 满足 与 式 (F2. 2) 相 同 的 代数 关系 ， 
天 人 (F2. 4a) 
有 =1 (F2. 4b) 
[55 = .20 (F2. 4c) 
[3,35] = 2iey 3 (F2. 4d) 
Di 一 1， BB =, BD = i (F2. 4e) 
tr5; = 0 (F2. 4f) 
(3) 容易 证 明 
[3,0] =0, i,j=1,2,3 : (F2. 5) 


由 于 ,eg 和 8 矩阵 均 可 用 p; 和 5; 表示 出 来 ,它们 的 各 种 代数 关系 很 容易 从 式 (F2. 2) 、(F2. 4) 、 
〈F2. 5) 得 出 . 


a,B 和 矩阵 可 表示 为 
(0 
% =p3 = ( 4 或 = pa (F2. 6) 
oO; 0 
B= ps (F2. 7) 
7 和 矩阵 可 表示 为 
0 ”一 这 
一 63= |( ) 或 = py (F2. 8) 
lo; 0 
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n=p=B 
7 和 矩阵 与 x 矩阵 的 关系 如 下 : 
如 
% = p53 一 pa 二 一 ina = fe 
即 
7 二 一 Ba 或 a==iB 
(4) 由 式 (F2. 8) 、(F2. 4) 、(F2. 5) 容 易 证 明 
[7 ,7 一 228， ij=1,2,3 
与 式 (F2. 2c) F2. 4c) 相 似 . 类 似 可 证 明 
[7 7 一 0， j=1,2,3 
考虑 到 二 1, 上 两 式 可 概括 为 
[yyy=26,, pv=1,2,3,4 
定义 
ys = Nps 
用 式 (F2. 8) . 式 (F2.9) 代 入 


Ys = pe D1 p02 E02 E303 :3 P03 D1 E23 Ss lol 1Z3 3 二 一 让 


所 以 


容易 证 明 

B=1, [%,%lh=0, p=1,2,3,4 
式 (F2.13) 与 (F2.16) 可 概括 为 

[ynli= 2 pv=1,2,3,4,5 


(F2. 9) 


(F2. 10) 


(F2. 11) 


(F2. 12) 


(F2. 13) 


(F2. 14) 


(F2. 15) 


(F2. 16) 


(F2. 17) 


(5) 4X4 厄 米 矩 阵 , 线 性 独立 的 有 16 个 . 按 Lorentz 变换 下 的 性 质 ,可 以 方便 地 分 为 如 下 


5 组 ， 
(a) I(4X4 单位 矩阵 )( 标 量 ,S) 
(b) 7 (Up 一 1,2,3,4)( 矢 量 ,V) 
〈c) 


o, 


(反对 称 张 量 ,T, 共 6 个 矩阵 ) 

人 ca *)-( Ze RB 

Ol4 O24 O34 a QQ Qs 
(d) ys ( 恬 标 量 ,P) 


(Ce iy,ys (二 1,2,3,4)( 履 矢量 ) 

或 yyy i Mp, inyy 

二 一 ;如 9 一 0322， 一 上 3 ， 2 

在 PaulDirac 表象 中 ,这 16 个 矩阵 有 10 个 为 实 ,6 个 为 纯 虚 . 


10 个 实 抢 阵 为 1,y ,7 (=ps 二 用 05 (一 一 上 ) ,31 ,Es ,al yas ,DZ1 ,0 23. 


6 个 纯 虚 和 矩阵 为 PAYA ,D2 »Q2 902 ,0 22. 
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1 
网 一 一 (0 一 %7) 一 一 or (py 一 1， 2，3，4) 


(F2. 18) 


(F2. 19) 


(F2. 20) 


这 16 个 矩阵 分 别 记 为 ja (4A 王 1,2,……,16) ,它们 具有 如 下 代数 性 质 : 


中 
R=1 (ys =%4) (F2. 21) 
四 除 单位 矩阵 外 ,对 于 每 一 个 ) ,都 可 找到 一 个 Ys (B 关 A) 与 之 反对 易 
YAYB =— YBYa (F2. 22) 


@ 除 单位 矩阵 外 , 均 为 零 迹 矩阵 ， 
trya =0 (F2. 23) 
证 明 按 式 (F2. 22) ,对 于 ya( 关 ,总 可 找到 ys (B 关 A), 使 yays 二 一 YYa. 考虑 到 
trya = tr(Ya78) = tr(JAYaya) = tr(Yeyays) 


但 另 一 方面 
tr(Yayasya ) =—=— tr(YBYays) 
所 以 
trya 一 0 
图 所 以 ys 均 为 么 模 和 矩阵 , 即 
detya = 1 (F2. 24) 


证 明 按 式 (F2. 21)， 
det()) = detya » detya = 1 
所 以 detya 二 土 1. 但 74 为 4X4 和 矩阵 ,在 y4 对 角 化 表象 中 ,ys 矩阵 元 必 为 土 1. 而 按 try4 一 0, 对 
角 元 中 取 十 1 与 一 1 的 数目 必须 相同 ,因而 为 偶数 ,所 以 detys 二 1. 注意 ,det 不 因 表象 而 异 . 


@16 个 矩阵 彼此 线性 独立 . 
反 证 法 : 
设 存在 不 全 为 0 的 数 Ca ,使 
16 
> 7Ca7a 二 0 
A=1 
用 ys (任意 ) 左 乘 , 上 式 化 为 
Ce 十 >)Cayaya 一 0 (F2. 25) 
AzB 


注意 : 当 B 隆 A 时 ,ysy4 不 可 能 为 单位 矩阵 ,因而 
tr(YpYa) = 0 (BA) 
试 对 式 (F2. 25) 求 迹 ,立即 得 Cs 二 0. 但 B 是 任意 的 ,这 与 假设 矛盾 .证 毕 . 
按 此 性 质 ,任何 4X4 矩阵 M 均 可 表示 成 


16 
M= Dmara 
A=1 
Wi 地 (yaM) (F2. 26) 


@Schur 引 理 ” 设 矩阵 M 与 (1 二 1,2,3,4) 都 对 易 , 则 M 必 为 单位 矩阵 的 倍数 . 即 M= 
kT, 上 为 常数 ,了 为 单位 矩阵 . 
证 明 任何 矩阵 都 与 单位 矩阵 对 易 . 
按 假定 ,M 与 7 Cy 二 1,2,3,4) 对 易 . 除 单位 矩阵 外 ,其 他 15 个 矩阵 均 可 用 y, 和 矩阵 的 某 种 乘 
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积 表示 出 来 ,所 以 M 与 它们 也 都 对 易 . 因而 M 与 16 个 矩阵 都 对 易 . 又 按 式 (F2. 26),M 总 可 表 
示 成 
M= mgys 十 > maaya (F2. 27) 
AzB 


设 上 式 中 因 天 7, 按 @ ,总 可 找到 一 个 矩阵 yc 与 ys 反对 易 , 即 yayc 一 一 Xecys. 再 利用 Myc 
一 XeM, 闪 一 1,M 可 表示 成 
M= HM = XeMyc 
用 式 (F2, 27) 
M= mpyYcYspYc 十 Dmaycyarc 
AZB 


= 一 mpYs 十 他 Yaeaya (F2. 28) 
ZB 
式 中 6&4 二 十 1 或 一 1, 视 7 与 yc 对 易 或 反对 易 而 定 . ya，* 式 (F2. 28) , 求 迹 ,得 
tr(C7YpM) 一 一 4ms 
而 Yp* 式 (F2. 27), 求 迹 , 得 
tr(YpM) = 4ms 
所 以 mp 一 0. 因此 , 式 (F2. 27) 的 各 项 中 , 除 单位 矩阵 外 ,其 他 矩阵 前 面 的 系数 必 为 0. 因此 M 只 
能 是 单位 矩阵 的 倍数 M 二 kIT,k 为 任意 数 . 
定理 设 与 % 为 两 组 任意 的 4X4 和 矩阵 ,满足 
[Ly, ,X= 26, 
[7 ,7] 一 26, 
(pv = 1,2,3,4) 
则 必定 存在 一 个 非 奇异 矩阵 S, 使 
久 一 Sy,S7 (F2. 29) 
除 一 个 常数 因子 外 ,S 可 以 唯一 确定 .证 明 从 略 ) 


练习 1 证 明 : 奇 数 个 7 矩阵 的 乘积 之 迹 为 0, 即 


tr 一 0， try) = 0 (F2. 30) 
练习 2 证 明 : 
tr(%,y,) = 46, 
tr(Yo7o7o) = 446 dw + ds dp — Hp dw ) (F2. 31) 
附录 3 ”Dirac 方程 的 协 变形 式 
取 天 一 c 一 1. 令 
2 = (Zi ,Tz ,Ts 这) (F3. 1) 
Lorentz 变换 表示 为 
Zi > X= a x (F3. 2) 
为 保证 Xx, 二 zz, 要求 
Qawam = On (F3. 3) 


这 里 采用 了 Einstein 的 约定 , 即 同一 项 中 出 现 重复 下 标 时 ,要 对 该 下 标 求 和 . 
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特例 


1. 空间 反射 
一 1 
Es (F3.4) 
一 1 
1 
显然 
deta 一 一 1 
2. 时 间 反 演 
1 
1 
au 一 5 (F3.5) 
一 1 
同样 
deta 一 一 | 


3. 真 (proper)Lorentz 变换 


指 deta 二 十 1,aw 之 0 的 Lorentz 变换 . 如 参考 系 忆 沿 z 轴 ( 即 zx 轴 ) 以 匀速 V 相对 于 参考 
系 卫 运动 


0 0 
x 1 0 0 x 
2 1 iV Ze 
=|0 0 (F3. 6) 
芭 Vi Vi | | 
Wl 放流 二 人 | 
Vi Vi 


这 种 变换 可 以 从 恒 等 变 换 (a,, 一 0。 ) 出 发 ,经 过 相继 的 一 系列 无 穷 小 变换 达到 . 因此 ,只 需 研究 
其 无 穷 小 变换 , 即 
a 一 0 十 sw (F3.7) 
ew 为 无 穷 小 量 . 按 式 (F3, 3) 要 求 
2 = (6 ey) 6 ea) = 6 (ete) + Ole) 


所 以 要 求 
Ey 一 一 eu (F3. 8) 
设 在 Lorentz 变换 下 , 波 函 数 
gz) > YY x) = Aylz) (F3. 9) 
4 是 4X4 和 矩阵 ,待定 . 此 时 Dirac 方程 
(7 十 ma)g(z) =0 (F3. 10) 
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(ya +m)AT'y(z) =0 (F3.11) 
左 乘 人 ,得 
(Ah Fr +m)y (x) =0 (F3. 12) 
如 和 A 满足 
LA = a (F3. 13) 
则 式 (F3. 12) 化 为 
(过 +m)wczD) =0 (F3. 14) 


其 形式 与 原来 惯性 参考 系 中 的 Dirac 方程 (F3. 10) 相 同 . 此 即 Dirac 方程 的 Lorentz 不 变性 , ,是 
相对 性 原理 的 要 求 . 这 能 否 做 到 ? 可 以 的 . 满足 式 (F3. 13) 的 4 矩阵 分 别 如 下 : 
1) 空间 反射 


A=in A’!=—in (F3. 15) 
显然 
AyiA =—y, j=1,2,3 
AysA = 
与 式 (F3.4) 比 较 , 可 见 式 (F3. 13) 是 满足 的 . 
2) 时 间 反 演 
A=Np%pn=ip, 4 一 为 jj 一 一 im (F3. 16) 
显然 


AyA =7y, j=1,2,3 
AAA =— 
与 式 (F3. 5) 比较, 可 见 式 (F3. 13) 是 满足 的 . 
3) 真 Lorentz 变换 
考虑 无 穷 小 Lorentz 变换 式 (F3. 7) ,此 时 ,不 妨 取 


4 一 1 十 十 so 
(FE3. 17) 
4 一 1 一 ow 
其 中 
Ow 二 一 言 (yy = LY (F3. 18) 
可 以 得 出 
AyiA 一 (1 十 De, )7 (1 本 so ) 
=%+ 二 eo [oh]+ Oe) 
利用 代数 恒等式 
[AB ,Cj ALB,C]， 一 LA,C]+ B 
可 知 
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iLo, ,XJ= [yy, 一 X7oo2] 王 [7 KW 
2 


= Ly [Nd y= 2%,6 — 27,0 
所 以 


AyiA 一 为 十 去 6 (dn — 710) 一 为 十 译 Yem — yer) 


二 办 teay, 二 amYy 


与 式 (F3. 13) 相 同 . 
习 题 
10.1 斌 证明 自 由 粒子 的 Klein-Gordon 方程 
一 下 Hy 一 (一般 ce 及 十 mi2c4) 幼 
可 表示 成 类 似 于 Schrodinger 方程 的 形式 
法 名 多 = Hy 
式 中 
H=— 趣 (rs +in) V+ mn 


轨 是 重新 构造 的 二 分 量 波 函数 , 亚 = (). pgp 描述 正 电 荷 态 ,X 描述 负电 荷 态 ,t (i 一 1,2,3) 是 


Pauli 矩阵 ， 
0 1 0 一 i 1 0 
a=( 由 n= ( > -=-( 2 
试 找 出 亚 与 y 的 关系 ,并 用 亚 来 表示 连续 性 方程 中 的 p 与 j. 
答 ， 4 一 9 十 X 
es 
p= Vi zr 
j 一 一 芷 [Vr (Gan) VY- (VDOT) 妇 
10.2 按照 特殊 相对 论 , 自 由 粒子 的 能 量 
下 一 人 十 7204 
当 v/c<l 时 ， 


2 -1/2 2 4 
ee) pp_ A a pa LP 
和 人 [+ 多 


一 共 /(8mac) 是 最 低 军 次 的 相对 论 修正 . 把 常数 项 mc? 去 掉 , 氢 原子 的 Hamilton 量 可 表示 成 太 
一 万 。 +H’ 9 


2 e2 
Ho 2 pr 
; pt 
H 一 一 
8ms C2 
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把 H' 看 成 微 扰 , 求 能 级 的 微 扰 论 一 级 修正 . 
管 :能 级 的 一 级 修正 为 


[3_ nn me 下 
人 | 本 (a = ee/tc) 


加 上 和 零 级 能 量 已 一 一 二 2 ,得 


3 4 
En —— 下 |1+ 得 (7 二 ) | 只 
1 一 1,2,3，……， 二 0,1,…,n—1 


10.3 同上 题 ,考虑 相对 论 最 低级 修正 后 ,中 心力 场 V(r) 中 粒子 的 Schrodinger 方程 表 
示 为 


p __p a 
(E+V )s=B 
试 把 HH = 一 pt/(8mc?) 当 作 微 扰 , 并 让 
Hy 2 Hy® es 5 E 
于 是 Schr6dinger 方程 化 为 
Pp’ We | z 
EB + VD -EshE vn jy 三 


对 于 氢 原 子 ,V(”) 一 一 2/r 试 求 出 其 能 级 公式 . 
答 : 能 量 本 征 值 下 由 下 式 确定 ， 


(EV 
2mc? 


a 2 
yo Ey 


入 ， -1/2 
-全 一 |1 下 二 于 
| | 
nl = 0,1,2,. 
按 a 震级 数 展开 ,得 
2 4 
SN | a 
7 一 1 十 /十 1 一 1 2 3 
l=0,1,2,…,n—1 
参阅 EU. Condon and G. H. Shortley, The Theory of Atomic Spectra (Cambridge University 
Press, 1935). 
10.4 在 非 相 对 论 近 似 下 , 氢 原 子 的 Dirac 方程 可 化 为 [参阅 10.4.3 节 , 式 (10.4. 32)、 式 
(10. 4. 33) 和 式 (10. 4. 34)]] 
2 4 
全 tr 二 
(已 一 E 一 mc2). 试 把 ( } 中 后 三 项 看 成 微 扰 ,用 微 扰 论 一 级 近似 计算 能 级 修正 ,并 与 Dirac 方程 
的 严格 解 比较 . 
答 :E =Ey =E® +(H Dm, 


SCr) }v= EY 
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由 Dirac 方 程 精确 解 [ 见 10. 5.4 节 , 式 (10. 5. 38)] 


一 1/2 


br i 
I 2 ]? 
[ta/ (i+ 二 ) -Ze | 


7 一 入 十 1 十 1/2 = 1,2,3,*…， n, = 0,1,2,. 
作 of 震级 数 展开 ,到 a 项 , 减 去 mcz ,所 得 结果 与 微 扰 论 一 级 修正 的 结果 相同 . 
10.5 对 于 自 旋 为 1/2 的 三 维 各 向 同性 谐振 子 , 计 算 能 级 的 相对 论 修正 . 


提示 ;用 VD 一 二 mop 代入 10. 4. 3 节 式 (10.4. 32). 


管 案 见 钱 伯 初 , 曾 谨 言 . 量子 力学 习题 精 选 与 剖析 . 下 册 . 第 二 版 . 北京 ;科学 出 版 社 ， 
2000. 9.10 题 . 
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第 11 章 辐射 场 的 量子 化 及 其 与 物质 的 相互 作用 


在 经 典 物理 学 和 量子 物理 学 中 , 光 的 本 性 的 探讨 都 占有 特殊 重要 的 地 位 . 早 在 
17 世纪 ,就 存在 I Newton 的 光 的 微粒 说 与 C Huygens 的 光 的 波动 说 的 争论 . 在 
相当 长 一 段 时 期 内 ,微粒 说 占 主流 地 位 . 直到 19 世纪 ,经 过 T. Young 和 A. J. 
Fresnel 等 关于 光 的 干涉 和 衍射 的 实验 工作 和 理论 分 析 , 光 的 波动 论 才 得 到 人 们 普 
遍 承 认 .J.，C.、 Maxwell(1865) 建 立 了 把 电 和 磁 现 象 统一 起 来 的 理论 , 称 为 电动 力 
学 (现今 称 为 经 典 电动 力学 ) ,并 预言 了 电磁 波 的 存在 ,电磁 波 的 传播 速度 为 c( 真 
空中 光速 ). 不 久 , H.R. Hertz(1888) 用 实验 证 实 了 电磁 波 的 存在 ,指出 光 是 一 个 
特定 波段 中 的 电磁 波 ( 波 长 4 为 380~760nm, 频 率 y 为 8X10*~4X10*Hz). 
量子 物理 学 的 提出 , 源 于 M，Planck(1900) 对 黑体 辐射 的 研究 . 为 了 说 明 实 验 
观测 到 的 黑体 辐射 场 的 能 量 密度 分 布 的 规律 ,Planck 提出 了 作用 量子 的 概念 . 随 
后 ,A. Einstein(1905) 提 出 了 光量 子 概念 ,把 光 的 粒子 性 和 波动 性 统一 起 来 ,成 功 
阐明 了 光电 效应 . 继 Planck-Einstein 的 光量 子 论 之 后 ,N. Bohr(1913) 提 出 了 原 
子 的 量子 论 . 在 20 世纪 20 年 代 中 期 , W，Heisenberg 的 矩阵 力学 与 EE 
Schrodinger 的 波动 力学 相继 提出 , 非 相 对 论 量子 力学 体系 得 以 建立 . 
在 非 相 对 论 量子 力学 中 ,首先 提出 了 原子 和 分 子 辐射 的 半 经 典 理论 . 在 此 理论 
中 ,原子 和 分 子 的 运动 用 量子 力学 来 处 理 , 而 作用 于 原子 和 分 子 的 电磁 场 则 看 成 经 
典 的 电磁 场 . 这 个 半 经 典 理 论 , 成 功 说 明了 原子 和 分 子 的 一 些 辐 射 现象 ,但 对 某 些 
现象 还 不 能 给 予 满意 的 说 明 . 光 的 波动 性 和 粒子 性 的 完整 的 .系统 的 理论 是 P. A. 
M. Dirac. (1927) 的 电磁 场 的 量子 化 理论 给 出 的 (后 来 称 为 量子 电动 力学 ). 在 此 理 
论 中 ,出 现 了 一 些 经 典 辐 射 理论 中 未 曾 出 现 的 现象 了, 例如 ,真空 涨 落 (vacuum 
fluctuation, 即 与 零点 能 相应 的 涨 落 ) ,成 功 说 明了 自发 辐射 现象 .Lamb 位 移 、 激 光 
线 宽 、Casimir 效应 等 . 关于 这 方面 的 系统 理论 ,可 以 参阅 有 关 专 门 文献 323 和 专 
著 @~@. 本 章 只 做 一 个 初步 的 介绍 . 11. 1 节 对 经 典 电动 力学 和 经 典 辐射 场 做 一 个 
简要 回顾 . 11. 2 节 讨论 辐射 场 的 量子 化 . 11. 3 节 讨 论 多 极 辐射 场 及 其 量子 化 . 11. 4 


® M. O. Scully and M. S. Zubairy, Quantum Optics (Cambridge Univ. Press, 1997)., 

® P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc, Al114(1927),243. 

® E. Fermi, Rev. Mod. Phys. 4(1932),87. 

@® R. Loudon, The Quantum Theory of Light (Oxford Univ. Press, 1973). 

® C. Cohen-Tannoudji, J. Dupont-Roc. and G. Grynberg, Photons and Atoms, Introduction to 
Quantum Electrodynamisc (Wiley, New York, 1989). 

图 E. R. Pike andS. Sarker, Quantum Theory of Radiation (Cambridge, London, 1995). 


» 428 。 


节 讨 论 多 极 自 发 辐射 . 


11.1 经 典 辐射 场 
11.1.1 经 典 电动 力学 简要 回顾 0 
荷 电 9 的 粒子 所 受 电磁 场 的 作用 力 (Lorentz 力 ) 由 下 式 给 出 : 
F=a(E+TvxB) (11.1.1) 


v 为 粒子 速度 ,c 为 一 个 普 适 常数 , 即 真空 中 光 ( 电 磁 波 ) 的 传播 速度 ,E 和 B 分 别 
为 电场 强度 和 磁场 强度 . 电磁 场 的 运动 遵守 下 列 Maxwell 方程 组 : 


V.E= 4xp Cl. 1 
VXE+1i 93B=0 (11. 1. 2b) 
c ot 
V.B=0 (11. 1.20) 
1 9agn4xr, 
VXB—li IE= 4 (11.1.2d) 


p 与 了 分 别 表示 电荷 密度 和 电流 密度 . 对 式 (11.1.2d) 取 散 度 , 利用 式 
(11. 1. 2a) ,得 


vY.7+3 -0 (11. 1. 3) 


此 即 电荷 守恒 的 定 域 表示 式 . 
通常 习惯 引进 电磁 矢 势 4 和 标 势 $ 来 描述 电磁 场 . 根据 式 (11. 1. 2c) ,B 可 以 
表示 成 
B=VXA (11.1.4) 
(因为 V。(V XA4) 三 0, 见 本 节 末 的 矢量 分 析 公 式 ). 把 式 (11.1.4) 代 人 式 
(11. 1. 2b) ,得 


Vx (E+ 3A)=0 
因而 十 过节 A 可 以 表示 成 梯度 形式 一 Vy( 因 为 V X 《V8) 二 0) , 即 


三 二 二. 三 
下 一 一 一 34 一 V8 (11.1.5) 


式 (11. 1.4) 和 式 (11. 1.5) 代 和 人 式 (11. 1. 2a) 和 式 (11. 1. 2d) ,并 利用 V X(V XA)= 


@ 详细 内 容 可 参阅 J. D. Jackson, Classical Electrodynamics (Wiley, N. Y., 1975); R. Shankar, 
Principles of Quantum Mechanics, 2nd. ed. (Plenum Press, N. Y., 1994). 
草 昌 其 . 电动 力学 . 北京 :人 民 教 育 出 版 社 ,1978. 
俞 允 强 . 电动 力学 简明 教程 :北京 :北京 大 学 出 版 社 ,1999. 
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V(CV .4) 一 V4, 可 得 出 4 和 8Y Wd 


V$ 十 二 EA AE A) 一 一 4rpo (11. 1. 6a) 
_l19 19,\_ dx, 
VA 一方 各 4 一 v(V， A 十 二 2#)= 3 (11. 1. 6b) 


由 式 (11. 1.4) 和 式 (11. 1.5) 可 以 看 出 ,A 和 # 有 一 定 的 任意 性 , 即 和 A 和 5 分 别 做 如 
下 变换 ， 


4 一 4 一 4 一 VF (11.1.7) 
1 9 
多 一 多 一 多 十 一 E 也 


(7 为 (r, 的 任意 函数 ,Y/ 和 存在 ) 时 ,所 得 出 的 电磁 场 瑟 和 刀 是 不 变 的 ,因而 
不 影响 Lorentz 力 和 Maxwell 方程 组 . 这 种 不 变性 称 为 规范 不 变性 (gauge invari- 


ance). 
况 . 此 时 总 可 以 选择 (4,g) ,使 之 满 D 

V.A=0, $=0 (11.1.8) 
此 之 谓 Coulomb 规范 . 在 Coulomb 规范 中 , 自由 电磁 场 (o 一 0,j 一 0) 的 矢 势 满足 下 
列 波动 方程 : 


@ 一 般 说 来 ,(4,$) 不 一 定 满足 Coulomb 规范 ,此 时 ,可 做 规范 变换 , 取 
flrst) ——e| di$Cr,t) 
则 8 一 $=0,4 一 4' 二 4 一 Vf. 此 时 V，A' 不 一 定 为 0. 可 再 做 规范 变换 , 取 
f rt) = 一 二 jez TA , oe 
则 
Re te 


宇 Tv 。 [A | 


4rcj |r—r 
= 去 | -二 MAD 
A>A=A—Vf=A—Vf/—Vf 
VA =V.A—-Vf-—Vf 
利用 We TT 一 一 4x8Cr 一 r ,可 证 明 
Vf=V°"A(D) =V.A— Vf 
因而 V， 和 =0. 在 Coulomb 规范 中 ,如 要 再 进行 规范 变换 , 则 f 必须 不 依赖 于 时 间 变量 1, 并 满足 Laplace 方 
程 % 一 0. 此 时 车 要 求 在 空间 无 穷 远 处 |4 | 一 0, 则 和 4 将 唯一 确定 , 即 在 给 定 忆 和 B 的 情况 下 ,A 是 唯一 确定 


的 ,没有 什么 规范 自由 度 了 (参阅 上 页 所 引 R，Shanker 一 书 的 p，503). 
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VA— 1 OA=0 (11. 1. 98) 


C2 Dt2 
以 及 
V.A=0 (11. 1. 9b) 
考虑 到 式 (11. 1. 5) 和 式 (11. 1. 2a) ,还 有 
V.A=0 (11. 1. 9¢) 
方程 (11. 1. 9a) 的 一 种 特 解 (平面 单 色 驻 波 ) 可 取 为 、 
A = Acos(ker— wt) (11. 1. 10) 
w= kc = |klc 
大 为 波 矢 . 由 式 (11. 1. 9b) ,有 
KK。4, 一 0 (11.1.11) 


电磁 场 强度 为 
E 一 一 十 了 4 一 一 和 Ausin(kor 一 of) 
B=VXA—— kXA)sinker— wt) 
可 见 玉 和 B 都 与 k 生 直 ,E 和 B 彼此 也 垂直 , 且 大 小 相等 (|E|==1B|). 
电磁 场 能 量 密度 为 
wu 一 起 (| 也? 十 1B12) = 
动量 密度 (Pointing 矢量 ) 为 
P— 二 (BEBXB) 一 754oX (kX Ao)sin’ (kr — wt) 
nc 4xc 


(11. 1. 12) 


2 
亦 等 14o |?sin? Csr 一 wt) (11. 1. 13) 


= -sk|Ao |?sin? ker — wt) (11.1.14) 
4 
能 流 密度 为 | 
S= ££(EXB)= cP 
4 
一 fk|Ao |? sim (ker — wt) (11. 1. 15) 


Is|= ple |Ao |?sin? ker — wt) = uc 


11.1.2 经 典 辐 射 场 的 平面 波 展 开 


对 于 自由 电磁 场 ( 纯 辐射 场 ) ,采用 Coulomb 规范 (11. 1. 8) 是 方便 的 , 即 V .4 


V4 一 点 HA = (11. 1. 16) 


为 避免 计算 过 程 中 出 现 归 一 化 的 困难 , 先 设 辐射 场 局 限 在 体积 为 V 的 方 匣子 中 
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(在 计算 的 最 后 结果 中 ,让 V_>co) ,并 要 求 4 在 空间 的 变化 具有 周期 性 . 显然 ,方程 
(11. 1. 16) 可 以 分 离 变量 . 以 下 用 分 离 变量 法 求 方程 (11. 1. 16) 的 一 种 特 解 ,而 一 般 
解 可 以 表示 成 这 些 特 解 的 线性 和 到 加 . 令 


Alr,t) = g(t)Alr) (11. 1. 17) 

代入 式 (11. 1. 16) ,可 得 
ViA(r)+RA(r)=0 (11. 1. 18) 
g(t)+wg(t)=0 (11. 1. 19) 


式 中 &( 或 w 一 Ac) 是 不 依赖 于 > 和 + 的 常量 . 方程 (11. 1. 18) 的 解 可 取 为 平面 行 波 
解 ( 后 面 将 看 出 , 它 是 光子 的 动量 的 本 征 态 ) 


A(r) 一 ， /ees expLik, .站 (11. 1. 20) 
式 中 V4rc: 是 为 归 一 化 表述 方便 而 引进 的 . e 描述 辐射 的 偏振 方向 ,k 为 波 矢 . 设 
Y 一 三 (L 为 匣子 边 长 ), 则 由 周期 性 条 件 给 出 天 的 可 取 值 大 为 
hk = 至 (zz (11.1. 21) 
lmn 二 0, 土 1, 圭 2,…( 但 1 二 m= 二 n= 二 0 除外 ) 
(每 一 组 1,m,n 相应 于 一 个 波 矢 ,可 以 笼统 用 指标 1 标记 之 . ) 利 用 周期 性 边 条 件 可 
以 证 明 ( 参 阅卷 I ,4.4. 3 节 ) 


声 |arexp[ick 一 后 ) er] = hr, (11. 1. 22) 
式 (11.1. 20) 代 入 式 (11. 1. 8) ,得 横 波 条 件 
gek =0 (11. 1. 23) 


用 符号 4 来 标记 , 则 


ESW A’ = 4xc’ Ow (11. 1. 24) 
与 相应 (ww 二 | 1c) 的 方程 (11. 1. 19) 的 解 记 为 
qi (1) cc exp[ + iwt | (11. 1. 25) 


经 典 辐射 场 方程 (11. 1. 16) 的 一 般 解 ( 实 ) 可 表示 为 这 些 特 解 的 线性 释 加 (以 下 取 
q(t) ce ™’) 
Alr,t)= > [gDA Cr) gr (A (Cr (11. 1. 26) 


cc Pele “+e. c.] 
上 式 右 边 插 号 内 第 一 项 代表 沿 方向 传播 的 平面 单 色 波 ( 具 有 一 定 偏振 ), 第 二 项 
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c, c, 是 复 共 斩 项 ,代表 沿 一 护 方向 传播 的 平面 单 色 波 @. 
利用 式 (11. 1. 26) ,可 将 电场 强度 及 磁场 强度 表示 为 
1 9 1 Re 
De (Cg4 一 A 
ea OA) (11. 1.27) 
B=VXA= > (oOVXA4 二 orVXA4) 
4 
利用 上 式 及 正 交 性 公式 (11. 1. 24) ,可 求 出 辐射 场 的 能 量 为 
. |ar| E| 一 一 Bre Doe » Jarcaa, 一 和 4 )。 (grAx 一 qr Ax ) 


lo i x 和 。 
一 8 2 ww | ac: |a be A» dr 十 da qx [A be A dr | 
从 


TC2 
一 CA 二 gq) 
类 似 有 @ 
去 | azlal?= EME CA Sy “(qr VXAr + gi VXA:) 


-D(a dr(V XA) + (VXAi) 


gx 
+agr [dr(VXAh) «(VXA)) 
2 
二 > (gq; 号 | dr(A 。4v ) 十 c. c. | 
= 0g + qd) 
A 
所 以 辐射 场 总 能 量 为 
人 去 | arc 十 |Bl2) 一 > ot(oaz 二 wa) (11.1.28) 
从 
由 于 gq? 并 非 实 变量 ,彼此 不 正则 共 亏 , 为 便于 对 辐射 场 进行 量子 化 ,定义 实 
变量 
QQ 一 Q) 二 qx 
P,=q+q: = iw(g— gq ) (11. 1. 29) 
其 道 为 


@ 例如 , 见 M. O, Scully and M. S. Zubairy, Quantum Optics (Cambridge Univ. Press. 1997). 
@ 利用 
(VXA)* (VXAY)=V *: [A XVXAS)]+A : [V XCV XA3)] 
第 一 项 积分 后 ,化 为 面积 分 ,无 贡献 . 第 二 项 化 为 
2 
Ah。 [VOV AS)—VA?]=—A . (—k®A; = (A A: ) 
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-4(e i) 


qx 


=5(® FB) 


式 (11. 1. 30) 代 入 式 (11. 1. 28) ,可 得 


由 此 可 以 看 出 ,辐射 场 可 以 看 成 由 无 穷 多 个 谐振 子 组 成 的 体系 ,振子 频率 w 二 
| |c 由 式 (11. 1. 21) 给 出 ( 当 L->co 时 , 趋 于 连续 变化 ).(Q , P) 可 视 为 彼此 正则 


H= 专 DP! +Q) 
A 


共 轿 的 坐标 和 动量 ?. 
类 似 还 可 求 出 ( 留 作 读 者 练习 ) 辐 射 场 的 总 动量 为 


1 k 
P= pe XB) = 5) EP! + eR) 


4 


附录 矢量 分 析 公 式 


a,b,c,d,: 


@。 按 正则 方程 ,GQ 一 3 六 一 


:矢量 场 ;$y,y,… 标 量 场 . 

a (bXe)=b.(cXa)i+e: (axb) 

QX(DXc) = (a. 0)b— (a he 

axX bX)i+lbXe) Xat+cxX(axb)=0 

(aXxXh). (cxXd)=(a.0(b.d)—(a.d)(b. oe) 

(axXbD)xXexd)=[(axb dlc—[L(axXb .cld 
=[C(cxXd) .alb—[(cxXd) .bla 

VX(V#) =0, V. (VX@) =0, V.V$=V$=A 

VX (VXa)=V(V.@D—Aa, (Aad=V. (Va) 

V (gp) = $Vy+ VY 

A(Wy) = $Ap+2CV8) » (VO) + yA 

Vlga)= Vatae Vy 

VX (ga) = $VXat(Vh Xa 

V.(axXb)=b. (VXa)—a. (VXb) 

Vlaeb)=axX(VXhD)+i+bx(VXa)+(b. Vat+ la. V)b 

VX (axh)=alV.D)—bV.a)+b. Va— la. Vb 


l=—itr XVY,， v=i 郊 +j 疙 +k 芳 


Vv 一。 六 一 宙 "rXIl， 二 7/r( 径 向 单位 矢 ) 


aQ 


足 的 微分 方程 (11. 1. 19) 相 同 . 
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=Pi,P= 一 旨 = 一 能 Qi ,所 以 QofQ =0, Bb, + P, = 二 0,; 与 .9 满 


9 
A 从 7 
Vr=3, VXr=0 
Va Vxe 一 0 


11. 2 辐射 场 的 量子 化 


场 量子 化 的 基本 思想 是 : 找 出 描述 经 典 场 的 一 组 完备 的 正则 坐标 和 动量 ,然后 
把 它们 视 为 相应 的 算 符 , 满足 正则 坐标 和 动量 的 对 易 式 ,从 而 使 之 量子 化 ,此 时 
Planck 常数 将 出 现 其 中 . 按 上 节 分 析 , 经 典 辐射 场 可 以 看 成 由 无 穷 多 个 独立 的 谐 
振子 组 成 的 体系 . 振子 的 正则 坐标 和 动量 记 为 Q@ 和 P,. 按 正则 量子 化 方案 ,要 求 
它们 满足 
[Q,Q] = 0， [P,Prx]=0 (11. 2. 1) 
[Q ,Px |] = i 
为 方便 ,不 妨 引进 无 量 纲 算 符 a 与 or 


QQ 一 | 起- a+) 


(11. 2. 2) 
卫 ， =—iV (6al) 
其 逆 为 
= /网 ip\ /2 
ee (11.2.3) 


ax = 人 (Qip,)= /a 
利用 式 (11. 2. 3) 和 式 (11. 2. 1) ,不 难 证 明 
[ae 和 ] = 0, [at ,at]=0 (11. 2. 4) 
[La az = 6 
这 正 是 Bose 子 的 产生 和 淹没 算 符 满足 的 对 易 关 系 式 . 按 式 (11. 2.3) 及 11. 1 节 式 
(11. 1. 26) ,辐射 场 矢 势 的 展开 式 可 表示 成 


AlCr,t) = > | 吉 - [osAi Cr) exp(ient) +atAx (r)exp(— iw1)] 


(11. 2. 5) 
这 里 已 经 把 gq, Cz) 和 qx (z) 中 随时 间 简 谐 变 化 的 因子 明显 写 出 , 式 (11. 2.5) 中 am 与 
ax 不 再 依赖 于 时 间 . 注意 式 (11.2.5) 中 的 w 和 at 已 化 为 算 符 ,满足 对 易 式 
(11. 2.4). 在 粒子 占据 数 表 象 (occupation number representation) 中 (参阅 3.1 
节 ). 如 取 适 当 的 相位 规定 ,a 和 ay 的 运算 可 表示 为 
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7 
aln) = Vn In CO— 1) 


(11. 2. 6) 


不 难 验 证 
ata |n) = nm) (11. 2.7) 
正定 厄 米 算 符 aia, 正 是 4 态 上 的 Bose 子 数 算 符 ,其 本 征 值 为 n= 二 0,1,2,… 而 
1) 正 是 相应 的 本 征 态 ,n, 就 是 处 于 态 上 的 Bose 子 数 . 在 这 里 , 就 是 处 于 4 态 
的 光子 数 . 
把 式 (11. 2.2) 代 入 11.1 节 式 (11. 1. 31)， 本 2. 4) ,可 以 得 出 辐射 
场 的 Hamilton 量 


互 一 去 忆 (PolaD = 5 (da +) (11.2.8) 
相应 的 能 量 本 征 信 为 
E= > (十 译 )io (11. 2. 9) 
es 
类 似 可 求 出 辐射 场 的 动量 算 符 


P= 5 Ep: + 一 (ata, 二 译 ) 琶 ， (11. 2. 10) 
其 本 征 值 为 
P= 5(n 十 译 ) 克 ， (11. 2.11) 
由 式 (11. 2. 9) . 式 (11. 2. 11) 可 以 看 出 ,辐射 场 经 过 量子 化 之 后 ,就 变 成 了 由 光 
子 组 成 的 体系 ,处 于 4 态 的 光子 数 为 n, ,4 态 上 每 一 个 光子 的 能 量 和 动量 为 
EE=io, P= 检 ， (w= |kl|c) (11. 2. 12) 
由 此 可 以 看 出 
Ei—pc:=0 (11. 2. 13) 
这 是 光子 的 静 质 量 为 0 的 反映 . 考虑 到 ， 二 0( 见 11.1 节 , 式 (11. 1.23), 横 波 
条 件 ) ,光子 可 以 有 两 个 独立 的 偏振 态 . 这 是 光子 具有 自 旋 () 的 表现 ( 见 后 ). 
辐射 场 能 量 密度 分 布 
按照 Boltzmann 分 布 律 ,处 于 热平衡 (温度 TK) 的 体系 ,处 于 能 级 E, 的 概率 
P; 为 
一 去 exp[ 一 BE] (11. 2. 14) 
其 中 
Z = 2)exp[—pE:] (11. 2. 15) 
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这 记 ， 太一 1. 38 X 10-23J/K(Boltzmann 常量 ) 


因此 平均 能 量 为 


对 于 经 典 谐振 子 


工 与 p 为 连续 变量 , 式 (11. 2. 15) 中 > > [az|dp, 此 时 


“大 1 ，。: P| 2r 
pA | azapexp| —p( FD: + 坪 )|- ap 


因而 


对 于 量子 谐振 子 ,能 量 是 不 连续 的 ,EE, 一 (十 去 )ho。 
Z= > exp[— FE, | = >») exp|—p fw (n 十 去 ) | 
= exp[— wpB/2] >) exp[— Blown | 


= exp[— fsB/2] 
由 此 得 出 
9 1 1 
hy (z+ exp[ hsp] — 1 ) 
可 以 看 出 , 当 TT>co(B8>0), 量子 谐振 子 的 平均 能 量 
1 1 1 
Eee 一 各 | 去 十 到 8 三 &T 
与 经 典 振子 相同 . 


(11. 2. 16) 


(11. 2. 17) 


(11. 2. 18) 


(11. 2. 19) 


(11. 2. 20) 


(11. 2. 21) 


按 11.1.2 节 的 分 析 , 在 空 窒 V 二 L? 内 的 辐射 场 可 看 成 很 多 平面 单 色 ( 简 谐 ) 


波 的 合 加 , 波 和 撩 k 取 值 
(hhh) = 和 (l,m nn) 
l,m,n 一 0， 本 1， 士 2,……(! 一 7 一 1 一 0 除外 》) 


(11. 2. 22) 


考虑 到 偏振 ,每 一 组 (1,m,z) 值 对 应 有 两 个 振动 模式 ,相当 于 大 空间 体积 元 (2r/ 


也 2. 因此 在 空间 中 半径 过 |k| 的 球 内 相应 有 


.等 Be/( 笃 ) = 并 三 
a (¥) ee 


(11. 2. 23) 
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个 振动 模式 . 所 以 单位 体积 中 在 (wy 十 dy) 频 率 范围 内 有 
sma, (11.2.24) 


个 振动 模式 . 因此 热平衡 下 经 典 辐射 场 的 平均 能 量 密度 为 
8 kT dy 

此 即 Rayleigh-Jeans 公式 . 辐射 场 经 过 量子 化 之 后 ,被 看 成 无 穷 多 个 谐振 子 ( 光 子 ) 

组 成 体系 , 而 振子 能 量 是 不 连续 的 ,其 平均 能 量 由 式 (11. 2. 20) 给 出 . 由 此 可 得 出 辐 

射 场 的 平均 能 量 密度 随 频 率 的 分 布 


Bm ,hy 
ie ~ 1.2.26) 


(11. 2. 25) 


此 即 Planck 公式 | 在 上 式 中 ,已 把 式 (11. 2. 20) 中 的 零点 能 志和 略 去 了 


11.3 多 极 辐射 场 及 其 量子 化 
11.3.1 经 典 辐射 场 的 多 极 展 开 


原子 发 射 或 吸收 的 辐射 ,在 绝 大 多 数 情况 下 (包括 可 见 光 、 紫 外 线 等 ) ,波长 六 
原子 半径 ,只 需要 考虑 偶 极 辐射 . 此 时 用 平面 波 ( 光 子 动量 本 征 态 ) 来 展开 辐射 场 是 
方便 的 . 对 于 原子 核 的 y 辐射 ,其 波长 变化 的 幅度 很 大 ,各 种 多 极 辐射 都 有 可 能 出 
现 . ee 所 以 用 球面 波 ( 角 动量 本 征 态 ) 来 展开 


0 0。 0。 0。 0。 0。 0。 0 :000 .0 0。 。*。 。*。 .0 。 


so。 0 6 0 8 0 0 0 0 0 0 0 0 。0 。 。 +。 


小 ， 这 对 于 分 析 实验 数据 是 很 方便 的 为 此 ， 和 伦 经 典 辐射 场 的 多 极 展开 ， 然后 进 
行 量子 化 @ 
在 求解 辐射 场 方程 
(Vi+R)A(r)=0 (k = w/o) (11. 3. 1) 
V.A=0 (11. 3. 2) 
时 , 先 找 出 它 的 一 种 特 解 , 即 球面 单 色 波 ( 角 动量 本 征 态 ), 其 一 般 解 则 可 表示 成 这 
些 球面 波 的 又 加 . 为 此 目的 ,并 为 了 便于 表述 边 条 件 ,我 们 假设 辐射 场 局 限于 半径 
为 Re。 的 大 球 内 (最 后 让 Ro 一 co). 从 物理 上 来 看 ,要 求 4 在 球 内 有 界 ,并 要 求 在 球 
面 上 (一 Ro)4 的 切线 方向 为 0. 这样, 电场 五 将 沿 球面 法 线 方 面 , 而 Pointing 矢量 


3 (EXB) 将 沿 球面 切线 方向 , 即 无 辐射 能 流出 球 外 . 
为 了 便于 表述 方程 (11. 3. 1) 的 解 , 先 来 考察 一 个 更 简单 的 标量 场 方 程 


@ 参阅 ,J. M. Blatt and V. F. Weisskopf, Theoretical Nuclear Physics (John Wiley & Sons, New 
York, 1952), App. B. 
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(Vi+R)ur)=0 (11. 3. 3) 
的 解 , 此 方程 与 自由 粒子 的 Schr6dinger 方程 相似 . 方程 (11. 3. 3) 的 包括 原点 r==0 
在 内 的 物理 上 可 接受 的 解 可 表示 成 ( 见 着 TI ,6. 2 节 ) 
zi 一 j (hr) Yr 0, 9) (11. 3. 4) 
其 中 j 为 球 Bessel 函数 ,Y7 为 球 谐 函 数 ,k 值 由 边 条 件 确定 [ 见 式 (11. 3. 8)]. 
考虑 到 [1, Vj 二 0,1 二 rXP 是 角 动 量 算 符 ,可 知 bj, 满足 方程 (11. 3. 1) 
(Vi+k:)lu, =0 
再 利用 V。! 王 一 过 Y 。(rXV ) 一 0, 可 知 
V。 有 一 0 
因此 ,我们 找到 了 方程 (11. 3. 1) 的 满足 横 波 条 件 (11. 3. 2) 的 一 类 解 , 记 为 
4 = iClu,, . (11. 3.5) 
iC, 是 为 方便 而 引进 的 归 一 化 常数 (待定 ). 4 的 右上 角 标 . 愉 是 标明 其 辐射 性 质 ( 磁 
多 极 辐射 ,其 物理 意义 见 后 ). 考虑 到 r。! 一 0, 可知 r。 A% 二 0, 即 4 垂直 于 方 
向 . 因此 ,在 球面 上 4 的 切线 分 量 为 0 的 条 件 就 是 
A -R 一 0 (11. 3.6) 
用 式 (11. 3. 4) ` 式 (11. 3. 5) 代 入 ,并 注意 到 1 只 对 角度 变量 函数 运算 , 式 (11. 3. 6) 
可 化 为 
jkRo) =0 (11. 3.7) 
利用 jj(z) 的 渐 近 性 质 


;C2) >% sin(r— lx/2) 
了 二 


可 知 , 当 Ro 一 oo 时 , 式 (11. 3.7) 给 出 大 的 可 取 值 为 
kRo — lx/2 一 Ar， A=0,1,2,.… 
即 
k=k = (Ll/2 r/Ro (11. 3. 8) 

波动 方程 (11. 3. 1) 的 与 4 和 线性 独立 的 另 一 个 横 波 解 可 如 下 求 出 . 由 于 V Xx 

与 V 对 易 ,可 知 
(Vi+R) VX (du,)=0 
而 且 
V. [VX (lu,)]=0 

所 以 V X (ui) 也 是 方程 (11. 3. 1) 的 一 个 横 波 解 , 并 且 与 bj 线性 无 关 , 记 为 


多 一 是 VX um) 一 站 VX 她 (11. 3.9) 
A 右上 角 标 8 表示 辐射 场 的 性 质 ( 电 多 极 辐射 ). 不 难看 出 
A .AL 一 0 (11. 3. 10) 
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可 以 证 明 2 
VX (um)= VX [LjCkr) TYY 0, 9)] 


a 法 { 训 [rr)])vY? 一 读 j Cir)rV2Y 
式 中 第 一 项 为 切线 分 量 , 第 二 项 为 径 向 分 量 , 因 此 , 边 条 件 为 


QC)]| 二 0 
Y r=Ro 
Ro 一 co 极限 下 ,上 式 给 出 
cos(kR,— /lrx/2) = 0 
即 
ee PY (十 去)z 
或 


,= (4 十 全 二 )r/R。 


A 一 0,1,2,… 


(11. 3. 11) 


(11. 3. 12) 


(11. 3. 13) 


这 样 ,我 们 已 找 出 辐射 场 方程 (11. 3. 1) 的 两 组 线性 无 关 的 球面 横 波 解 A5, ,o 
二 .8 分 别 表示 磁 多 极 和 电 多 极 辐射 . 以 下 为 方便 ,把 以 上 公式 中 的 角 动 量 量子 


数 lm 换 记 为 LM ,以 标记 光子 的 角 动 量 . 


@ 利用 
VX1=— 讨 VX(rXV) 
= [vV (itr 部 )-rv | 
令 6 二 r/r( 径 向 单位 矢 ), 则 


VX um) = VX [i )TY? (Gp)] 
= (Vb)) XIY2 十 jir)VXCY7) 


= [Bi Je x rr + ni) [v (itr )-rv | 
=—— 访 | -到 ji |e, x (e XVIY? + LEVY 一 rw] 
利用 eX(e,XV)==e(e,*V) 一 Ve, 她 一 V ,得 
vx Con) 一 这 | 7 也 jer) 引 Yr + CAD LV Yr—r YY?] 


一 达 {六 Ei] }vY —ifhj, CRr)rV2Y7 
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可 以 证 明 Afw 的 正 交 归 一 性 , 即 取 适当 的 归 一 化 因子 


8r oA 
Cr = [LEH DR (11. 3. 14) 


之 后 ， 
Mw + Afr dr 一 nc? do dh, Bi ar (11. 3.15) 
若 (c, 尺 L,M) 诸 量子 数 笼统 用 和 来 标记 , 则 上 式 可 表示 为 
全 A (11. 3. 157) 
下 面 讨论 电磁 场 包 w 和 Biv 的 性 质 . 
对 于 音色 流 
pO ee (11.3.16) 
而 


@ 首先 考虑 c 一 c 一 AU( 磁 多 极 辐 射 )， 
[ht “4 为 rdr 一 | Cr | ir Gari Caer) rdr (IYIm)* » (IYLm )d0 


= | C27] i air rr) dr| Yi Yu dn 
= |C 12LL + DE |i Cari Cr) dd Ome 


= | G12LU+TDR (RN )3uadudmr 
A 


归 一 化 条 件 要 求 
cz12 = 8rc2k? Bnew 
5 LCL+DRER LCE+DRRo 
其 次 考虑 o=o 二 El( 电 多 极 辐射 ) 
|4 久 . Afne dr = 7| (Vx af * (VX A Jdr 
利用 


(VXAf* )» (VXAfw) = VV. [A X (VXAfYr)] TAM + VX (VA ) 
式 中 第 一 项 积分 后 ,化 为 面积 分 ,无 贡献 . 利用 横 波 条 件 , 第 二 项 化 为 
VX(VABMY)=V(V .Af )— VA =kyAby 
由 此 ,得 


[a * Mf dr = gg |e * Afr dr = 4nc?Bs ,011 60M 
最 后 考虑 |A#4* 。Afi dr, 利用 式 (11. 3. 5)、 式 (11. 3. 9) 及 式 (11. 3. 11) ,积分 可 分 为 两 项 ,它们 的 角度 部 分 
分 别 为 
wap :CV Yum dn = [Yi VYine dQ =0 
evao .wwymoao=|wa «r VY dQ =0 
因而 。 
[fate Afwdr=0 
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Elr,t) = E(r)expLiwt]++ce.c. 
B, (r,t) = Bi(r)expLiwt | ce.c. 


Eo=—— ~A, B=VXxXA 


El(r) =— ik,A, (7) 
Br) = 二 VXE() 
> 
对 于 磁 多 极 辐射 (二. 从 ,利用 式 (11. 3. 5) ,得 


Ef = kCrlum 
B#s 一 iCrVX Car) 
对 于 电 多 极 辐射 (c 王 6 ,利用 式 (11. 3. 9) 得 ? 
Ey =— iCLV X (kum) 
Bi = kiCr (lum) 
由 式 (11. 3.19) . 式 (11. 3. 20) 可 看 出 : 
(1) 
Ei 二 Biw ” 字 称 为 (一 1)* 
Ei 一 一 Bo 字 称 为 (一 1 
(2) 


r. Es 一 r。B2 7 一 0 


(11. 3. 17) 


(11. 3. 18) 


(11. 3. 19) 


(11. 3. 20) 


(11. 3. 21) 


(11. 3. 22) 


它们 均 垂 直 于 径 向 方向 . 无 论 co 一.h 或 8,E 和 B 总 是 彼此 垂直 ,所 以 相应 的 Point- 


ing 矢量 总 是 沿 球面 的 切线 方向 . 
11.3.2 多 极 辐射 场 的 量子 化 


多 极 辐射 场 的 量子 化 的 思想 与 11. 2 节 相 同 . 不 同 的 是 ,11. 2 节 是 用 平面 单 色 
波 (光子 动量 本 征 态 ) 来 展开 辐射 场 ,而 现在 则 是 用 球面 单 色 波 (光子 角 动 量 本 征 


态 ) 来 展开 , 即 


A = 5 去 - [ah,Cr)exp(iwz) 十 ath* Cr)exp(— iwt)] 
从 从 


(11. 3. 23) 


形式 上 与 11. 2 节 式 (11. 2.5) 相 同 ,但 4 (Cr) 是 球面 单 色 波 [ 见 式 (11.3.4)、 式 


® 下 (一 到 YXxCCY Xk) = {VY Cu) IV hm) =Crhalum 


(V » 1=0, Vilum =—Rlurm) 
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(11. 3.5). 式 (11. 3.9)], 它们 满足 的 正 交 归 一 性 公式 (11. 3.15 ) 与 11.1 节 式 
(11. 1. 24) 形 式 上 也 完全 相同 . 因此 场 量子 化 条 件 也 同样 表示 成 


La， ,GY] = Ow 


[asar | = [at,at]=0 (11. 3. 24) 
[与 11. 2 节 式 (11. 2.4) 相 同 ]. 辐射 场 的 Hamilton 量 类 似 可 表示 成 
es 1 
~ HH=B (+B) = DD (det) C11.3.25) 


A 为 矢量 场 ,其 内 豪 角 动量 (光子 自 旋 ) 为 1. 这 从 它 在 空间 旋转 下 的 性 质 [一 
阶 张 量 , 见 6. 3 节 式 (6. 3. 10)] 也 可 看 出 . 以 下 证 明 AJx 是 LC(F),L,,s? 的 共同 本 
征 态 , 即 

LA = EA 一 工 代 十 1) 起 47 ， 工 一 1,2,3，… 
LAy = MiAy, M=L,L—1,.…,—L (11. 3. 26) 
S247 一 2 Arm 


这 里 
L=i+s (11. 3. 27) 
是 光子 的 总 角 动 量 . 
证 明 ”如 采用 Cartesian 坐标 系 ,A 可 表示 成 列 矢 
A- 
“A= |4, (11. 3. 28) 
A. 


则 s 对 它 的 运算 可 用 下 列 矩 阵 表示 ( 见 卷 工 ,5. 4. 2 节 ): 


0 0 0 0 0 1 0 一 1 0 
5 一 和 |0 0 一 1]|，s 一 丢 0 0 | 中 0 , 
0 1 0 一 1 0 0 0 0 0 
(11. 3. 29) 
容易 证 明 
9 一 殖 十 于 十 呈 一 2 不 了 (11. 3. 30) 
即 光 子 自 旋 s=1. 
另外 ,利用 


Ll = 1,—ife, Xl= Ul,.— sl 
[用 式 (11. 3. 28) 、 式 (11. 3. 29) 及 角 动 量 各 分 量 的 对 易 式 容易 证 明 ], 可 得 
llum = Umum — slurm = Mi — s,)lurm 

所 以 . 

Llum = (Li ss) lum = Mhlurm (11. 3. 31) 
因而 

L.Aifs = MA (11. 3. 32) 
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类 似 也 可 证 明 


LAs = MiASy (11. 3. 32’) 
再 利用 
L=E+s+2s.1 (11. 3. 33) 
Cs » Dlum=—ebim (11. 3. 34)@ 
以 及 式 (11. 3. 30) 可 证 明 
Lh = Pm = lwy = LL Rm (11. 3. 35) 
所 以 
LA = LL DAL 
类 似 也 可 证 明 


LA 一 工 ( 工 十 1) 下 48， 
应 该 提 到 , 工 一 0 的 辐射 (光子 ) 是 不 存在 的 ,因为 当 工 一 0 时 ,4Y 一 iCorYo 一 0， 
同 理 Ao 一 0. 这 也 是 辐射 场 为 矢量 场 (光子 有 内 享 角 动量 ;二 1) 的 反映 . 


11.4 自发 多 极 辐射 


下 面 考 虑 一 个 实物 粒子 (> 天 0) 体 系 ( 例 如 原子 .原子核 等 ) 的 自发 多 极 辐射 
在 此 过 程 中 ,应 把 实物 粒子 体系 和 辐射 场 都 看 成 量子 体系 . 整个 体系 的 Hamilton 
量 表示 为 


H=H, 2 -(P, 一 AD) -WBOHV Al4.D 
其 中 
H, = > (ea 十 去) 和 (11.4.2) 


表示 辐射 场 的 Hamilton 量 ,P; 表示 第 i 个 实物 粒子 的 正则 动量 ,e; 和 mm, 表示 粒子 
电荷 与 质量 ,p; 表示 其 内 豪 磁 矩 算 符 , 一:， B(i) 表 示 第 ;个 粒子 的 内 豪 磁 矩 与 磁 
场 B 的 相互 作用 ,V 表示 实物 粒子 之 间 的 相互 作用 . 五 可 改写 成 


@ 利用 
szlzl=lzssl= lifi(es XD=iflz (lyez— Lzey) 
sylyl =ifly (lzez — lzez) 


Gsals + syly) lum= (MCDes — ey) + Cy — Dl) ee} um 
= 讨 (Mi (lyez — lzey) + fes}urm 
9 


selslurm = jj。 X (li(lzez + lyey Lez) }urm 
= ije。 X {Mi (lzez+ lyey lzez)—ifk(lyer — lzey)} urm 
一 壕 {Mi (ley — lyez) 二 诉 (lyey + lzez)}urm 
由 此 即 得 出 式 (11. 3. 34). 
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H=H++H 
H, = H,+ Hy 


Hn = DP +V (11.4.3) 


H’ Se P;— Dp. BCi) 


Hn 表示 (无 辐射 场 时 ) 实 物 粒子 体系 的 ji H' 表 示 实 物 粒子 体系 与 辐 
射 场 的 相互 作用 (这 里 已 利用 了 横 波 条 件 V， 和 4 二 0, 并 忽略 了 A? 项 ,通常 认为 HH 
为 微 扰 , 而 和 项 看 成 二 级 微 扰 项 ). 

为 确切 起 见 , 设 考虑 的 实物 体系 为 一 


个 原子 核 (或 原子 ) ,其 初 态 记 为 |a), 具 有 la> BaJarta 
确定 的 能 量 E,, 角 动量 J,CM,) 及 宇 称 小 Na, Ye 
如 图 11. 1 所 示 . 对 于 自发 辐射 , 初 态 中 没 “|。、 ee 


有 光子 ,因此 整个 体系 (原子 核 十 辐射 场 ) 

的 初 态 记 为 | 让 一 |a) 10,). 设 原子 核 未 态 记 ee 

为 |2》 ,在 自发 辐射 过 程 中 将 产生 一 个 光子 ,处 于 4 态 ,光子 能 量 fw 一 EE 一 EE,, 整 
个 体系 末 态 记 为 | 有) 二 15) |1,). 下 面 计算 自发 辐射 的 路 迁 概率 . 

由 于 原子 核 的 初 未 态 具 有 确定 的 角 动量 和 宇 称 , 因 此 辐射 场 采用 多 极 展开 是 
方便 的 . 此 时 光子 态 用 = {o, 驴 ,L,M) 刻画. c 一 &( 电 多 极 辐射 ) 或 XC( 磁 多 极 辐 
射 ), 妈 二 o/c,LCMD 表 示 光 子 角 动量 (及 投影 ). 当 Ru->co( 即 辐射 场所 占据 的 空 
间 ->co) ,整个 体系 的 末 态 能 级 将 连续 变化 . 按 Fermi 的 黄金 规则 (golden rule) , 体 
系 的 跃迁 速率 (单位 时 间 胜 迁 概率 ) 为 

ws = EFIH li |’p (11.4.4) 


or 是 体系 末 态 的 态 密 度 ( 单 位 能 量 范围 中 的 量子 态 数 ). 按 11. 3 节 式 (11. 3. 8) 与 
式 (11. 3. 13) 


Lx ttlyx 
= (二 过) 昌 ce 层 (11.4.5) 
A=0,1,2,.… 
所 以 dk /= x/Ro , 而 末 态 态 密度 
a_ la_lda_Rk 
因此 
ws 二 2 人 | | HO) | ol (11. 4.7) 


微 扰 H'[ 见 式 (11.4.3)] 只 含有 A 的 一 次 项 . 4 的 多 极 展开 式 [ 见 11.3 节 , 式 
(11. 3.23)] 为 
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Alr,t) = 之 / 生 [GAiCDexp[ioo] 十 直 A7 (r)exp[— iw,t |]] 


(11. 4. 8) 
这 样 , 互 的 每 一 项 只 含有 一 个 光子 产生 或 沽 没 算 符 . 对 于 |10,) 习 |1) 的 跃迁 ,只 有 
ax 项 有 贡献 . 利用 (1; |ax 0 一 1, 可 以 得 出 


ws — EIH Ia) (11.4.9) 

在 上 式 中 五 已 经 不 再 含有 光子 产生 和 淹没 算 符 , 它 只 对 原子 核 的 态 进 行 运算 , 表 
示 为 

H Se ;) . P,— 2 [Vi X4i(Cr)] (1.4.10) 


在 式 (11. 4.9) 中 ,只 \ 需 计算 上 式 在 原子 核 初 态 la) 和 末 态 15) 之 间 的 矩阵 元 
《| 五 |a). 对 于 磁 多 极 辐射 (c 一 -0 


| Cau)? 已 十 Ca VX ho) ) 1.4.1D) 
对 于 电 多 极 辐射 (c= 外 
H — 3 (ACVX bn)? + Pt pe Cn)? ) C14 12) 


原子 核 的 y 跃迁 中 ， y 光子 能 量 _ 般 约 为 1MeV， 相应 波长 
大 一 不 /已 200fm 六 核 半 径 a( 3 一 7fm) (11. 4. 13) 
当 r>a 时 ,原子 核 波 函数 迅速 趋 于 0, 在 计算 式 (11. 4.9) 中 的 矩阵 元 (1H’la) 的 
空间 积分 时 ,只 和 需 局 限 在 核 内 ,而 在 此 区 域 中 


加 
因此 wim 函数 中 的 球 Bessel 函数 可 近似 表示 为 


bl (kr)r 


jL(kr) 一 一 ~ LED (11. 4. 14) 
利用 此 结果 可 以 化 简 人 | 五 |a 中 瓦 各 项 的 表示 式 ,最 后 可 得 ( 见 本 节 末 附注 ) 
/ _ GCL++DE i 
《| 五 cy》 = TD 《| Me |a) (11. 4. 15) 


式 中 
Mo 一 2 Mr (i) 


MN GD = er TY (0 8) —ik LL+1) gp Xr) (VYY ), dl 4. 16) 


Mi (人 i »。 (Vr YY ); 二 。* (Vr YY )， 


gs 十 (Vr YY ), (11. 4. 17) 


= 二 ( a 0) 
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分 别 为 电 、 磁 多 极 矩 算 符 . 式 (11. 4. 16) 右 边 第 二 项 的 贡献 通常 比 第 一 项 小 得 多 ,可 
忽略 . 因此 
MN i) A Er! YY (0,,9;) (11. 4. 18) 
用 式 (11.4. 15) 一 式 (11.4. 18) 代 入 式 (11.4.9) ,利用 | Cr|1: 一 8row2/ 工 ( 工 十 1) 起 R 
[ 见 11. 3 节 式 (11. 3. 14)] ,得 
kt! 


7 
Be (11.4. 19) 


在 核 物 理 中 ,习惯 上 记 为 Ts (ocLM) ,表示 原子 核 从 a 态 跃 迁 到 2 态 ,并 放出 (coLMD 
光子 的 跃迁 概率 /单位 时 间 . 光子 的 能 量 iw 二 EE, 一 包 ,k 二 w/c, 角 动量 为 L. 
原子 核能 级 与 磁 量 子 数 M 无 关 . 实验 上 往往 只 对 从 初 能 级 E。 到 末 能 级 的 
跃迁 概率 感 兴趣 ,此 时 应 该 对 末 态 的 磁 量 子 数 Ms 求 和 ,对 初 态 的 磁 量 子 数 M. 求 
平均 (M 一 M, 一 Mi). 这 样 ,从 能 级 a 到 能 级 5 的 跃迁 概率 /单位 时 间 可 表示 为 


_ 8xCL+D) 1/w\t 
DO A 抱 BoL) (11. 4. 20) 


其 中 
1 ox 2 
B(aL) = < D 人 | 《| .es a) | (11. 4. 21) 


称 为 约 化 (reduced) 婚 迁 速率 , 它 与 原子 核 的 初 . 末 态 波 函 数 密切 相关 ,反映 了 原子 
核 结构 的 信息 . B(oL) 的 计算 比较 复杂 ,通常 要 采用 某 种 简化 模型 来 计算 (如 单 粒 


子 模型 ,集体 运动 模型 等 ). 式 (11. 4. 20) 右 边 的 因子 
人 (2) | (11. 4. 22) 


LL[C2L+IDIIT fk\c 
则 与 模型 无 关 ,只 依次 于 路 和 的 多 极 性 (ol) 及 7 光子 的 能 量 ho 
例 电 偶 极 辐射 (El). 
如 采用 单 粒 子 模型 来 计算 , 即 假定 原子 核 初 末 态 之 别 仅 在 于 某 单 粒子 的 态 发 
生 了 变化 ,同时 伴随 有 一 个 7 光子 (=1, 字 称奇) 发射 . 按 式 (11. 4. 20) 与 式 
(11. 4. 18) ,可 得 


Ta (ED = ME (2 ) Delayrlol (11. 4. 23) 
利用 

rY1 一 ry Sy) 

: 4x : 8r 
得 
3 
和 GED 一 基于 (全 ) 时 .ecla 十 le 十 | 四 
区 滞 
一 二 5 汉 ml (11. 4. 24) 
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这 正 是 电 偶 极 自发 辐射 系数 , ( 见 卷 TI ,12. 5. 2 节 ). 

讨论 

1) 宇 称 选择 定 则 

按 式 (11. 4. 21), 对 于 电 (c 一 全 二 极 辐射 ( 记 为 EL) ,光子 宇 称 为 (一 1) ,对 于 
磁 (o 王 .从 LL 极 辐 射 ( 记 为 ML) ,光子 宇 称 为 (一 1)"1!. 设 原子 核 初 . 末 态 的 宇 称 分 
别 为 x 和 x, 则 按 宇 称 守 恒 


Ta7[5 一 


一 1D)7， EL 
人 (11. 4. 25) 


(一 1 ly ML 

2) 角 动量 选择 定 则 

设 原 子 核 初 . 末 态 角 动 量 分 别 为 [。 和 了 ,. 由 于 oL 光子 带 走 角 动量 工 , 按 角 动 
量 守恒 


| 五 一 五 | 委 工 和 (于 十 五) (11. 4. 26) 
即 只 当 
工 一 | 五 一 五 | ,| 五 一 两 | 十 1 ,| 五 十 五 | (11. 4. 27) 
跃迁 才 可 能 发 生 . 
3) 夏 迁 速率 随 多 极 性 的 变化 
利用 
Lv A Olea') (a 为 核 半径 ) 
人 0( 生 ar) 下 一 wo) (11. 4. 28) 
按 式 (11. 4. 20) . 式 (11. 4. 21) 
TL+D) 22 /Xi 
se = (人 4) (11. 4. 29) 


一 般 7 射线 能 量 io 约 为 1MeV, 可 求 出 (Xt/a)*A10 司 一 10 习 ,所 以 cL 十 1 辐射 路 
迁 速率 比 oL 辐射 要 慢 2 或 3 个 数量 级 . 考虑 到 宇 称 守 恒 , 辐 射 的 多 极 性 cL 的 奇偶 
由 rrs 确定 [ 见 式 (11. 4. 25)].c 相同 的 多 极 辐射 的 工 只 能 相差 偶数 . 而 


To 2 
区 CD A 10 10 (11. 4. 30) 


oL 十 2 辐射 根本 不 可 能 与 oL 辐射 竞争 . 因此 , 角 动 量 选 择 定 则 允许 的 多 极 辐 射 [ 见 
式 (11.4.27)] 中 ,只 有 
| L= |L 一 世 | 或 | 一 I,| 十 1 (11. 4. 31) 

可 能 被 观测 到 ,其 中 究竟 哪 一 个 L(| 1 一 ,| 或 |1, 一 | 十 1) 辐 射 能 被 观测 到 , 取 
决 于 初 . 末 态 的 宇 称 和 辐射 为 电 多 极 性 或 磁 多 极 性 . 

4) 电 、 磁 多 极 辐射 跃迁 速率 的 比较 

按 式 (11. 4. 20) \ 式 (11. 4. 21) . 式 (11. 4. 28) ,可 得 出 ( 设 已 一 jimsz1MeV) 
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了 人 
~ | ~ > 
mc C 
了 (5 i ~ 1 (11. 4. 32) 
而 
TML+D I 


TCEL) 
因此 ,只 有 ECL 十 1) 可 以 与 ML 竞争 . 这 与 实验 观测 相符 . 
5) 由 于 辐射 光子 总 要 携带 一 定 的 角 动 量 (L=0 的 辐射 不 存在 ), 所 以 I 二 0 和 
五 一 0 之 间 不 可 能 通过 y 辐射 来 实现 其 跃迁 , 即 
0 < 一 -0(7y 寻 迁 禁 戒 ) (11. 4. 33) 
在 此 情况 下 只 能 通过 其 他 方式 进行 跃迁 . 例如 , 当 
(E,— E,) > 2mc’ > 1.06MeV 
则 E, 能 级 可 以 通过 产生 正人 负电 子 对 来 实现 退 激 . 如 x, 二 x ,也 可 通过 内 转换 来 实 
现 退 激 . 
概括 起 来 ,在 给 定 Lx。 和 Tors 后 ,可 观测 到 的 多 极 辐 射 如 下 所 示 : 


* 了 .一 五 一 0 除外 . 


( 注 ) 式 (11.4.15) 一 (11.4.17) 的 推导 
式 (11. 4. 11) 右 边 第 一 项 可 化 为 


1D) Ci nd); 一 i LP + (un)? [利用 TV. (lm) = 0] 


:hiC. ihC 
3 和 Cp, 。 (rx Vum); = > te rl 。 (Vurm): 


eihCr kT’ 


me GE VY); (11. 4. 34) 


式 (11. 4. 12) 第 二 项 类 似 可 化 为 
-和 Dp 。 (lum)? =— 站 C， Zp 。 (r X Vuim)i 


=— :Dn xm we 


&C 1 Mx 
一 过 Cr GE TD Xm) VY ); (11.4.35) 


式 (11. 4. 11) 右 侧 第 二 项 ,利用 
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VX (ma) ’ = VX GX Ve 
AACE 
ii [Lm — V+) Ji (kr)YY" (0,9) 
(因为 如 < 裤 1 第 一 项 < 第 二 项 ) 
全 一 壕 (1 十 L) Vi (kr)YY* (0,9) 
,人 (了 十 1] 好 
这 [5 下 1 Vr YY* (0,9) | (11. 4. 36) 
所 以 式 (11. 4. 11) 右 侧 第 二 项 化 为 
. «CCL + DE y 
iCr Dn 。(VX lum); ~ GETFDI 2 » (Vr YY ), (11. 4. 37) 
最 后 , 式 (11. 4. 11) 右 侧 第 一 项 化 为 


— Cr Vx kn) .P=— BD 
i Miw 


Et [arar —r) VX hn) «mo 
a ba)" » Dedlr—r) ev 


=— 人 |dr(vx en (11. 4. 38) 
(CU 
其 中 
j= >ei3Cr 一 mu 
是 核电 流 密度 . 利用 式 (11. 4. 36) , 式 (11. 4. 38) 化 为 


工 L 
Wt arcv YY ) > 三 二 Het -fy V.jdr (11.4.39) 


[这 里 在 分 部 积分 时 ,V。 (x YY*j) 化 为 面积 分 ,而 在 边界 上 (无 穷 远 处 ) ,7 一 0]. 再 利用 连续 性 
方程 


9 = 一 Se 
V 7 一 30 一 请 二 CoHw Hnpo) 
Ha 为 原子 核 Hamilton 量 , 于 是 式 (11. 4. 39) 化 为 


CD 
5 和 ”这 (oHn — Hnp) dr 


在 计算 矩阵 元 (2| H'|a) 时 ,得 [注意 :EE 一 为 一 各 yo) 一 >)ei8Cr 一 n)] 


工 工 
GF EE) [YY pdr | 0) = MISH) Dert YY (0,p) | 0) 


(11. 4. 40) 
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附录 A ”分 析 力 学 简要 回顾 2~® 
A.1 最 小 作用 原理 与 Lagrange 方程 


设 体系 的 Lagrange 函数 记 为 L(gi,*** ,qn ,4 10) ,或 简 记 为 L(g,g,t),g; 
(i 二 1,2,…,n) 是 足以 确定 体系 位 置 的 一 组 独立 的 坐标 ,n 为 体系 的 自由 度 ,9; 为 
广义 速度 . 设 体系 处 于 保守 势 V 中 ,本 为 动能 , 则 工 二 T 一 V.( 如 V 包含 与 时 间 有 
关 的 外 界 作用 , 即 体 系 为 非 保守 系 ,L 将 显 含 i. 以 下 如 不 特别 声明 ,都 只 讨论 工 不 
显 含 t 的 情况 . ) 

设 体系 在 时 刻 从 点 A 出 发 ,经 过 某 轨道 gC() 在 时 刻 达到 点 B( 图 A. 1). 对 
于 每 一 条 轨道 gq(z) ,可 定义 作用 量 (action) 


f 
Sad]= | L(g (A.1.1) 


它 依赖 于 粒子 所 走 的 轨道 9() , 即 它 是 g(#) 的 函数 ,所 以 是 一 个 泛 函 (functional)， 
其 量 纲 与 角 动 量 同 . 对 于 给 定 初 终点 位 置 A 和 B, 粒 子 可 以 有 各 种 可 能 的 轨道 . 试 
问 : re tn 条 轨道 ? 最 小 作用 原理 (principle of least ac- 


i 在 下 列 条 件 下 
8g(t) = g(t) =0 (A. 1.2) 
要 求 | 
8S=0 (A. 1. 3) 
换言之 ,粒子 实际 所 走 的 轨道 ,与 相 邻 的 各 种 可 能 轨道 ( 初 终点 位 置 相同 ) 相 比 ,其 
作用 量 取 极 小 值 . 
按照 最 小 作用 原理 ,不 难 求 出 ga(z) 满 足 的 微分 方程 . 按 式 (A. 1. 1)， 


83S = [3 [Namt 3 ] 


中 H.Goldstein,Classical Mechanics (Addison-Wesley, Reading, Massachusetts, 1950). 

@ L.D.Landau and E. M. Lifshitz, Mechanics, Course of Theoretical Physics, Vol. 1(Oxford, Perga- 
mon Press,1976) ;3"ed. ,世界 图 书 出 版 社 公 司 ( 北 京 :1999). 

®@ E.C.G. Sudharshan and Mukunda, Classical Dynamics, A Modern Perspective (Wiley, N. Y.， 
1974). | 

@® R.Shankar,Principles of Quanium Mechanics,2nd. ed. ,chap. 2(Plenum. Press,N. Y. ,1994). 

® E.J.Saletan and A. H. Cromer, Theoretical Mechanics (John Wiley & Sons,1971). 中 译本 ; 卢 邦 正 ， 
姜 存 志 译 ,理论 力学 ,高 等 教育 出 版 社 ,北京 ,1989. 
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EE ee A 


图 A.1 


一 eal | me 


99; 
按照 式 (A. 1. 2) 与 式 (A. 1. 3) ,得 


5 一 了 | se[ 关 一 此 (下 )]ao =。 


99: 
由 于 6gi:(i 二 1,2,…,n) 是 任意 的 ,所 以 要 求 
aL droL]_ 5 a 
人 | en (A.1.4) 
此 即 Lagrange 方程 . 
如 取 gq; 为 Cartesian 坐标 z;, 则 
L=T—V= Dm —V(zxi,*, xn) (A. 1.5) 
而 Lagrange 方程 (A. 1. 4) 化 为 
re PE A CA 6) 
Gh 
即 Newton 方程 . 令 
pb; 二 站 (A.1.7) 
9d; 
F,=2L (A. 1.8) 
9g; 


分 别 表示 与 广义 坐标 g; 相应 的 广义 动量 和 广义 力 ?, 则 Lagrange 方程 形式 上 与 
Newton 方程 相同 ， 


@ 例如 ,9: 为 描述 绕 定 轴 旋转 的 角度 , 则 p; 表示 绕 定 轴 的 角 动 量 ,F; 表示 绕 定 轴 的 力 和 所 
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p= 已 (A. 1.9) 

Lagrange 方程 (A. 1.4) 是 含有 n 个 坐标 变量 g; 对 时 间 的 二 阶 导数 的 微分 方 
程 . 当 给 定 2n 个 初 条 件 q;(0) ( 初 位 置 ) 和 4;(0) ( 初 “ 速 度 ”) 之 后 ,求解 微分 方程 
(A. 1. 4) 即 可 把 解 确 定 下 来 . 

讨论 

(1) 在 经 典 力学 的 Lagrange 形式 中 ,人 们 只 需 构 造 体系 的 工 这 样 一 个 标量 ， 
全 部 的 运动 方程 即 可 通过 对 工 的 简单 的 微分 运算 而 得 出 . 而 Newton 方程 的 建立 ， 
涉及 矢量 运算 ,较为 复杂 ,特别 是 采用 曲线 坐标 系 的 情况 . 

(2)Newton 方 程 (A. 1. 6) 所 示 的 简单 形式 ,只 在 Cartesian 坐标 系 中 才 成 立 . 
与 此 不 同 ,无 论 采用 哪 一 种 坐标 系 , Lagrange 方程 的 形式 都 一 样 , 即 式 (A. 1. 4) 
所 示 . 

(3) 在 Lagrange 形式 中 ,易于 分 析 守 恒 量 . 设 不 依赖 于 某 坐 标 g;, 而 只 依赖 
于 ci[ 此 时 q; 称 为 体系 的 循环 坐标 (cyclic coordinate)], 按 式 (A.1.4) 和 式 
〈A.1.7) ,可 知 广义 动量 p; 为 守恒 量 (# 二 0). 由 于 在 任何 坐标 系 中 Lagrange 方程 
的 形式 都 一 样 ,人 们 可 以 较 方 便 地 选择 合适 的 坐标 ,以 找 出 体系 的 守恒 量 ,这 样 可 
以 最 佳 地 反映 势能 的 对 称 性 . 

(4) 上 面 讨论 的 是 保守 体系 . 对 于 在 电场 E 和 磁场 B 中 的 荷 电 gq 的 粒子 , 受 力 
(Lorentz 力 ) 为 


F=—a(E+TvxB) (A.1.10) 
其 中 一 ” 是 粒子 速度 . 在 一 般 情况 下 , 它 不 能 用 一 个 保守 势 来 描述 , 不 能 表示 
成 (T 一 V) 的 形式 . 可 以 证 明 , 荷 电 粒 子 的 Lagrange 量 如 写成 


L=— Fm —g$— Lv.A (A. 1.11) 
C 


则 可 以 给 出 正确 的 运动 方程 式 . 式 (A. 1. 11) 中 8 和 A 分 别 为 电磁 场 的 标量 势 和 矢 
量 势 ,而 


EV (A. 1.12) 
B=VxA 
事实 上 ,把 式 (A. 1.11) 代 入 Lagrange 方程 ,得 
d ey es 一 一 一 . 一 
(mt “Ai 一 人 Cw ,i123 
或 
d 4 一 4 
(m+ 44)=— qv + LV Co.A) (A.1.13) 
式 中 
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了 一 mo 十 了 4 (A.1.14) 
C 


表示 正则 动量 . 利用 


dd 9 , 
Ei Ei VA 


Vl(v.A)= vxX(VXA)++(v.V)A 
=vXB++(v.V)A 


d _49 了 
号 ono= (一 av$—2 FA)+ LoxB) 
=gE+ LvxB=F (A. 1.15) 
LA 


与 式 (A. 1. 10) 一 致 . 上 式 即 荷 电 粒 子 在 电磁 场 中 的 Newton 方程 . 
注意 :Lagrange 量 (A. 1. 11) 并 不 能 表示 成 (T 一 V) 形 式 , 而 且 


U=g+2v.A 
c 


也 不 能 理解 为 荷 电 粒 子 的 势能 . 一 般 情 况 下 的 电磁 场 ( 显 含 力 是 非 保 守 场 ,不 能 定 
义 一 个 与 路 径 无 关 的 功 函数 . 即使 在 不 显 含 二 的 情况 下 ,也 只 有 gg 可 以 理解 为 电 


势能 ,而 和 .4 并 不 能 理解 为 磁 势 能 ， 因为 磁场 的 作用 力 了 < vXB 总 是 垂直 于 粒 
子 的 运动 速度 o, 是 不 做 功 的 . 


练习 ”关于 作用 量 S 的 计算 

1. 自由 粒子 

先 以 一 维 自由 粒子 为 例 ,一 去 nz ?. 按 Lagrange 方程 ,一 nw (动量 ) 为 守恒 量 . 因此 粒 
子 沿 经 典 轨道 从 zz 一 zt 人 > 纪 ) 的 作用 量 为 


Lf 
Sa[ Xt zt 和 一 去 | aomz 一 3 2 二 芝 =s) 。 (fC—1) 


= i (A.1.16) 
对 于 三 维 自由 粒子 , 则 
Ss[AY rt] 二 党 和 一 (A.1.17) 
2. 谐振 子 
对 于 一 维 谐振 子 ,一 去 mm "me ,代入 Lagrange 方 程 ,得 
E—wr=0 
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设 初 条 件 z(0) 一 0, 志 (0) 一 w. 由 于 能 量 已 为 守 便 量 下 一 二 mr ,ms 一 V3E7 砚 . 由 此 不 难 解 出 


z(CD = /2 sinoz ， iD 一 A/ 经 coswi 
m ww 


从 坛 0,z= 一 0 点 出 发 , 沿 经 典 轨道 到 达 (z, 妇 的 作用 量 为 
S[x ,00]= 多 a (V 殖 we) -ae (V 至 | 


一 起 sin2wt =A/ 2 zcoswt 


S[z7 zt 全] 一 CE 2 二 x)cosw(t —t)—2r7"] (A. 1.18) 
而 对 于 三 维 谐振 子 ， 
S[ 0 riz’] 一 pe pS 十 12)cosw(? 一 £2) ea or 攻 | CA. 1. 19) 


A.2 Hamilton 正则 方程 ,Poisson 括号 


在 Lagrange 理论 形式 中 ,把 Lagrange 量 表示 成 广义 坐标 g; 和 广义 速度 g;(i 
二 1,2,…,n) 的 函数 L(gi ”Cn ,G1 » “dn ,1). 在 上 节 中 已 引进 广义 动量 


pi 一 2 (A. 2.1) 
dd， 
定义 体系 的 Hamilton 量 
H(g,p) 一 Dp 一 二) (A. 2.2) 


注意 :这 里 是 把 g;,p;(i 二 1,2,… .四 作为 独立 变量 ， 即 应 把 互 看 成 2 个 独立 变量 


gi 和 pi;(i==1， 2 …p7) 的 函数 ， H(g,p)= H(gi,* 20 Diy .,p,). 利用 式 (A. 2. 1) 
和 式 (A. 2. 2) ,可 求 得 


9g; 
了 


az 30i 9p: 
类 似 , 利 用 方程 人 
oa 3 
二 = 有 G; 99: 9g:; P: 
概括 起 来 ， 
= aH ) -9H 一 ee 
Qi az 9 pi ee ad (z L532 ,1) (A. 2. 3) 


此 即 Hamilton 正则 方程 . 具体 写 出 来 ,就 是 22 个 独立 变量 gq;、p;(i 二 1,2,…,n) 满 
足 的 含 时 间 一 阶 导数 的 微分 方程 . 当 给 定 初 值 9; (0) .pi(0) (i=1,2,… ,70) 之 后 , 原 
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则 上 可 以 从 正则 方程 (A. 2. 3) 把 解 g;(z) 和 pi(z) 确 定 下 来 . 在 附录 A. 4 中 将 给 出 


一 种 求 正则 方程 的 积分 的 系统 方法 , 即 Jacobi-Hamilton 理论 . 
当然 ,正则 方程 也 可 直接 从 最 小 作用 原理 导出 . 此 时 ,作用 量 
s= | 民 = | al pg — Hp] (A. 2.4) 
作为 22 个 独立 变量 g;、p;(i 二 1,2,…,n) 的 函数 ,对 q;、p; 进行 变 分 
a -2 — 9H 
85 = 对 | de[ dap + pd — dg — odp: | 
上 式 右 sa 后 ,得 


| dtb; 二 人 8g ,一 Pad|， -| dipidg; =--| dip ;dg; 


所 以 
3S = 3 a| ( (= 2 3 )p. — (p+ aq] (A. 2. 5) 
按 最 小 作用 原理 ,要 求 6S 二 0. 由 于 6g; .5p; 都 是 任意 的 ,这 就 要 求 
和 一 党 Bb -名 Pe 


与 式 (A. 2.3) 完 全 一 样 
设 体系 处 于 保守 势 场 V 中 , 则 五 可 表示 成 
H= T+V 
T 为 动能 , 互 代表 体系 的 能 量 . 如 采用 Cartesian 坐标 系 , 则 - 
了 “2 
二 om Xi 


_ 号 
i Mxi 
9 Zi 


pi: > 2T 
所 以 
H= 2 ii—L=2T—(T—-VW=T+V (A. 2.6) 
更 一 般 情况 ,采用 曲线 坐标 系 (例如 球 坐 标 系 ) , 设 
2 二 2 Ts (g) giq; 
同样 容易 证 明 之 pi4: 一 2T, 因 而 五 一 TV 仍 成 立 . 
a Lagrange 本 以 ， ee H 也 是 标量 . Un 2. ee 


性 . 例如 , 设 (因而 oy 按 正则 方程 (A. 2. 3) ,可 求 出 
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蛙 - 忆 [各 +,]- 习 ( 


即 Re 若 电 不 依赖 于 某 一 坐标 g;, 则 2, 一 0, 即 p; 为 守恒 量 . 这 种 
坐标 称 为 体系 的 循环 坐标 . 
任何 一 个 不 显 含 的 力学 量 A(p,g)， 有 


d aA. ,aA 
Be > (5 dt apP’ 中 
Es 9A9H_ 393A 3 五 
$2 (> 9p; 9p:; 二 | 
记 为 
汪 {A,H} (A. 2. 8) 

{  } 称 为 Poisson 括号 . 若 力学 量 A(p,g) 与 体系 的 Hamilton 量 瑟 的 Poisson 括 
号 为 0， 


则 


{A,H}= 0 (A. 2.9) 


d 
| 人 


即 A 为 守恒 量 . 
任意 两 个 力学 量 的 Poisson 括号 定义 为 
{A,B} = DD 区) (A. 2. 10) 
不 难 证 明 Poisson 括号 满足 下 列 代数 恒等式 ， 
‘(A,B} =— {B,A) 
{A,B+C} = {A,B) + (A,C) 


{A,BC} = {A,B}C+ B{A,C} (A. 2.11) 
(A,(B,C}} 十 {B,{C,A})} 十 {C,{A,B})} 一 0 
(Jacobi 恒等式 ) 
最 基本 的 Poisson 括号 为 
{gi,p;} = 6;， {qi,g;} = {pi,p;} =0 (A. 2. 12) 
容易 证 明 
= 入， (pi,A) = (A. 2.13) 
利用 Poisson 括号 ,正则 方程 可 表示 为 
4G; = {gq;, H}, p: = {pi, H)} (A. 2. 14) 
练习 设 a 为 体系 的 任 一 力学 变量 ,证 明 
天 (4,B = (加 ,B)+ {4, 绰 (A. 2. 15) 
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Poisson 定理 


车 A、B 为 体系 的 守恒 量 , 则 {A,B} 也 是 体系 的 守恒 量 ?. 
证 明 
设 A 和 B 不 显 含 ti, 利用 Jacobi 恒等式 
{4A,{B,H}}+{B,{H,A}} 二 +{H,{A,B}} = 二 0 
以 及 题 设 {A, 日} 二 0,{B, 瑟 ) 二 0, 可 得 
{H,{A,B}} =0 
即 {A,B) 为 守恒 量 . 


车 A 和 8B 为 含 时 守恒 量 , 即 


史上 十 (4 可 一 0, 守 十 (B, 贡 一 0. 考 虑 到 


d 了 
下 性 ,有 一 (DB 十 天 人,B) 


=—{{B,H},A} — {{H,A},B) 十 人 43】 


at 
aA aB 
= { 浓 十 (4,H),B)+ 4, 完 下 (B,H)) 
按 假设 ,上 式 右 边 两 项 均 为 零 ,所 以 
d 
(证 毕 ) 
带电 粒子 在 电磁 场 中 的 Lagrange 量 为 


L= 3m +ev*A (A. 2. 16) 

由 它 给 出 的 正则 动量 为 
P=mv 和 (A. 2.17) 
因此 Hamilton 量 为 
H=P* wv—L=m: tv. Am + vA 
一 专 mo* 十 g$ 一 TT 十 

仍 可 表示 成 十 gy 的 形式 ,但 电磁 场 矢 势 4 不 出 现 于 上 式 中 ,似乎 被 弃置 一 边 了 . 
问题 在 于 理应 选用 正则 动量 P( 而 不 是 7 二 wv) 为 变量 ,所 以 正确 表示 式 应 为 


@ 但 应 该 指出 , {A,B} 不 一 定 是 什么 新 的 有 意义 的 守恒 量 . 一 个 体系 独立 的 守恒 量 的 个 数 是 有 限 的 . 
对 于 自由 度 为 的 封闭 体系 ,最 多 有 (2n 一 1) 个 守恒 量 . 
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H= 直 (e-24) 十 用 (A. 2. 18) 


A.3 正则 变换 ,生成 函数 


前 已 提 及 ,Lagrange 方 程 的 形式 不 因 坐 标 选择 而 异 , 即 在 坐标 变换 下 


ee 


9 一 Qi(Cql,qz，…qn)， i1 = 1,2,.…,n (A. 3.1) 
[ 简 记 为 g->Q(g)],Lagrange 方程 形式 不 变 , 即 
aL _ df3 0 
aQ， (所 )= i1 一 1),2， sn (A. 3. 2) 


这 里 已 把 L(q, ) 改 用 坐标 Q, 表示 出 来 ,但 仍 记 为 L(Q,Q) ,而 L(Q,O) 一 Lo， 
9), 严格 说 来 ,由 于 上 L(Q， Q) 的 函数 形式 与 L(g,6) 不 同 ， 应 记 为 L(Q,Q). 此 处 仍 


按 多 数 人 的 习惯 , 记 为 L(Q,Q). 在 坐标 变换 (A. 3.1) 下 ,可 以 证 明 , 正 则 动量 变换 
如 下 ?， 


Bn (A. 3.3) 
变换 式 (A. 3.1) 和 式 (A. 3. 3) 称 为 点 变换 (point transformation). 
在 点 变换 式 (A. 3. 1) 和 式 (A. 3. 3) 之 下 ,Lagrange 方程 形式 的 不 变性 ,意味 着 
Hamilton 方程 的 形式 也 是 不 变 的 , 即 
_aH ,__ aH 
Q: = 元 ， 产 一 短 (A. 3.4) 
如 把 Hamilton 理论 形式 看 成 是 从 Lagrange 理论 形式 导出 的 ,而 后 者 是 建立 
在 2 个 广义 坐标 所 张 开 的 位 形 空间 (configuration space) 中 ,可 以 看 出 变换 
(A. 3. 1) (A. 3. 3) 就 是 最 普遍 的 变换 了 . 但 我 们 也 可 以 另起炉灶 ,从 最 小 作用 原 


-@ 令 式 (A. 3.1) 之 道 变换 表示 为 g 二 q(Q), 则 
可 以 看 出 


按照 正则 动量 的 定义 ， 
人 
aQ: 3Q， 之 (sg 9Q: 96i 到 Q 


注意 q 一 g(Q) 而 不 是 v(Q,Q)， 


此 即 式 (A. 3. 3). 
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poh 视 g、 Dp: (一 1， 0 了 导出 i 正则 方程 . Hamilton 


.ss 。0 0。 。 。 
0 0 0 4 。 。 。 。 


2 P), p>p(Q,P) (A. 3.5) 
相 空 间 中 这 一 组 新 的 独立 的 坐标 Q;、Pi(i 二 1,2,…,n) 形 式 上 也 可 以 用 来 描述 体 
系 的 状态 ,但 不 一 定 能 保证 方程 的 正则 形式 (A. 3. 4). 类似 于 简单 的 Newton 方 


程 形式 mg; 一 一 2 ,只 当 9 取 Cartesian 坐标 时 才 成 立 . ) 但 如 变换 (4. 3. 5) 能 保 
证 有 则 称 为 正则 变换 (canonical transformation). 


gq — Q(g,p), p— P(g,p) (A. 3. 5 
之 后 ,如 何 判断 它 是 否 正 则 变换 ? 为 此 ,计算 


= gtp)= (和 -可 守 ) (A. 3.6) 
把 HCg,p) 一 H(Q,P)=H(g,p), 


3H(g,p) 9H(Q,P) - 六 (经 aQ , 9H 2 
ap: ap: aoQ: 9p; 9P az 


3H(g,p) 9H(Q,P) - 六 ( 强 9Q ,aH 3 (A. 3.7) 


80 a0; 3Q; dq: " 3P; 9g 
代入 式 (A. 3. 6) 中 ,经 过 整理 ,可 得 

Q = > (QQ} + 六 {QP}| (A. 3. 8a) 
类 似 可 得 

P, = > (PhQy 十 3 下 Br {PP) | (A. 3. 8b) 


可 以 看 出 ， 如 要 求 保证 方程 的 正则 形式 (A. 3. 4) ,必须 

(QQ ={P;,Pi} =0 

{Q ,Pi} 一 3 (A. 3.9) 
值得 注意 的 是 :上 述 条 件 与 Hamilton 量 的 具体 函数 形式 无 关 . 这 是 可 以 理解 的 ， 
因为 确定 一 个 正则 变换 纯 系 运动 学 问题 ,对 于 任何 互 都 一 视 同 仁 . | 

设 (g,p) 与 (Q,P) 都 是 正则 的 ,因而 与 它们 相应 的 Hamilton 方程 形式 上 相 
同 , 即 
{gig;} = {pi,p;} = 0, {gi,p;} = 6; 

(A. 3. 10) 


相应 有 
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(QQ ) = {P;,P;} = 0, {Q;， P;} = 6; 
a es Me (A. 3.11) 


前 面 我 们 曾经 引进 Poisson 括号 来 描述 Hamilton 方程 . 理论 的 自治 性 要 求 按 
两 组 正则 坐标 和 动量 定义 出 的 Poisson 括号 应 相等 ,或 者 说 ， Poisson 括号 形式 在 
正则 变换 下 具有 不 变性 ， 此 即 Jacobi 定理 . 


SE 其 守 )( 反 六 + 疡 3p) 


p p 
-( 落 办 + 菏 守 )( 引 如 + 强加 ) 


=- 了 (路 中 (逐一 池 2) 
名 taQ.aQ \ 9g: ab api 9g: 


aA 3B (2 9Pe _ aP, aPg 


9P, aPge \ 9q; 9z; ab: 9g; 
+34 3B (2 
9Q, 9Pg \ 9g:; 3p 9p; 9g: 


a 
aQ, 3P， 二 
) 


aA [和 . aQs _ aP, 3Qy ) 

aP, 3Q \ 9g: 9p: 9p: 9g; 
(在 上 式 最 后 一 项 中 ,指标 ae>pB 已 对 调 ) 
aA 3B 


下 > (0 拖 0 Tgp gp Le Th 


利用 式 (A. 3. 9) 
- 习 ( 益 aB 3A 二 


9aQ, 9P， 9P. aQ, 


即 
(A,B)eap 一 (4,B)ap (定理 证 毕 ) (A. 3.12) 


Hamilton 方程 形式 在 正则 变换 下 是 不 变 的 ,而 存在 正则 变换 的 可 能 性 ,可 以 
从 最 小 作用 原理 来 理解 . 在 求 变 分 过 程 中 


f 
3| La =0 
车 被 积 函数 加 上 一 个 全 微分 dF dt, 则 上 式 化 为 
ia dt L+ 罕 )= 寺 Lat + dF(#) 一 SFCz) (A. 3. 13) 
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和 0 A 换言之 , 变 分 原理 对 于 被 积 函数 加 


2n 维 相 空间 中 的 变换 ,(g,p) 一 (Q， Pp) , 设 它们 均 为 正则 坐标 , 则 
aH ,__9H 


Gi 二 ap; ?9 pi > ag; (A. 3. 14) 
_aKk » 9K 
Q; = jp P=—— 庆 (A. 3. 15) 


这 里 已 经 把 用 (Q,P) 表 示 出 来 的 Hamilton 量 记 为 CQ, 也, 已 ,以 示 与 H(g,p,t) 


的 区 别 ( 函 数 关系 不 同 ). 方程 (A. 3. 14) 与 方程 (A. 3. 15) 可 认为 是 分 别 按 最 小 作 
用 原理 


3 a Spe —H(g,p,t) |=0 CA. 3. 16) 


f a[ SPQ: — KCQ,P,D]= 0 (A. 3.17) 


得 出 的 结果 . 但 按 式 (A. 3. 13) 的 讨论 ,它们 的 被 积 函数 具有 一 个 不 确定 性 ,可 以 加 
上 一 个 全 微分 dF, 即 


(Pp: —H)d— (OPA — Kd = dF 
或 
dF = > (pidg: — PidQ) + (K — Hd (A. 3. 18) 


到 此 ,下 还 是 任意 的 ,并 未 指出 它 所 依赖 的 变量 . 试 取 下 作为 (g,Q, 四 的 函数 Fg 
Q, 力 则 


_ /aF, 3aF aF 
dF = > (元 da + 施 Q)+ )+s Sd (A. 3.19) 
比较 式 (A. 3. 18) 与 式 (A. 3. 19) ,得 出 
-9F SE ny = 
p; 一 区， P; = 3G i = 1,2,.…,n (A. 3. 20a) 
K= H+ 时 CA. 3. 20b) 


式 (A. 3. 20a) 中 的 2n 个 式 子 把 g;、p;、Q;、P; 联系 了 起 来 . 例如 ,可 以 把 g;、p; 表示 
成 %， 和 PP， ee ee 所 以 ee 


下 不 显 含 4, 按 式 (A 3. 则 天 一 万 . i 的 全 微分 窟 记 
dF es 2 (pidg:; 一 了 ;dQ;) - (A. 3. 21) 
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_ aF oR 
p= = 着 i= 2 (A. 3. 22a) 


将 H+ 名 CA. 3. 22b) 
若 到 不 显 含 :, 则 开 一 互 , 而 
dF = 3 (zida 十 QidP;) (A. 3. 23) 


概括 起 来 ,生成 函数 有 下 列 4 种 类 型 ,它们 分 别 取 为 
(aq,Q，i)， (g,P,t), (p,Q,7), (p,P,i) 


的 函数 . 
例 1 F- 对 gQ;. 相应 的 变量 关系 为 
p = 站 = ，P =- 关 一 %， K=H 
即 相 应 的 正则 变换 为 
Q = p;，, P; =— gq; 


原来 的 动量 p; 变 成 新 的 坐标 Q;, 而 原来 坐标 的 反 号 (一 g) 则 成 了 新 的 动量 已 . 可 见 在 正则 变换 
之 下 ,平常 意义 下 的 坐标 与 动量 的 划分 已 失去 意义 . 
例 2 一 5g.Pi. 相应 的 变量 关系 为 


此 六 所 刻画 的 正则 变换 只 不 过 是 一 个 平庸 的 恒 等 变换 而 已 . 
例 3 利用 正则 变换 化 简 谐振 子 的 求解 . 谐振 子 Hamilton 量 表示 为 


Ps 
可 以 证 明 p 二 mwqcotQ 与 P==mwqg? /2sin2Q 是 一 个 正则 变换 . 为 此 , 先 证 明 pdg 一 PdQ 为 一 个 全 
微分 . 事实 上 ， 
pdg— PdQ= mwgqcotQdg—— odQ = d( 去 mg’ cotQ) 
所 以 相应 的 生成 函数 为 
F(g,® = -cotQ 


@ ”这 相当 于 生成 函数 做 如 下 Legendre 变换 ， 
Fo,P,D 一 Fa,Q,D+ 2) PiQ， 


按 式 (A. 3. 19)` 式 (A. 3. 20) . 式 (A. 3. 21) 
dF = 2) (pidq:—PidQ) + >) (PidQ;+QidPi)= > (pidq:+QidP:) 
-FQ 下 
即 式 (A. 3. 23) , 式 中 Pi gg ,QQ aP; ， 即 式 (A. 3. 22a). 
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利用 这 组 正则 坐标 和 动量 把 Hamilton 量 表示 出 来 ， 
H= mg ot + Tm (sm) 


m2,. 2Psin2Q 
2 mw 

= wP (cosQ+ sin:Q) = wP (= K) 
它 不 依赖 于 Q, 所 以 相应 的 正则 动量 P 为 运动 常数 , 记 为 P==E/w. 又 因为 


“cot Q++ wPsin: Q 


Q= 玲 =。 
所 以 
Q 王 oo 十 wa (a 为 积分 常数 ) 
而 
9 一 VEsinQ 一 VE sn 十 o) 
此 即 谐振 子 的 解 ， 


应 该 指出 ， mE 人 光 下 ， a i 


ee 
ee 


简化 例如 ,使 Hanmiltona 量 不 Ce 3)， 出 相应 的 下 出 南 
量 P; 就 是 守 便 量 ， 这 就 使 正则 方程 的 求解 (积分 ) 容 易 多 了 . 
特别 应 该 提 到 ,如 能 找到 一 个 正则 变换 ( 即 相应 的 生成 函数 )， 使 新 的 Hamil- 


ton 量 玉 一 0, 则 按 式 (A. 3. 15) 
Pi=0, Q=0 G 一 12…7 (A. 3. 24) 
即 
P; = ai( 常 量 ) 9 Qi: = 有 (常量 ) (A. 3.25) 
均 为 运动 常量 ,它们 由 初 条 件 给 出 ,于 是 问题 便 解决 了 . 乍 一 看 来 ,这 种 做 法 似乎 太 
特殊 ,没有 什么 普遍 性 . 实则 不 然 . 下 面 我 们 将 介绍 一 种 系统 的 方法 , 即 借助 于 Ja- 
cobi-Hamilton 方程 来 找 出 这 种 正则 变换 相应 的 生成 函数 . 


A.4 Jacobi-Hamilton 方程 


在 最 小 作用 原理 (A. 1 节 ) 中 ,是 对 给 定 初 终 位 置 的 诸 轨道 进行 比较 ,其 中 使 
作用 量 S 取 极 小 值 (5S=0) 的 轨道 gC) 乃 自然 界 中 粒子 实际 所 走 的 轨道 ,由 此 就 
导出 了 Lagrange 方程 . 现在 换 一 种 看 法 , 即 让 S 中 的 g(t) 就 取 为 满足 Lagrange 方 
程 的 轨道 . 设 初时 刻 t 粒子 位 置 确定 [8g(z )==0j, 但 末 态 (z 时 刻 ) 的 位 置 g(z) 允许 
变化 , 亦 即 把 S 看 成 积分 上 限 的 坐标 gq(z) 的 函数 ,SLgq(z) ,要 , 变 分 gq(#) ,并 进行 比 
较 , 如 图 A. 2. 此 时 (参见 A.1 节 ) ”、 
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8S= a|. Ld = | 宕 六 | | 96; 


有 2 i 


图 A.2 

由 于 把 S 看 成 gC) 的 函数 ,由 式 (A. 4. 1) 可 得 
9S 

Pi gg 
按 上 述 对 S 的 理解 ,在 轨道 上 S 对 z 的 全 微分 ,就 是 工 ， 

q3 -L 

dt 
把 S$S 看 成 gC) 的 函数 ， Ee 

L= a > 3 十 宁 一 pak 


因而 
上 式 中 p 理解 为 99, 妈 
as gS 2 
+H(939")=0 
更 详细 一 点 写 出 ， 


3S 93 ..。 95 
人 +H(g, "dn gg 9 ?gg t= 0 


(A. 4.1) 


(A. 4.2) 


(A. 4.3) 


(A. 4.4) 


(A. 4.5) 


(A. 4.5) 


此 即 Jacobi-Hamilton 方程 ,是 作用 量 SL 作为 坐标 9Cz) 的 函数 SCqC2) ,t)] 所 满足 
的 一 阶 偏 微分 方程 ,独立 变量 选 为 Co ,gs ,9 ,人 ) 其 完全 积分 含有 nm 十 1 个 积分 党 


数 . 由 于 S 只 以 微分 形式 出 现在 方程 中 ,有 一 个 积分 常数 将 以 相 加 形式 出 现 , 它 与 
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理论 中 感 兴趣 的 问题 无 关 . 另外 个 积分 常数 记 为 a ,as，… ,a 
若 电 不 显 含 t, 则 式 (A.4. 5) 的 解 可 分 离 变量 如 下 ; 


S(q,t) = So(g) + £2) (A. 4.6) 
代入 式 (A. 4.5) ,得 
H(o2 +f=0 
即 
所 以 
f(2) =— FE 

S(g,D) = SD—E (A.4.7) 

而 
3So 
H(w oe)=E (A. 4.8) 


这 样 ,我 们 已 求 出 ”个 积分 常数 中 之 一 , 即 E( 二 a ). EE 为 体系 的 能 量 , 即 不 显 含 t 
的 Hamilton 量 . 
例如 ,对 于 在 势 场 V(z,y,z) 中 运动 的 粒子 ， ， 
SCzyyyzyt) = So(Zyz) 一 必 (A. 4.9) 
而 So(Cz,y,z) 满 足下 列 偏 微分 方程 : 


1『/13S。 3aSo\ 2 , /gaSu\2] 
页 [( 营 )( 结 )( 千 门 -Eve 区 
粒子 的 运 量 为 
了 一 VSo (A. 4.11) 
式 (A. 4. 10) 可 表示 成 矢量 分 析 的 形式 
(VSu)2 = 2m(E—V) (A. 4. 12) 


它 与 几何 光学 (波动 光学 的 短波 极限 ) 中 的 程 函 (eikonal) 方 程 形式 上 相似 , 只 不 
过 把 

V2m(E—V(z,y,2)) = n(x,y,z) (A. 4.13) 
理解 为 介质 的 折射 系数 zx(z,y,z) 而 已 , S, 代表 光波 的 相位 ,So 一 常数 表示 等 相 
面 . 在 均匀 介质 中 一 常数 (相当 于 V 一 常数 , 即 无 外 力作 用 下 的 自由 粒子 ) ,等 相 
面 为 平面 族 ， 

So =ar 二 by 十 必 十 d (A. 4. 14) 
平面 的 法 线 方向 为 (a,5,c) ( 即 p 一 VS 方向 ) ,代表 “光线 ”(ray) 的 传播 方向 (相当 
于 自由 粒子 的 轨道 为 直线 ). 在 非 均匀 介质 中 (相当 于 粒子 在 外 力 场 中 运动 ) ,等 相 
面 为 曲面 簇 , 其 法 线 方向 (VS。 方向 ) 即 光线 传播 方向 ,一 般 有 折射 现象 . 经 典 粒子 
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力学 与 几何 光学 的 这 种 相似 性 , 早 在 19 世纪 初 (1825) 已 被 Hamilton 发 现 , 但 未 引 
起 人 们 注意 而 被 遗忘 了 . 直到 20 世纪 20 年 代 波 动力 学 提出 后 , 才 重 新 引起 人 们 的 
注意 0. 


A.5 正则 方程 的 积分 


利用 Jacobi-Hamilton 方程 ,可 以 给 出 求 正则 方程 的 积分 的 一 个 普遍 方法 . 为 
此 , 试 选择 一 个 正则 变换 ,相应 的 生成 函数 让 (g, P, 妃 使 反 一 0. 按 A.3 节 式 
(A. 3. 22) ,可 知 让 满足 下 列 偏 微分 方程 : 


aF .oF oF 
+H(g, ,qd 一 (A. 5.1) 


在 采用 新 的 正则 坐标 后 ,由 于 K ==0, 按 正则 方程 [A.3 节 式 (A. 3.15)],P;= 
—9K/aQ;=0, 所 以 了 ;一 a (常量). 因此 , 式 (A. 5. 1) 中 Fg ，*"* ,qn» Pi »""°,P, ,t) 
中 的 P; 可 换 为 常量 a;, 即 (gi ,…, gs,ai，…,an,t), 于 是 下 为 (qi，…,g,,t) 的 函 
数 , 而 这 样 的 函数 满足 的 偏 微分 方程 (A. 5. 1) ,正好 与 Jacobi-Hamilton 方程 中 S 
(qi ”do ,四 满足 的 偏 微分 方程 [ 见 A.4 节 式 (A. 4. 5')] 


35 ‘0 ,9 .95 八 一 
EF +H(g, dn ,3 0 (A. 5. 2) 


完全 相同 . 假如 我 们 已 找 出 Jacobi-Hamilton 方程 的 完全 积分 ,SCqi,…,g, ,a ，*…， 
Qn 91), (a 02 ,°° ,an) 为 积分 常数 , 则 我 们 就 找到 了 一 个 正则 变换 相应 的 生成 函数 
Fa CoyQ1 9""" Qn ;2) 它 使 得 K=0. 而 按 正则 方程 理论 ,对 此 新 的 正则 “坐标 ”， 


有 QQ: 一 入 一 0, 即 Q 一 B (常量 ). 按照 A.3 节 式 (A.3.22a),Q; 一 9F/3P; 一 
aF/au, 因 此 我 们 有 
BG) CA. 5.3) 


上 式 中 SCqi,… ,qs ym,…,anst) 是 Jacobi-Hamilton 方程 (A. 5.2) 的 完全 积分 . 从 
式 (A. 5. 3) 可 解 出 qi(ai 9"""»Qn ,Bi 9 ,有 ,四 其 中 常量 (aa 9 ”9》OQm eA 》 ,BB,) 由 初 条 
件 确定 . 动量 p; 二 3S/9g; 也 可 由 S 计算 出 . 

如 互 不 显 含 i, 则 立即 求 出 一 个 积分 常量 , 即 a 一 E( 体 系 能 量 ) ,而 


S=S—K (A. 5.4) 
So 满足 
.0 90 ... 950) 一 
H(g, "dr? gg 9 | E (A. 5. 5) 


®D Sidney Borowitz, Fundamental of Quantum Mechanics, Particles, Waves and Wave Mechanics (W. 
A. Benjamin, 1967) ,p. 142. 
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解 之 ,得 出 完全 积分 So (gi 9""*> dn ,FE,a; 9 yan ) ,再 按照 


经 =B C=2,..,n) CA 
并 利用 
3S 
Eith (A. 5.7) 


可 求 出 gq;(E,as ,*… ,a ;有 ，,…,B,t) ,进而 求 出 p; 二 9S6 /94g;. 
下 面 给 出 两 个 例子 ,来 阐明 如 何 利用 Jacobi-Hamilton 方法 来 求 正 则 方程 的 
积分 . 
例 1 谐振 子 
HH 一 地 p' 十 让 Kg (A. 5. 8) 
由 于 五 不 显 含 t 
S(g,t) = So(q)—at 
式 中 a( 二 已 力 积分 常数 (能 量 )， So 满足 Jacobi-Hamilton 方程 


吉 (3e) + 让 Ke! -5 


由 此 得 
=V2m(E—$Kg) = ViR OE/K-¢)” 
积分 得 
So 有 = VnR| VE/R—F dg 
而 


S(g,E,s) = v 三 | VIE/R—F dg— BE (A. 5.9) 
男 一 积分 常数 (6 二 9S/90@) 为 


让 剖 -V&| = 地- 
= 里 [-aeeos(z) 上 上 


所 以 
—_ /m 2 
B+t= K arccos( | (A. 5. 10) 
令 v K/m 二 w, 则 得 
cosLw(B++2)]=g 2 
即 
= > cos[wCB+ 6)] (A.5.11) 
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正和 有 为 两 个 运动 积分 . 设 :一 0, 一 0,g 一 % (最 大 振幅 ), 易 求 出 p 一 0,E 一 才 K 人 ,而 9(D) 一 


Go cosct . 


例 2 中 心力 场 V(x) 中 的 粒子 .采用 球 坐标 系 , 则 动能 
T= S$[2 +r 人 rsin?0p:] 


所 以 
pr =mr, po = m6, py = mr’ sin:0¢ 
而 Hamilton 量 表示 成 
一 工 [ 呈 部 十 
H=- i: 人 sve 
瑟 不 显 含 i, 所 以 


9 一 So (7,0,9) 
EE 为 一 积分 常数 ,So 满足 


2 
去 | (党 ) + 韦 ( 莹 ) + 二 (党 ) oo = 
So 可 分 离 变量 , 令 
So 一 S, (十 9(0) 十 SCp) 
则 


1 2 | 1 ww? 1 /2 2 
趟 [Ss+ 直 SY+ bros HV 过 
上 式 中 不 出 现 p,S's 是 与 p 无 关 的 常数 , 记 为 mw, 得 
/2 V2 
云 | + 去 9? i br Hv =E 


可 以 看 出 34 十 可 ps 是 与 0 无 关 的 常数 , 令 
9 十 9 中 一 中 (常数 ) 
由 此 得 
dS 2 2 
d0 % sin20cr 
而 
2 
S’? 下 = 2m[E—V(7)] 
所 以 


和 一 VomlE VT/ 


S,= Jar V2mLE—VOn]— oy /rr 


可 以 取 适 当 的 坐标 取向 ,使 一 0( 相 当 于 选 运动 平面 为 极 坐标 平面 ) ,于 是 
So EE ao0 


(A. 5. 12) 


(A. 5. 13) 


(A. 5.14) 


(A. 5. 15) 


(A.5. 16) 


(A. 5.17) 


(A. 5.18) 


(A. 5. 19) 


(A. 5. 20) 
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把 此 3 作为 一 个 正则 变换 的 生成 函数 , 即 视 Ea 为 “正则 动量 ”, 相 应 的 “坐标 ”为 运动 常数 
Bb, 


A aE aE 
所 以 
B 十 t= 泽 一 m| i a (A. 5.21) 
有 = 0 一 oj 二 读本 本 7 CA. 5. 22) 


积分 常数 mp、B、B 由 初 条 件 确 定 . 当 V(r) 给 定 后 ,由 式 (A. 5. 22) 可 求 出 轨道 方程 ~>(0). 由 式 
(A. 5. 21) 可 求 出 x(2) ,再 代入 式 (A. 5. 22) ,还 可 求 出 6(D .参数 oy、B、E、B 由 初 条 件 确定 . 
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附录 B 和 群 与 群 表示 理论 简介 


群 论 作为 代数 的 一 个 分 支 , 早 在 19 世纪 初 就 已 建立 2. 矩阵 和 和 矩阵 群 的 理论 
也 早 在 19 世纪 中 叶 就 已 提出 2. Lie 群 理论 是 19 世纪 80 年 代 提出 的 @, 但 当时 人 
们 都 认为 群 论 对 其 他 自然 科学 没有 什么 用 处 ,而 物理 学 家 对 群 论 则 几乎 一 无 所 
知 @. 直到 1925 年 量子 力学 建立 以 后 ,M. von Laue 首先 认识 到 群 论 可 以 为 量子 力 
学 处 理 问题 提供 一 个 自然 的 工具 @. H. A. Bethe(1929) 首 先 应 用 点 群 理论 来 研究 
晶体 场 中 原子 能 级 的 分 裂 . H. Weyl(1928) 、E. P. Wigner(1931)、 Van der Waerden 
(1932) 等 用 群 论 方法 研究 了 原子 和 分 子 结构 以 及 光谱 规律 . 人 们 发 现 , 几 乎 所 有 关 
于 原子 光谱 的 规律 (矢量 模型 , 光 跃 迁 的 电 偶 极 辐射 选择 定 则 ,Laporte 关于 宇 称 
守恒 的 定律 等 ) , 均 可 根据 量子 力学 体系 的 对 称 性 考虑 而 得 出 . 当时 已 经 认识 到 转 
动 群 和 置换 群 理论 对 于 研究 原子 结构 有 很 大 用 处 @. 

如 果 说 数学 家 对 于 抽象 群 理论 比较 有 兴趣 ,量子 力学 则 更 多 与 群 表示 理论 打 
交道 ,特别 是 跟 么 正 变 换 群 的 表示 打交道 . 群 表示 理论 特别 适合 于 用 来 分 析 量 子 体 
系 的 对 称 性 . 这 与 量子 力学 中 态 的 描述 的 特点 (用 Hibert 空间 中 一 个 矢量 来 描述 
一 个 量子 态 ) 以 及 量子 力学 有 一 条 基本 原理 ( 态 秋 加 原理 ) 有 密切 的 关系 . 量子 力学 
中 广泛 使 用 算 符 (和 矩阵) 这 种 数学 工具 ,可 观测 量 都 用 厄 米 算 符 (和 矩阵) 来 刻画 . 常见 
的 有 经 典 对 应 的 力学 量 , 例 如 ,动量 . 角 动 量 .Hamilton 量 等 及 相应 的 守恒 定律 都 
和 体系 的 某 种 对 称 性 变换 群 的 无 穷 小 算 子 (生成 元 ) 密 切 相关 . 目前 , 群 及 其 表示 的 
理论 已 经 相当 广泛 地 在 以 量子 力学 作为 理论 基础 的 近代 物理 学 的 各 前 沿 领域 中 被 
使 用 . 

也 许 有 人 争辩 说 ,量子 力学 可 以 不 必 使 用 群 论 . 在 某 种 意义 上 讲 , 这 也 有 一 定 


@ 例如 ,参阅 E. T. Bell, Men of Mathematics (Penguin Books, LTD. , Harmondsworth, Middlesex， 
England,1965). 对 此 有 重要 贡献 的 数学 家 有 :Gauss,Cauchy, Abel, Hamilton 等 人 . 

@ ”矩阵 力学 的 创始 人 W. Heisenberg 并 不 了 解 在 此 之 前 已 有 和 矩阵 代数 . 只 是 在 稍 后 他 与 M. Born 和 
P. Jordon 的 合作 中 才 了 解 到 这 一 点 .事实 上 当时 一 些 著名 物理 学 家 ,如 A. Einstein,A. Sommerfeld 等 对 矩阵 
代数 都 不 大 了 解 . 

Q@_ S.Lie and F. Engel, Theorie der Transformations gruppen, Band 1, 1888; Band 2, 1890; Band 3， 
1893(Leipzig). 

@ 例如 参阅 ,D. Gilmore, Lie group ,Lie algebra and some of their applications ,preface(John Wiley 
&. Sons, 1974). 

@ E.P.Wigner,Group Theory and its Application to the Quantium Mechanics of Atomic Spectira (Aca- 
demic Press, New York,1959). 

©® H.Weyl,Theoryof Groups and Quantum Mechanics (Princeton University Press,1931). 
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道理 . 因为 不 用 群 论 ,量子 力学 的 很 多 问题 也 可 以 很 好 解决 . 然而 当 你 熟悉 了 群 论 
之 后 ,所 得 到 的 报 偿 将 是 很 丰厚 的 (参阅 7. 1. 2 节 ,7. 3 节 等 ). 

当然 ,对 于 物理 学 工作 者 , 群 论 只 是 一 个 重要 的 数学 工具 ,学 习 时 应 结合 有 
关 的 物理 背景 ,有 目的 和 有 选择 地 学 习 , 以 期 达到 事半功倍 ,否则 会 在 浩如烟海 
的 群 论 书籍 中 迷失 方向 . 此 外 ,也 不 可 认为 群 论 可 以 解决 量子 力学 中 的 一 切 问 
题 ,事实 上 它 并 不 能 代 蔡 量子 力学 的 动力 学 理论 . 有些 量子 力学 问题 (例如 ,能 级 
的 简 并 度 , 简 并 态 的 标记 ,在 外 场 作用 下 能 级 是 否 分 裂 ,跃迁 选择 定 则 等 ) , 群 论 
可 以 较 方便 处 理 ,而 有 一 些 问题 (例如 能 级 具体 分 裂 大 小 ,跃迁 概率 等 ) , 群 论 则 
无 能 为 力 . 

这 一 附录 的 目的 是 为 量子 力学 的 读者 进一步 学 习 群 论 提 供 一 个 引导 . 有 了 这 
点 准备 知识 , 既 有 助 于 学 习 量 子 力 学 中 关于 对 称 性 的 理论 ,也 有 助 于 读者 有 选择 地 
学 习 有 关 的 群 论 知识 ,达到 学 用 结合 2. 


B.1 和 群 的 基本 概念 


B. 1. 1 群 与 群 结构 


设 有 一 系列 元 素 a,65,c，,… 的 集合 ,在 它们 之 间 规 定 了 某 种 “乘法 ”, 并 且 

(1) 若 cEC,EC, 则 其 乘积 abEG( 封 闭 性 ). 

(2) 乘 法 遵守 结合 律 , 即 c(bc) 一 (ab)c. 

(3) 存 在 单位 元 素 e, 使 对 G 内 任 一 元 素 4 ,ae 二 ea 二 a. 

(4) 对 应 于 任 一 个 元 素 a€ G, 必 存在 一 个 元 素 5€EG, 使 b4 二 ab 二 e。 (6 称 为 a 
之 道 , 记 为 a “), 则 称 集合 G 构成 一 个 群 . 

群 元 素 的 具体 含义 , 视 不 同 问题 而 异 . 它们 可 以 是 普通 的 数 、 算 符 、 和 矩阵、 体系 
的 各 种 对 称 操作 等 “乘法 ”的 含义 也 随 问题 而 异 , 但 作为 群 论 的 研究 对 象 来 说 , 关 
心 的 是 要 给 出 任何 两 个 元 素 的 "有 序 乘积 (可 以 列 序 , 或 用 函数 形式 表达 等 ), 即 群 
结构 . 如 果 群 的 元 素 的 数目 有 限 , 则 称 为 有 限 群 . 反之 ,为 无 限 群 . 有 限 群 的 元 素 的 


@ 下 列 参考 书 可 作为 物理 专业 的 读者 进一步 学 习 群 论 之 用 ， 
M. Hamermesh,Group Theory and its Application to Physical Problems (Addison-Wesly,1962). 
J. P. Elliott and P. G. Dawber, Symmetry in Physics, Vol. 1,2 (MacMillan Press LTD, 1979). 
B. F. Bayman, Some Lactures on Groups and Their Applications to Spectroscopy (Nordita, 1960). 
A. W. Joshi, Elements of Group Theory or Physicists 2nd. ed (John Wiley & Sons,1977). 
V. Heine. Group Theory in Quantum Mechanics (Pergamon Press, 1960). 
M. Tinkham,Group Theory and Quantum Mechanics (McGrawl-Hill, 1964). 
韩 其 智 , 孙 洪 洲 ,《 群 论 》( 北 京 大 学 出 版 社 ,北京 ,1987). 
马 中 驹 ,物理 学 中 的 群 论 ) 科 学 出 版 社 ,北京 ,1998)， 
孙 洪 洲 , 韩 其 智 《 李 代数 李 超 代数 及 在 物理 学 中 的 应 用 兴 北 京 大 学 出 版 社 , 北 京 ,2000)， 
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数目 , 称 为 群 的 阶 (order). 一 般 来 说 ， 群 的 乘法 不 满足 交换 律 , 即 0 天 ba. 如 乘法 满 
足 交 换 律 , 则 称 之 为 Abel 群 . 否则 称 为 非 Abel 群 、 

下 面 举 几 个 例子 ， 

例 1 空间 反射 变换 PL(z,y,z) 一 (一 zx, 一 y, 一 z)j] 与 恒 等 变换 开 (Cz,y,z) 一 (zyz)] 构 成 
一 个 2 阶 群 , 即 空 间 反 射 群 . 显然 ,1 二 1, PP= 了 , IP PI 一 P, 了 即 群 的 单位 元 . 

例 2 所 及 维 非 奇 异 和 矩阵 ACdet A 关 0) 构 成 一 个 维和 矩阵 群 .乘法 即 平常 矩阵 乘法 .单位 
元 素 即 单位 矩阵 . 元 素 A 之 道 即 A 之 道 矩 阵 , 记 为 A-![ 因 det A 天 0, 总 可 以 找到 其 逆 矩 阵 A-1 ， 
44 = 一 4A 4 一 工 单 位 矩阵 )]. 由 于 和 矩阵 乘法 不 满足 交换 律 , 所 以 ” 维 矩 阵 群 为 非 Abel 群 (> 一 
1 除外 ). 

例 3 考虑 绕 定 轴 ( 如 z 轴 ) 旋 转 2x/n 角 (n 宇 1, 正 整数 ) 的 操作 , 记 为 C,. 相继 两 次 操作 记 
为 CG ,表示 绕 定 轴 旋 转 2. 2x/n. 绕 相反 方向 旋转 2x/n 角 , 记 为 Ci1. 显然 Ci1C 二 CC7! =e， 
表示 还 原 ( 相 继 两 次 操作 之 后 , 回 到 原来 位 置 ). 还 容易 看 出 (C)" 王 e, 即 经 过 次 操作 C 之 后 ， 
又 回 到 原来 位 置 . 这 个 群 包含 ”个 元 素 ， 

CGC?,C3,%,C*=e (单位 元 素 ) 

是 一 个 阶 循环 群 , 它 是 一 个 Abel 群 . 习惯 上 , 称 为 C, 群 . 

当 n>co( 元 素 的 数 目 一 oo), 则 构成 一 个 连续 群 , 它 包含 绕 定 轴 的 一 切 转动 . 每 一 个 元 素 
(转动 ) 用 一 转角 0 连续 变化 ,0 三 427) 来 描述 . 这 个 群 记 为 SO; (二 维 旋 转 群 ). 

例 4 NHs 分子 的 对 称 性 群 Cx,. 

如 图 B.1,NH; 分 子 在 下 列 操作 下 具有 不 变性 : 

(1) el 单位 元 素 ). 

(2) CF 分 别 为 绕 z 轴 逆 时 针 和 顺 时 针 旋 转 120" 角 . 

(3) o 、0z 、os 分 别 表示 3 个 镜像 反射 ,镜像 面 (z 轴 在 面 内 ) 分 别 包 含 11 、22'、33' 在 内 [图 
B. 1(b)]. 

这 个 群 习惯 上 称 为 C;, ,包含 6 个 元 素 , 其 群 结构 如 表 B. 1. 


图 B.1 


可 以 看 出 , 它 是 一 个 非 Abel 群 ( 也 是 阶 最 小 的 一 个 非 Abel 群 ). 可 以 看 出 ,of 二 0 二 of 二 6， 
我 们 称 元 素 O01 \02 ,03 的 阶 为 2. 又 (Ct )2 一 Cy , (C4 7) 一 e (Cy 站 主导 ,Cs ) 一 e, 所 以 Cd 与 
Ca 的 阶 为 3. 显然 ,单位 元 e 的 阶 为 1. 
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表 B.1 CG, 群 的 乘积 表 


€ C3 CH ol 02 03 
Cs Ct 
. 2 3 3 ol 02 03 
Cs Cs CH [4 O03 ol 02 
委 
CH (ecg e Cs 02 as al 
一 中 
a a 02 03 [4 Cs C 3 
2 02 03 al Cry e 全 
一 十 
03 03 Ol oz C3 C3 e 


练习 1 设 群 G 的 元 素 记 为 {go ?81 ,82，,"…), 则 集合 
giG: {gigo BiB1 BiB? °°} 
(gi: €O) 


也 构成 一 个 群 ,并 与 G 相同 ( 重 排 定理 ) 
练习 2 设 2 阶 群 的 元 素 记 为 e( 单 位 元 素 ) 和 a, 证 明 它 的 唯一 结构 如 下 ， 


(4 阶 循环 群 ) 
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练习 5 证 明 5 阶 群 只 有 一 种 结构 , 即 5 阶 循环 群 . 
还 可 以 证 明 ,n 阶 群 (x 为 素数 ,1,2,3,5,7,11,13,17,…) 只 有 一 种 结构 , 即 a 阶 循环 群 ,是 
一 种 Abel 群 ,其 元 素 可 记 为 
Ga2 ,a an =e 


综 上 所 述 ,n<5 的 有 限 群 均 为 Abel 群 . 最 低 阶 的 非 Abel 群 从 z 一 6 开始 (如 Gs, 群 ). 
B.1.2 子 群 与 陪 集 


设 % 为 群 G 的 一 个 子 集 合 (%CG) ,并 且 在 与 G 相同 的 乘法 之 下 ， 光 本 身 也 构 
成 一 个 群 , 则 称 光 为 C 的 一 个 子 群 (subgroup)9. 

判断 一 个 子 集合 多 是 子 群 的 判 据 ; 

CD xz 中 任何 两 元 素 之 积 仍 在 内 

(2) 光 如 含有 一 个 元 素 ,同时 也 含有 该 元 素 之 逆 ( 因 而 单位 元 素 也 在 光 内 ). 

对 于 有 限 群 , 判 据 (2) 并 不 必要 . 因为 有 限 群 的 元 素 的 阶 总 是 有 限 的 . 设 a€% 
a 的 阶 为 &, 即 必 一 e, 因 此 ao 一 o ,而 按 (1),a* 总 在 光 内 ,因而 < 总 在 光 内 . 

如 Cs, 群 ， 由 表 B.1 可 看 出 ,=Cs {e， 全 ,Cs } 构 成 Ca 的 一 个 子 群 . 又 如 CG, 
群 是 C;, 群 的 一 个 子 群 . 

设 罗 为 G 的 一 个 子 群 ,元 素 记 为 {e,hi,hz,…}). 设 a 为 G 的 一 个 元 素 , 但 不 在 
兆 内 , 则 集合 a 洲 a,ahi ,ahs,…} 称 为 子 群 净 的 一 个 左 陪 集 (left coset), 类 似 还 可 
定义 右 陪 集 (right coset)Ka. 可 以 证 明 : 

(1) a% 中 没有 两 个 元 素 相同 . (如 若 不 然 , 设 ah; 二 ah; , 则 hh; 二 hj ,与 假设 矛盾 ， 
和 % 作 为 一 个 子 群 ,h; 关 hh;. ) 

(2) a 交 中 没有 一 个 元 素 在 光 内 . (如若 不 然 , 设 吃 一 万 , 则 a 二 hjh7、 按 子 群 
定义 ,a 必 在 % 内 ,与 假设 矛盾 . ) 

如 a 尚未 把 群 G 的 一 切 元 素 圳 括 在 内 , 则 不 妨 从 G 内 去 找 出 另 一 个 元 素 
6(8 夫 ua ,也 不 在 光 内 ) 去 构造 多 的 另 一 个 左 陪 集 0 类 似 可 以 证 明 : 

(1) 6% 中 没有 两 个 元 素 相 同 . 


Q@ 单位 元 素 本 身 就 可 以 构成 一 个 子 群 ,整个 G 也 可 以 说 是 G 的 子 群 ,但 都 没有 研究 的 必要 , 称 为 平庸 
子 群 . 除 它们 之 外 的 子 群 , 称 为 真正 子 群 (proper subgroup). 以 后 讨论 的 子 群 ,都 是 指 真正 子 群 . 
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(2) 5 中 没有 一 个 元 素 在 光 和 a% 内 . 
如 果 光 +as+2%p 还 没有 把 G 的 全 部 元 素 宫 括 进去 ,还 可 以 继续 做 下 去 ,最 后 
可 以 把 C 分 解 成 如 下 一 系列 集合 ， 
G 一 办 |a2P 二 2，… 
(注意 :ax 22f, … 都 不 是 子 群 ,至少 , 它 们 并 不 包含 单位 元 ). 这 样 , 设 G 为 zc 阶 群 ， 
子 群 光 为 nx 阶 . 由 于 陪 集 <X2 652 … 每 一 个 集合 都 含 ny 个 元 素 , 必 然 有 
nc/nx 二 m ”【《 正 整数 ) 
此 即 Lagrange 定 理 一 有限 群 的 子 群 的 阶 必 可 驮 除 群 的 阶 
由 此 可 以 得 出 :nc 为 素数 的 群 一 定 没 有 真正 子 群 (proper subgroup) ,而 且 其 
元 素 ( 除 单位 元 素 外 ?的 阶 必 为 nc. 所 以 nc 为 素数 的 群 必 为 no 阶 循环 群 ,是 一 个 
很 特殊 的 Abel 群 . 
练习 ”证明 Gs, 群 可 分 解 为 to 其 中 家 =C ,含有 三 个 元 素 {e,Cyr ,C7 ) (注意 :om3em3p2 
三 a 次 见 表 B. 1) ,都 包含 3 个 元 素 {o ,oa ,o;) ,它们 本 身 都 不 构成 一 个 群 . ) 


B.1.3 类 ,不 变 子 群 , 商 群 


对 于 群 G 中 两 个 元 素 a 与 5, 若 能 找到 某 元 素 w€EG, 使 wau :一 0, 则 称 元 素 a 
与 4 共 罗 .容易 证 明 ,车 a 与 5 共 纯 ,6 与 c 共 罗 , 则 a 与 c 也 共 思 . 群 内 彼此 共 斩 的 
诸 元 素 组 成 的 集合 , 称 为 一 类 (class). 单位 元 素 本 身 就 构成 一 类 . 群 内 诸 元 素 可 以 


Ki: e 
Re Ce 


K,: O1902 03 


(读者 根据 表 B. 1 验证 . ) 
练习 ”对 于 Abel 群 ,每 个 元 素 自 成 一 类 ,所 以 它 所 含 类 的 数目 , 即 群 阶 . 


设 交 为 G 的 一 个 子 群 ,a€E Gla 可 以 在 交 内 ,也 可 以 不 在 交 内 ), 则 ai 一 :也 
是 C 的 一 个 子 群 , 称 为 光 的 共 斩 子 群 9. 若 对 于 所 有 元 素 a€ G, 我 人 有 a ! 一 
多, 则 称 光 是 G 的 一 个 不 变 子 群 (invariant subgroup). 容易 证 明 :一 个 子 群 如 由 若 


不 变 子 群 . 例如 ,Cs。 群 的 子 群 C; 包含 两 类 元 素 ,Ki 和 Kc ,所 以 Cs 是 Cs 的 一 个 
不 变 子 群 . 


@ 交 是 子 群 ,a 不 在 % 内 , 则 ax 构成 光 的 一 个 陪 集 . 注意 ,a 并 不 构成 一 个 群 ,但 a 和 ! 则 构成 一 个 
群 . 
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ee 
ee 
和 


设 群 G 有 不 变 子 群 汶 元 素 a 和 4 不 在 光 内 ,所 以 o% 和 5% 构成 % 的 左 陪 集 . 
可 以 看 出 : 

(1) (a (BH =aKbH=abK KH= (ab) NK 
即 两 个 左 陪 集 相 乘 , 仍 为 光 的 一 个 左 陪 集 . 

(2) 因 光 为 不 变 子 群 ,a 钨 一 一 治 即 a 和光 a, 所 以 

Ha WD=Ka 的 aoMp 兴 ao HK 

即 不 变 子 群 光 与 其 陪 集 相 乘 时 , 它 所 起 的 作用 与 “单位 元 素 ” 相 同 . 

(3) (a ! HD (a WD=a Na HHHMN 
即 a % 之 逆 为 a 

因此 ,如 把 群 G 的 不 变 子 群 光 看 成 “单位 元 素 ”, 并 把 它 的 每 一 个 陪 集 都 看 成 
一 个 元 素 , 则 在 陪 集 相 乘 下 , 交 及 其 诸 陪 集 也 构成 一 个 群 , 称 为 G 的 商 群 (factor 
group) , 记 为 G/ 党 其 阶 为 nc/nx. 

例 Cs 群 含有 两 类 元 素 :Ki,Kc, , 它 构 成 C3, 群 的 一 个 不 变 子 群 . 取 下 一 和 Cs ,包含 元 素 
{eCs ,Cs }. 从 表 B.1 容易 看 出 ,其 陪 集 1 二 gogo3W 售 有 3 个 元 素 {o »02 »03 } , 记 为 A. 可 以 
证 明 :( 留 作 读者 练习 ) 

EFE=E, EA=AE=A, AA=E 
所 以 在 陪 集 相 乘 下 ,E 与 A 构成 一 个 商 群 (n6 /nx 二 2). 


B. 1.4 同 构 与 同 态 


以 上 讨论 的 是 群 内 各 元 素 之 间 的 关系 . 以 下 讨论 群 与 群 之 间 的 关系 
设 群 G{e,a,6,c,…)}) 与 群 G (ea ,6 ,Cc ，,: …} 的 元 素 之 间 有 双向 一 一 对 应 关 
系 , 即 


ere’, aera’， bob’, coc’, 
乘法 规则 相同 ,有 序 乘积 也 一 一 对 应 , 即 
ap<>a0 ， acera’c’, 


则 称 群 G 与 G 同 构 (isomorphic) , 记 为 GXG. 显然 G a 的 阶 相同 . 

设 与 G 内 任 一 个 元 素 相对 应 ,在 G' 内 有 一 个 确切 的 元 素 ( 单 向 对 应 , 反 过 来 不 
一 定 一 一 对 应 , 即 对 应 于 G' 内 一 个 元 素 ,G 内 可 能 存在 不 止 一 个 元 素 )， 并 能 保持 
同样 的 乘法 关系 , 则 称 群 G 与 G' 同 态 (homomorphic , 记 为 G~G ,或 称 C 为 G 的 


同 态 映 象 (homomorphic mepping 1 其 关系 可 形象 地 表示 如 下 ， 


2 


，477。 


B. 2 量子 体系 的 对 称 性 变换 群 


B.2.1 么 正 变换 群 

根据 波 函 数 的 统计 诠释 ,Wigner 曾经 证 明 ,量子 体系 的 对 称 性 变换 ,或 为 么 正 
变换 ,或 为 反 么 正 变换 . 对 于 连续 对 称 性 变换 , 则 必 为 么 正 变换 . 对 于 离散 对 称 性 变 
换 , 则 可 能 出 现 反 么 正 变换 . 最 常见 的 反 么 正 变换 是 时 间 反 演 ,但 空间 反射 则 为 乏 
正 变换 , 全 同 粒子 的 置换 也 属于 么 正 变换 . 勾 正 变换 是 一 种 特殊 的 非 奇异 的 ( 即 存 
在 逆 变 换 的 ) 线 性 变换 . 连续 么 正 变换 群 是 一 种 最 简单 的 Lie 群 . 

1. 线性 变换 群 


考 虚实 n 维 空间 中 的 非 奇 异 线性 变换 LCn) ,它们 用 nXn 非 奇 异 实 和 矩阵 描述 . 


Li Liz**Li, 
L L22° °° Ly 
工 一 | 7 | detLz0 (B. 2. 1) 
Ln Lz °°** Lm 
7 维 空间 实 矢量 之 经 过 此 变换 后 ,化 为 
x =Lz (B. 2. 2) 
或 用 分 量 表示 出 来 ， 
2 一 >) yi (B. 2. 3) 


7 维 实 线性 变换 用 独立 的 n? 个 参数 描述 ,例如 ,可 以 取 为 Lj (i,j 二 1,2,…,n). [在 
Lie 群 理论 中 称 L(n) 群 的 阶 为 x. ] 所 有 这 些 n 维 算 阵 的 集合 构成 一 个 群 ,乘法 即 
和 矩阵 乘法 ,单位 元 素 即 单位 矩阵 , 逆 元 素 即 逆 矩 阵 . 

对 于 复 ” 维 空间 的 线性 变换 群 , 群 阶 为 2 . 


2. 么 正 变换 群 


满足 么 正 性 条 件 的 复 n 维 变 换 群 , 称 为 维 么 正 Cunitary) 变 换 群 , 记 为 UCn)， 
UU+=U+U=1 (或 =U!+) (B. 2. 4) 
对 于 维 乏 正 变 换 群 UCn) , 式 (B. 2.4) 给 出 好 个 限制 条 件 , 因 此 ,Un) 群 的 阶 为 
好 . 如 进一步 要 求 | 
detU0 = 1 (B. 2. 5) 
则 描述 变换 的 独立 参数 将 减少 一 个 ,这 种 么 正 变换 群 称 为 SU 群 . 因此 ,SU(n) 群 
的 阶 为 及 一 1. SU(n) 是 U(n) 的 一 个 子 群 . 
根据 式 (B. 2. 4) 
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(Ut DD; = 2 Ux = 2 UU = 6 
了 


对 于 i = 二， 
IU 性 三 1 
所 以 
IUal?<1l . (B. 2. 6) 
即 所 有 参数 的 变化 范围 是 有 界 的 . 
么 正 变换 还 可 以 表示 成 人 
U = exp(iF) (BB.2.7) 
式 中 下 为 厄 米 算 符 
Ft= 下 (B. 2. 8) 
容易 看 出 
detU = detei = exp(itrF) (B. 2. 9) 
对 于 SU 变换 (detU 王 1) , 则 
trF=0 (B. 2. 10) 


因此 , 若 记 SU(n) = 二 exp(iFo),U(n) 二 exp(iF), 由 于 下 为 厄 米 矩阵 , 令 trF=@ 
( 实 ), 则 下 可 以 表示 成 


F=F 忆 十 127 (B. 2. 11) 
式 中 了 为 n Xn 单位 矩阵 . 因此 U(n) 可 表示 成 
U(n) = exp|i £1 |SUCn) = SU exp|i 7 (B. 2. 12) 


其 中 exp| i 名 7 | 为 nXn 常数 矩阵 ,可 视 为 U(1) 群 元 素 . 所 以 UCm) 可 表 为 UC1) 与 
SU(n) 群 的 直 积 


Un) = U0) ® SUn) (B. 2. 13) 
例 求 SU(2) 和 矩阵 的 一 般 表达 式 
令 
su(2) = (° 多 (B.2.14) 
按 么 正 条 件 
a c a b 1 0 
(6 d A 4)= (6 1 
可 给 出 4 个 限制 
a* ad 十 c*c 一 1 (B. 2. 15a) 
pbtd*d=1 (B. 2. 15b) 
a*b+ce*d=ab*+cd*=0 (B. 2. 15c) 


而 么 模 条 件 det SUC2) 一 1 给 出 一 个 限制 
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ad 一 克 一 1 (B. 2. 16) 
利用 式 (B. 2. 15c) . 式 (B. 2. 15b) ,得 
ad—t = (= cad— t=—E(d*d+b"b) = Se 
因此 c= 一 b* .再 利用 式 (B. 2. 15c) ,可 得 a 二 一 cd* /6* 一 必 .因此 ,SU(2) 和 矩阵 的 一 般 形式 可 表 
示 为 
a b 
( 2 lal?+12l*=1 (B. 2. 17) 
是 一 个 3 参数 矩阵 . 
练习 对 于 SU(2) 变 换 ,证 明 共 思 变 换 SU(2)* 与 SU(2) 只 差 一 个 相似 变换 . 


提示 ,SUC)=(“，，,)，sUC) 一 ( 


证 明 经 过 相似 变换 X 一 ( 中 x =( _) 后 ,SUCD)-=SUG)… 


3. O(Cz)( 实 正 交 ) 变 换 群 
保证 实 ” 维 空间 中 任意 两 个 矢量 的 标 积 不 变 的 线性 变换 , 称 为 实 正 交 (or- 
thogonal) 变换. 两 个 矢量 x 和 的 标 积 定义 为 
(zyy) = 2 /gor ij (B. 2. 18) 


式 中 g; 二 二 gi 是 对 称 的 度 规 张 量 (metric ee G=G. 显然 (z,y) 一 (y,z). 在 
O 〇 O(n) 变换 下 ,zx>x =Ozr,y>y 二 Oy, 要 求 (x',y) 二 (zx,y), 即 


S807 ZX iy' 二 D8s OariOny 


一 Si ( >OugyO， )y: 
刀 芭 
二 2 guriy 
所 以 
Bu 一 ZIOugiQy 
即 要 求 变换 O 满足 
G= OGO (G = G) (B. 2. 19) 
特别 是 ,如 取 g; 一 3; (正则 形式 ) , 则 上 式 化 为 
O0=1 (B. 2. 20) 


由 此 可 看 出 , O(n) 是 一 种 实 乏 正 变换 . 因为 对 于 实 么 正 变换 ,U+ 一 他 ,U+U 

让 
由 式 (B. 2. 19) 或 式 (B. 2. 20) ,并 (利用 detO 王 detO) ,可 得 出 CdetD)2 一 1, 所 以 
detO 一 十 1 (B. 2. 21) 
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凡 满 足 detO= 十 1 的 O(n) 变 换 , 称 为 真 (proper)OCn) 变 换 , 记 为 SO(n). SO(Cm) 是 
SU(n) 的 一 个 子 群 . detO== 土 1 的 O(n) 群 称 为 实 n 维 空间 转动 -反射 群 ,或 称 实 n 
维 空间 全 (full) 转 动 群 , 记 为 O(n). 


考虑 到 度 规 张 量 忆 一 G, 它 有 个 对 角 元 和 地 n(n 一 1) 个 非 对 角 元 ,是 独立 变 
化 的 . 条 件 (B. 2. 19) 给 O(n) 变 换 带 来 
na 十 去 zz 一 1) 一夫 nn 十 1) 
个 限制 . 因此 O(n) 群 的 阶 为 
开 一 地 n(n 十 1) = 二 击 nn 一 1) (B. 2. 22) 
如 OC3) 群 为 3 参数 变换 群 ,习惯 选 它们 为 三 个 Euler 角 . 
4. Sp(n) 群 (sympletic group) 


保证 实 n 维 空间 任何 两 个 矢量 的 寿 标 积 (skew product) 不 变 的 线性 变换 , 称 
为 Spln) 变 换 . 矢量 z 与 y 的 寿 标 积 定义 为 0 
{zx,y} = 2 goxiy; 
它 与 标 积 不 同 ,这 里 By Bi (反对 称 度 规 张 量 ). 


G =—G (B. 2. 23) 
容易 看 出 
{xz,y} =— {y,x} (B. 2. 24) 
所 以 对 于 任何 矢量 z， 
(Ze0 


按 式 (B. 2. 23) ,detG 一 (一 1)*detG, 所 以 要 求 n= 二 偶 ,否则 detG 一 0. 
与 O(n) 变 换 类 似 ,可 以 证 明 ,Sp(n) (n= 偶 ) 变 换 ( 记 为 A) 要 求 满足 
G = AGA. (G = 一 G) (B. 2. 25) 


但 由 于 名 一 一 G, 对 角 元 为 0, 它 只 有 三 mn(n 一 1) 个 非 对 角 元 可 独立 变化 . 所 以 式 
(B. 2. 25) 给 Sp(m) 变 换 带 来 去 zxCx 一 1) 个 附加 限制 . 因此 SpC) 群 的 阶 为 


1 一 去 n(n 一 i nnt1) Cn 偶 ) (B. 2. 26) 


@ ”量子 力学 中 两 个 角 动 量 耦合 为 J 一 0 的 态 表示 为 
(WVi)J=o 一 2) imjm’ | 00)Wngir' 一 > rm fmpim 
其 中 gxmmw' 二 56m,-m( 一 1)"/ V27 干 1. 利用 CG. 系数 性 质 ,gw 一 (一 1D)2g 
当 J7 一 整数 时 ,gw 一 go 而 当 7 一 半 奇 数 时 gw 二 一 gm. 
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B.2.2 置换 群 


置换 群 (permutation group) 及 其 表示 的 理论 ,对 量子 力学 中 处 理 全 同 粒子 系 
波 函 数 的 置换 对 称 性 ,是 很 有 用 的 数学 工具 . n 个 全 同 粒子 的 可 能 的 置换 的 总 数 有 
nn! 个 , 即 个 物体 的 可 能 的 排列 数 . 它们 构成 的 群 称 为 置换 群 , 记 为 S,. 

例如 ,S; 群 的 两 个 元 素 可 表示 成 


-( 7 ps = (; | 
< 2 2 \2 1 


e 是 单位 元 (表示 没有 粒子 置换 ), P 表示 1 一 二 2 两 个 粒子 对 换 (transposition). 
显然 ,PP 一 e. 
S: 群 的 3! 个 元 素 可 表示 为 


123 123 123 
[2 (ed (S12 
123 123 123 
(i132) zj la1g) 


为 便于 研究 置换 群 的 结构 , 先 介 绍 一 下 循环 置换 Ccyclic permutation) 概念 . 


例如 
下 2 ?表示 2 ”的 循环 置换 (或 称 轮换 )， 
2 3 1/) 到 个 记 为 (1 2 3) 


1 


( | 2)-( | 1 表示 和 的 循环 置换 , 记 为 (1 3 2) 


1 


显然 (1 2 3) 二 (2 3 1)=(3 1 2),(1 32) 二 (3 2 1) 二 (2 1 3). 但 注意 (1 2 3) 尖 
(1 3 2). 

可 以 证 明 , 任 何 一 个 循环 置换 均 可 表示 成 若干 个 对 换 的 乘积 , 即 

(123) 一 (13)(12) 
(1234) 一 (14)(13)(1 2) 
(1 2 3…7) = (1n) (1n— 1).…(13)(12) 

注意 : (a) 在 上 列 分 解 中 ,各 对 换 所 涉及 的 粒子 并 不 完全 是 不 同 的 对 象 ,因此 各 

对 换 的 先后 顺序 不 能 随便 调动 . 例如 
(1 2 3)=(1 3)(1 2)(1 2)(1 3)=(1 3 2). 
(b) 一 个 循环 置换 按 对 换 进 行 分 解 时 ,因子 的 个 数 不 是 唯一 的 . 例如 ,可 以 把 
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(1 2) 改 为 (2 3)(1 3)(2 3) ,并 不 影响 结果 . 但 分 解 时 因子 个 数 的 奇偶 性 是 完全 确 
定 的 . (12…n) 的 奇偶 性 由 (一 1)””' 确定 . 由 偶数 个 对 换 的 乘积 构成 的 循环 称 为 侦 
循环 . ee 


12345678 

| 3154768 
其 中 (8) 表 示 第 8 个 粒子 不 参与 置换 ,这 种 结构 常 略 去 不 写 . 在 分 解 时 ,各 循环 结构 
涉及 的 对 象 各 不 相同 ,因此 各 循环 彼此 的 乘积 顺序 可 以 随便 调动 . 例如 

人 2 3 )(4 7) 一 (45)(1 2 wb 7) 


|- (1 23)(45)C67)(8) 


和 


数目 者 是 > ge 但 置 换 ， 在 S， 人 
Bi S， he nan 


则 
dl 0Q2…Qn 1 2 VO 0…0 
bob" — ( 人 | 
ba boba al aas 八 1 2..on 
bi Do pb, 
[6 bb 
但 容易 看 出 


b: bb, 1 2 

bd 

有 具有 相同 的 循环 结构 ,因为 51 ,5,,…,b, 只 不 过 是 1,2,…,n 的 某 种 重 排 . 所 以 

bab :与 a 的 不 同 仅 在 于 对 象 的 编号 改变 1-~D0 ,2 一 bs ,… ,nb,) ,而 这 并 不 影响 

置换 的 循环 结构 . 

例如 , (1 2 3) 与 (1 3 2) 同 类 ,因为 

2 3\/1 2 3\/3 2 

(2 3)(1 2 3)(2 3)- = (, > ls | 
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2 3\ /3 21 3 21 132 
= 2 1 > 1 JE 2 1)= (32) 
根据 以 上 对 置换 的 循环 结构 的 分 析 , 可 得 出 下 列 重要 结论 : 
置换 群 5, 的 类 的 数目 一 可 能 的 循环 结构 的 数目 ,而 后 者 正 是 把 分 成 若干 非 
负 整 数 之 和 . 
万 十 户 十 … 一 刀 (fi 宇 0,i1=1,2,.…) 
的 可 能 分 法 [ fifa…] 的 数目 ,f; 表示 第 ; 个 循环 结构 所 包括 的 对 象 的 数目 . 为 确切 
起 见 ,不 妨 取 
用 宇 f2 宇 fs 宇 … 宇 0 
如 n=2==2 十 0==1 十 1,S,。 有 两 类 元 素 , 即 
[LA 户 ]=L20], 简 记 为 L2] ,包含 一 个 元 素 , 即 (1 2) 
LA P]=L1i] ,包含 一 个 元 素 , 即 单位 元 e 一 (1)(2) 
而 "= 一 3 一 3 十 0 十 0 王 2 十 1 十 0 王 1 十 1 十 1,S, 有 3 类 元 素 , 即 
[fifzfsj] 二 [300j, 简 记 为 [3], 包 含 两 个 元 素 , 即 
(1 2 3),(1 3 2) 
[fz fj 二 L210j, 简 记 为 L21j, 包 含 3 个 元 素 , 即 
(1 2)(3),(2 3)(1),(3 1)(2) ,或 简 记 为 
(1 2), (2 3) ,C3 1) 
[fifzfsj] 二 [L111], 只 包含 一 个 元 素 , 即 单位 元 e 二 (1)(2) (3) 
其 余 类 推 . 习惯 上 还 常用 Young 图 来 标记 各 类 . 由 于 有 限 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 


可 约 表示 . 例如 


n [fif2*…] Young 图 

1 [1] 口 

2 [2] [CI] 
[11] 昌 

3 [3] CLT 
wm 引 


[111] H 


例 Ss 群 有 6 个 元 素 , 分 成 3 类 ,其 群 结构 (乘积 表 ) 如 表 B. 2. 可 以 看 出 , 偶 置 换 e、(123)、 
(132) 构 成 S; 的 一 个 子 群 , 即 交替 群 , 阶 nx 二 3Cnc /nx 二 2). 此 子 群 是 由 两 类 元 素 组 成 ,所 以 是 Ss 
的 不 变 子 群 ,与 表 B. 1 比较 ,可 看 出 Ss 群 与 Cs。 群 具有 相同 的 群 结构 . 
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表 B.2 置换 群 S 的 乘积 表 


B. 3 和 群 表示 的 基本 和 定理 
B. 3.1 群 表示 的 基本 概念 


1) 设 群 G 与 群 G 同 态 对 应 (G->G'),G 是 由 维 数 相同 的 非 奇 异 矩 阵 构 成 的 

群 , 则 称 G 为 G 的 一 个 表示 (representation)， 
G—G = D(G) 矩阵 群 
即 设 
gi > Dg;), Si ECG 
ge > Dl(g), 8 EC 
而 
g1 = gigs > Dl(gi) = Dlg;)D(g) 

我 们 就 称 G 是 G 的 一 个 表示 ,和 矩阵 的 维 数 就 称 为 表示 的 维 数 . 

若 Ge>*G' (双向 一 一 对 应 ,或 称 同 构 对 应 ) , 则 称 G' 为 G 的 一 个 单 值 表示 . 

如 G 二 DC(G) 是 由 么 正和 矩阵 组 成 , 则 称 之 为 义 正 表示 . 

讨论 

(1) 群 的 单位 元 对 应 于 群 表示 的 单位 矩阵 . 

设 go 为 G 的 单位 元 , 即 sgo&i 一 &i, 相 应 有 D(go)D(g;) 二 D(Cg;). 用 逆 和 矩阵 
D(g;) “' 右 乘 , 得 DCgo) 一 DCg;)D(g;) 一 TI 单位 矩阵 ). 

(2) 群 G 的 两 个 互 逆 的 元 素 所 对 应 的 两 个 矩阵 也 互 逆 , 即 

Dg7') 一 De 
因为 
gigi 二 go>D(gi)D(g7') 二 DCgo) 一 T (单位 矩阵 ) 

所 以 Dl(g;')==D(g;) 一 . 

(3) 表示 中 不 能 有 任何 矩阵 为 奇异 矩阵 . 例如 ,假设 

detD(g1)=0 
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于 是 D(gig;) 一 D(g1)D(g;) 也 是 奇异 矩阵 [ 因 detD(gig;) 二 detD(g1)detD(g;) 二 
0]. 当 gs; 跑 遍 整个 群 G,gig; 也 跑 遍 整个 群 G, 因 而 DCgig;) 也 跑 遍 整个 群 G', 而 
它们 都 是 奇异 和 矩阵. 这 与 群 表示 的 假设 矛盾 . 
2) 等 价 表示 
设 DC(G) 是 群 G 的 一 个 表示 . X 是 维 数 与 DC(G) 相 同 的 一 个 非 奇 异 矩 阵 , 则 
XD(G)X 也 是 群 G 的 一 个 表示 , 称 为 与 D(G) 等 价 的 一 个 表示 . 因为 设 
gi:>D(g), gi:>D(g), (gi,g: € OG) 


则 有 
BigE —> D(gi)D(g;) 
与 此 类 似 , 设 
gi>XD(g)X', gi:—> XD(gi)X 
则 有 


gig > XD(gigi)X! = XD(g)D(g)X! = XD(g)X " XD(g)X 


和 群 的 一 个 表示 和 它 的 等 价 表示 的 差别 仅 在 于 表示 空间 基 矢 选择 不 同 (两 组 基 矢 通 


过 某 种 非 奇 异 的 线性 变换 X 相 联系 ), 此 外 无 实质 性 差别 . 所 以 在 彼此 等 价 的 诸 表 
示 中 ,只 要 选用 其 中 一 个 即 可 . 这 样 ,找寻 群 的 一 切 表 示 的 问题 ,就 缩小 为 找寻 它 的 
所 有 彼此 不 等 价 的 表示 . 

3) 表 示 的 直 和 

设 DP?(G) 是 群 G 的 一 个 fi 维 表示 ,D3 (G) 是 群 G 的 一 个 f; 维 表示 , 则 和 矩 
阵 群 

DY (G) 0 
D(G) = 
0 D2 (G) 

也 是 群 G 的 一 个 表示 , 维 数 为 ( 户 十 户 ) , 称 为 表示 Do 和 D'2 的 直 和 (direct sum)， 
记 为 D(G)==DY(G) 斩 D? (G). 因为 , 设 


2Ei 一 > DY (gi)， SR > DY (gx) 
则 有 
gigt > DY (gi)D™ (g;) 
同样 , 设 
gi:—>D®? (gi)， Bk 一 也 2 (g1) 
则 有 
gigt > D® (gi)D? (gi) 
因此 ， 
DV ;) 0 N De ( 2.) 0 
0 | 0 D? (g,) D2 (gb) 
DPCeDD? (Cg) 0 
于 | 0 D2 (8giD)D2 (gi) 
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- DV (gig1) 0 


6: 
即 D(gig:) =D(g;)D(g:) ;所 以 D(C(G) 也 是 群 G 的 一 个 表示 . 
全 可 约 表示 与 不 可 约 表示 


设 D(G) 为 群 G 的 一 个 表示 . 如 经 过 适当 的 相似 变换 之 后 ,所 有 和 矩阵 均 可 化 为 
块 对 角 (block-diagonal) 形 式 , 即 
DY (G) 
DCG) > XD(O)X= D™(O) 
DY (G) 


= DY (G) BD? G) DB DY GO) PD 
则 称 表示 DCG) 是 可 约 的 (reducible). 通过 相似 变换 把 一 个 表示 化 为 维 数 较 低 的 
若干 个 表示 的 直 和 , 称 为 表示 的 约 化 (reduction). 这 相当 于 找 一 个 表象 ( 基 矢 ) 变 换 
把 空间 分 解 成 若干 个 不 变 子 空间 . 假如 不 存在 任何 相似 变换 可 以 把 所 有 DCG) 算 
阵 都 块 对 角 化 , 则 称 表示 D(G) 不 可 约 (irreducible). 这 样 ， 找寻 群 G 的 一 切 表示 的 
问题 ,又 可 进一步 缩小 为 找 出 它 的 一 切 彼 此 不 等 价 的 不 可 约 表示 的 问题 . 


B. 3,2 ”有限 群 的 表示 的 两 条 基本 定理 
定理 1 对 于 群 G 的 任何 一 个 表示 D(G) , 必 有 一 个 与 之 等 价 的 么 正 表示 . 


定理 2 设 DG)G=1,2,3,…) 是 群 G 的 一 系列 第 此 不 等 件 的 不 可 约 表 
示 , 维 数 为 有;, 则 
Pp (g) DY (gi) = fy de ‘dy (B. 3.1) 
we 为 天 元 素 的 个 数 《 此 定理 称 为 群 表示 的 正 交 性 定理 .) 
定理 1 的 证 明 


(1) 试 作 厄 米 矩 阵 
H= YDcg) Dg)+= H+ 


它 总 可 以 通过 一 个 么 正 ( 表 象 ) 变 换 而 对 角 化 (对 角 元 为 实 ). 设 经 过 乏 正 变换 口 之 
后 ,五 化 为 实 对 角 和 矩阵 4d 
d=U+t HU= Ut 2 Dg) Dg U 


二 pg Dlg)UU+ DC(g)+U 


一 2 Dg) D8) 
其 中 
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也 (Cgi) 一 Ut D(g)U < UD(g)U 
D 是 与 D 等 价 的 一 个 表示 . 4 的 对 角 元 为 
du = SD(g)wD (ei = 2 1D(g)sl’ 


(2)d 记 为 
di 0 ，… 
d= | 0 cd 
定义 
da? 0 .…. 
4 一 | 0 dy 
其 道 可 表示 为 
dl 0 .。 
2 0 


试 作 另 一 个 等 价 表示 DD， 
D(g)= dD(g)d’ = LU DCgDUaZL 
= (Ud) D(g) (Uda™’) 
(3) 下 面 证 明 万 为 一 个 么 正 表示 . 
Dg)D(g)t= dD(g)d’(d Dg)d’)t (4d 为 实 ) 
dD(g,)dD (g,)t da 
=d Dg,) 之 万 (go)DCe 六 万 (gid 


Es ad DD (ggi) Dgigi)! ad 
k 

二 dD(gj)D(gs)+ cd  ( 重 排 定理 ) 
k 


一 ddod 2 一 T (单位 矩阵 ) 

定理 2 的 证 明 

下 面 分 几 步 来 证 明 : 

(1) Schur 引 理 1 设 D(G) 为 群 G 的 一 个 不 可 约 表示 . 设 和 矩阵 M 与 所 有 
D(G) 对 易 , 即 MD(g;) 二 D(Cg;)M,gi;:EG, 则 M 必 为 常数 矩阵 , 即 M=&I. 

(a) 证 明 : 设 有 厄 米 矩阵 互 与 所 有 了 (G) 对 易 , 则 五 必 为 常数 矩阵 ， 

厄 米 矩阵 瑟 总 可 以 通过 乏 正 交换 U 而 对 角 化 , 即 4 二 UT HU 为 实 对 角 和 矩阵 . 
按 假定 , HD(g;) 二 D(C(gi)H,， 因而 
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U™ HD(g)U= UDCeD)HU 
UHUU D(Cg)U= UD(g)UU EU 
由 此 得 
aD(g;) = D(g;)d 
其 中 D(Cg;)==UT'D(g;)U. 上 式 取 和 矩阵 元 ,考虑 到 d 为 对 角 和 矩阵 ,我 们 有 
duDy (gi) 二 D, (gd; 
所 以 
(du —d;)D; (gi) = 0 
这 就 要 求 di 二 d; (否则 , 当 & 关 7 时 ,Dy (gi;) 二 0, 即 太 可 约 , 因 而 DD 可 约 , 与 假设 
矛盾 ). 这 样 ,我 们 就 证 明了 4 的 所 有 对 角 元 相同 , 即 4 为 常数 矩阵 , 因而 五 = 
LUaU =dUU :一 d 也 是 常数 矩阵 . 
(b) 按 定理 1 ,不妨 假 设 D(G) 为 么 正 表 示 , 这 并 不 失去 证 明 的 普遍 性 . 按 假定 
MD(si) = D(g;)M (gi: € OG) 
因而 有 
Dg)! M'= Mt De 
上 式 左 乘 D(g;) , 右 乘 D(g;) ,注意 它 是 么 正 表示 ,得 
AM D(g;) 一 DCgD)Mr (gi: € OG) 
即 AM- 也 与 所 有 D(G) 对 易 . 因此 ,如 果 令 
Hi=M+Mt, H; = i(M— Mt:) 
则 Hi 与 H; 都 是 与 所 有 D(G) 对 易 的 厄 米 矩阵 . 按照 (a) ,Hi 与 Hz 必 为 常数 矩 
阵 . 因而 
M 一 壮丽 一 iD)， M' 一 地 (Hi 十 iH) 
也 是 常数 矩阵 . (Schur 引 理 1 证 毕 . ) 
按 Schur 引 理 1, 如 能 找到 一 个 不 是 常数 的 非 零 矩 阵 与 群 G 的 某 表示 DCG) 的 
所 有 和 矩阵 对 易 , 则 DCG) 必 为 可 约 表示 . 
(2) Schur 引 理 2 设 DY(G) 和 D(CG) 为 群 G 的 两 个 不 可 约 表示 , 维 数 分 别 
为 有 和 fz. 设 有 矩阵 MCfi 列 ,fi 行 ) 满 足 
MD (g,) 一 DO (g,)M (gi: E G) 
车 到 f2, 则 M0. 车 有 i 一 fi, 则 M==0 或 非 奇异 矩阵 (此 时 D9 与 D2 表示 等 
价 ). 
证 明 
按 定理 1 ,不 妨 假设 Do 和 D2 均 为 么 正 表 示 ,为 确切 起 见 , 设 户 辫 广 . 分 几 步 
来 证 明 . 
(a) 按 假设 
MD (g;) = D® (gM CE G) 
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取 厄 米 共 斩 
Do (gd)+ Mi= ME DG (pg,)+ 
考虑 到 D" 与 D2 均 为 么 正 表 示 (D+ 一 D !) 上 式 可 化 为 
DO (gr IM' = Mt D (gs 1) 


左 乘 M, 得 
MD (gr M+ = MM+ Do (g7) 
类 似 , 设 g;EG, 我 们 有 
MD gr) = De (eIM 
右 乘 M- ,得 


MD (gi! )M+ 一 De (Cg ee )JMMT+ 
比较 式 (B. 3.2) 与 式 (B. 3. 3), 有 
MMT+ D2 ( g71) 一 D2 g7' MMT 
即 
MIM+ DG (gi) = De Cg;) MMT+ 
按照 Schur 1,MMT+ 必 为 常数 矩阵 ,MMT = 二 &I. 
(b) 设 三 二 fi 二. 若 常 数 & 关 0, 则 
detC(MM+) =k/! #0 
因而 ， 
detC(MM+) = detM . detM'# 0 
即 detM 隆 0,M 为 非 奇 异 和 矩阵 ,此 时 D? 与 D2 表示 等 价 . 
车 ==0, 即 MM+ 二 0, 取 对 角 元 ,有 


MD PM 2 


因此 ,必须 | Ms; | 一 0, 即 M; = 一 0 ,M 为 0 矩阵. 


(B. 3. 2) 


(B. 3. 3) 


(B. 3. 4) 


(oO) 设 f; 二 及 .此 时 可 以 把 M 补 上 一 些 零 列 ,以 构成 faX fi 方 阵 , 记 为 N 


Mn; Mia…Min 0.….0 


ML M,,*…M, 0…0 
22” 2 . .|= N 
My,1 Ms: i 0…0 


2 


显然 ,detN 二 0, 而 用 和 矩阵 乘法 容易 验 明 MM+ = 二 NNT. 按 式 (B. 3.4)，NN+ DC2 (g;) 
一 D2 (g;)NN1 ,而 D2 是 不 可 约 表示 , 按 Schur 引 理 1, 得 NN+ 王 MMT+ 一 人 


所 以 
det(NN+) = kz 
但 
det(CNN+) = detN . detN'=0 


所 以 必然 二 0, 即 NN+ = 二 MM+ ==0. 与 (b) 类 似 , 可 证 明 N 和 M 为 0 矩阵 . 
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(3) 设 D (和 D2 (G) 是 群 G 的 两 个 不 等 价 的 不 可 约 表示 , 维 数 分 别 为 有 i 
维和 f; 维 . 设 XX 是 fi 列 、f; 行 的 任 一 矩阵 , 作 


M 3 DD® (gi;) XD (gi) 
DY (gM= SD® (g)D® (g) XD (Cg 


= 2D® (gg) XD™® (gg) DO (8) 
本 > DG (g) XD (gi) DY Cg) 


二 MD (g1) (B. 3. 5) 


按 Schur 引 理 2, 当 及 了 关 fz 时 ,M 二 0, 当 所 二 记 时 ,M==0 或 非 奇 异 矩 阵 ( 但 此 时 
D2 与 DD 等 价 ,与 假设 矛盾 ). 所 以 无 论 户 与 fs 相等 与 否 ,都 有 M 一 0. 
因此 ， 
= 2D% (g)XaDV (g,) =0 
和 是 任意 的 ,不 妨 取 X。 一 6, 六 , 则 
M,, = 二 2.Dg (gi) DY (gi) 一 0 
考虑 到 D9 为 么 正 表 示 , DO- 1 一 Do+ ,所 以 上 式 化 为 
27D8 (CgD)D2 Cg) 一 0 《〈 正 交 性 ) (B. 3.6) 
(4) 假设 和 为 广义 户 方 阵 , 作 
M= 2 (g) XD Cg) 
与 式 (B. 3. 5) 类 似 , 可 以 证 明 
MD (ge = DO (gM 
按 Schur 引 理 1 
M=&kI (常数 矩阵 
即 
NM = kdy, (B. 3.7) 
另外 ,不 言 而 喻 ,D ?与 DP 等 价 , 按 Schur 引 理 2, 必然 M 短 0. M 的 矩阵 元 为 
Mo = 2) DD (g) XD (Ce 
i pA 
仍 取 和 二 8 Qi， ,得 
= D8 (gD (g, ,7 (B. 3. 8) 
其 对 角 和 为 
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了 ws- 了 了 pyceoppeeon 
天 2 
= DY Ce yD] 
i 天 
一 > [DL (Cg )DY (gi) J 


= DY (gr'g,) = 2)D3 (go) (go 为 单位 元 ) 


= 2 6 = nody (B. 3.9) 
nc 为 群 G 元 素 的 个 数 . 
比较 式 (B. 3. 7) 与 式 (B. 3.9), 2》)M,, 一 &Pi == rc3wy ,所 以 
区 
-一 ne 7 
k fi 0 


比较 式 (B. 3. 7) 与 式 (B. 3. 8) ,考虑 到 Dm 为 么 正 表示 ,最 后 得 


NG 
DDY* (g)DY (8g) = 3 3 ( 归 一 性 ) (B. 3. 10) 
i=1 1 


把 正 交 性 关系 (B. 3. 6) 与 归 一 性 关系 (B. 3. 10) 联 合 起 来 ,可 表示 成 


nG 
之 D2” (gi) DY (gi) = Fay Op Ow 


(定理 2 证 毕 ) 
讨论 
彼此 不 等 价 的 不 可 约 表示 的 正 交 归 一 性 定理 可 表示 为 
Dv Cg Iv Cg) = Hy dy dy (B. 3.11) 
i 一 1 
式 中 
vi (gi) = ,| Li » DY (g,) (B. 3. 12) 
G 


我 们 不 妨 把 v2? (g;) 视 为 no 维 空间 ( 群 空 间 ) 中 一 个 “矢量 ”的 第 i 分 量 ,每 一 “ 矢 
量 ” 用 (Gj,p, 少 标记 , 则 式 (B. 3. 11) 表 示 nc 维 空间 中 这 些 “ 矢 量 ” 的 正 交 归 一 性 . 设 
群 G 有 c 个 不 等 价 不 可 约 表示 , 维 数 分 别 为 ;Gj 一 1,2,…,c). 对 于 给 定 j,p,v 二 1， 
2,…, 记 ,因而 有 月 个 wv 中 .这 些 正 交 归 一 的 “矢量 ”的 总 数 为 2)f? , 它 当 然 不 能 超 


过 群 空 间 的 维 数 no, 所 以 


Df no (B. 3. 13) 


还 可 以 证 明 ( 略 ) 
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2 = ne (B. 3. 14) 


:0 00000。 :0 。。。 。 。 。0 .0 .0 .0 .0 。 。 .0 。0。 .0 。 。 。 


ss 0 00 00 00。 。 。 0。 0。 .0 :0 .0 0 。0。 。 。 。 。 


J 1 的 . 例如 ,对 于 Abal 群 ， 
< 一 nc, 按 式 (B. 3. 14) ,必须 方 一 1( 对 所 有 7)) , 即 Abel 群 的 不 可 约 表 示 必 为 一 维 . 


B.4 特征 标 
B. 4.1 特征 标 概念 


设 DW”(G) 是 群 G 的 一 个 表示 ,其 特征 标 (character) 定 义 为 
Xi) = SD (gy (B. 4.1) 


即 表示 矩阵 的 对 角 元 之 和 ,或 称 为 矩阵 之 迹 (trace)。 根据 矩阵 求 迹 的 规律 ,可 得 出 
下 列 两 个 结论 ; 

(1) 由 于 在 相似 变换 下 矩阵 之 迹 不 变 , 即 特征 标 不 因 群 表示 空间 基 矢 (表象 ) 的 
选择 而 异 ,所 以 两 个 等 价 表示 所 相应 的 特征 标 是 相同 的 . 因此 根据 特征 标 往往 就 可 
以 判明 群 表示 的 许多 重要 性 质 . 在 处 理 很 多 具体 问题 时 ,往往 只 需 用 到 特征 标 ,而 
不 需要 群 表示 本 身 . 当然 ,如 人 们 已 经 找 出 了 群 的 一 个 表示 ,根据 式 (B. 4. 1) 定 义 ， 
就 可 以 计算 其 特征 标 . 但 要 找 出 群 的 不 可 约 表示 ,一 般 说 来 , 比 找 特征 标 要 麻烦 得 
多 . 事实 上 ,可 以 不 必 先 找 出 群 的 表示 而 用 其 他 办 法 计算 出 其 特征 标 ( 参 阅 B. 4. 3 
节 ). 

(2) 属于 同一 类 的 各 元 素 所 相应 的 群 表示 的 特征 标 是 相等 的 . 因此 ,特征 标 是 
“类 函数 ”因为 , 设 元 素 g; 与 gx 同类 , 即 存在 g,EG, 使 8 一 gigig71! ,因此 DCg) 
二 DGg)D(si)D(C8 '), 而 

trD(g;)= tr[D(g,)D(g,)D(g7')] 
= tr[D(g7')D(g,)D(g:)] 
| = trLD(g7 g1)D(g;)] 
考虑 到 gy 'gi 即 单位 元 ,因而 DC(g;+g,) 二 单位 矩阵 ,所 以 
trD(g;) = trD(g.,) 
例 转动 群 不 可 约 表示 的 特征 标 . 
Re 0 此 时 ,转动 群 的 
(27 十 1) 维 不 可 约 表示 为 对 角 和 矩阵 
DY (gq,0,0) = e™?6,,, 
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DY (gp,0,0) = . (B. 4. 2) 


er 


sin[g/2] ? (B. 4. 3) 


X= De 一 


m=—j 


OG 二 1/2)9] 二 0 


B. 4.2 几 条 重要 定理 


根据 特征 标的 分 析 , 可 以 得 出 下 列 几 条 重要 定理 ; 
定理 1 a 


0 0。 0 0 0。 。 。 .0 。0 0 0 。0 。0 。0。 .0 。 。 。 


1 一 一 
Lx (gi)X(gi) 一 Ln (OX(p) =1 (B. 4.4) 


其 中 X(p) 是 第 o 类 元 素 (及 个) 相应 的 特征 标 . 
sa ea ee Ne 


ee 
人 
。 000 0。 。 
0 0 。0。 
0 0 0。 。 。 
ss 00 0 。。。 


ss 0 » 。 。 。 


定理 1 的 证 明 
利用 不 可 约 表示 的 正 交 归 一 性 定理 [B. 3.2 节 , 式 (B. 3. 1)], 可 得 


"G 
(OM (0) D” 了 
2 (g)X” (g;)= 之 DY (gD (g,) 


I 之 Fr ,一 1- nc (B. 4. 5) 


此 即 特征 标的 正 交 归 一 性 关系 . a 设 群 G 有 c 类 元 素 , 记 为 
K,《p 一 1,2,…,c),K。 类 含 ww 个 元 素 , 对 于 不 可 约 表示 DY , 它 的 特征 标记 为 


(7) 


xX” (Co). 令 
oz 一 /Lx (p) (B.4.6) 
[a ne 

则 式 (B. 4. 5) 化 为 
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> JD” 的 vi p) 一 3 (B. 4. 7) 
乱 


v7? (p) 可 以 看 成 c 维 空间 中 的 一 个 “矢量 ”( 用 j 标记 ) 的 第 o 分 量 (o 一 1,2,……c). 
设 群 G 有 < 个 不 等 价 不 可 约 表示 Gj 二 1,2,…,c ), 则 式 (B. 4.7) 表 示 有 c 个 “矢量 ” 
彼此 正 交 ,因此 cc. 还 可 以 证 明 ( 略 ),c 一 c, 即 不 等 价 不 可 约 表示 的 个 数 一 群 的 
类 的 个 数 . 


定理 2 的 证 明 
先 假设 群 的 某 表示 D(G) 是 可 约 的 , 即 经 过 相似 变换 之 后 可 以 化 为 块 对 角 的 
形式 
DY (G) 
D? (G) 


XD(G)X = (B. 4. 8) 


设 DY ,D'2 ,… 均 为 不 可 约 表示 ,在 DCG) 约 化 时 ,D” 出 现 a; 次 (ai 为 非 负 整数 ). 
对 式 (B. 4. 8) 求 迹 , 得 


XCgi) = Dax" (g,) (B. 4. 9) 
利用 不 等 价 不 可 约 表示 的 特征 标的 正 交 归 一 性 关系 (B. 4. 5) ,可 得 
D1 
= Paamnody 一 no21aj 
六 了 
所 以 


nG < 
i 1 i = 由 x 
Da ENE) =i PX B410) 


如 果 一 个 表示 是 不 可 约 的 , 则 式 (B. 4. 9) 的 系数 a; 中 只 有 一 个 不 为 0. 此 时 六 
二 1. 因此 


1 Cs _1w ， 
计生 (gOX(8) = 3021" (Co)X(o) = 1 
此 即 式 (B. 4. 4). 
定理 3 的 证 明 
设 群 表示 D(G) 可 约 , 如 式 (B.4.8) 所 示 , 其 特征 标 如 式 (B.4.9) 所 示 . 用 
Xx” (g;) 乘 式 (B. 4. 9) , 求 和 
NG TO 
Dlx (gi)X(gi)= Say DX” (gx (g;) 
i=1 ji i=1 
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= Damody = noay 
J 


所 以 
1 忆 o 
的 (gi)X(g;) 
= nx (xp) (B. 4. 11) 
NG po=1 


a; 值 由 群 表示 DCG) 的 特征 标 X(o) 决 定 , 不 因 表象 变换 而 异 . 因此 ,如 两 个 表示 的 
特征 标 相等 , 则 它们 约 化 时 ,各 不 可 约 表示 D” 出 现 的 次 数 是 完全 相同 的 . 它们 约 
化 成 块 对 角形 式 (B. 4. 8) 之 后 ,惟一 可 能 出 现 的 差别 是 各 个 D” 在 对 角 线 上 的 位 置 
不 同 , 而 这 种 位 置 上 不 同 的 表示 是 彼此 等 价 的 (可 以 通过 一 个 相似 变换 把 D” 在 对 
角 线 上 的 位 置 改变 ,使 两 者 相同 ). 


定理 4 的 证 明 

按 群 表示 基本 定理 1(B. 3. 2 节 ) ,不 妨 假定 D(G) 为 么 正 表 示 , 即 D+ D=1. 取 
对 角 元 ,得 

2DuD, 一 2PzPe 一 1 

设 群 表示 已 经 通过 相似 变换 化 为 对 角形 式 , 则 上 式 化 为 DD 二 1. 如 取 DD,, 为 
实 , 则 (D,,)?==1, 因 而 D,, 二 土 1, 从 而 >)D,〈 即 特征 标 ) = 整数 . 但 特征 标 不 因 
相似 变换 而 异 , 因 此 特征 标 总 可 取 为 整数 . 
B. 4.3 ”特征 标的 一 种 计算 方法 ,类 的 乘积 


下 面 介 绍 一 种 不 必 找 出 群 表示 而 直接 计算 特征 标的 方法 , 即 利 用 群 元 素 之 间 
的 代数 关系 来 找 出 特征 标 之 间 的 关系 ,从 而 计算 出 特征 标 . 
先 介绍 “类 乘积 ”概念 . 设 群 G 的 开 。 类 含有 7 个 元 素 g? ,二 1,2,…,n. 令 
K, = ba (B. 4. 12) 
两 个 类 之 积 表 示 为 


a D> go gw (B. 4. 13) 
7 一 1 m=1 


设 gE CO， 则 
gK Kg = se 8 gg" 8 


E Der er 2 = KK, (B. 4. 14) 
即 类 的 乘积 KK， 总 是 若干 类 之 和 ( 它 或 者 含有 某 类 元 素 的 全 体 ， 或 者 完全 不 含 某 


~ A 


类 元 素 ). 因此 


KK 一 21CuK， (C,,, 为 正 整数 ) (B. 4. 15) 
现在 考虑 群 G 的 某 不 可 约 表示 D(G). 令 
D,= >) Dg,) (B. 4. 16) 
gEK, 
即 把 K。 类 诸 元 素 所 对 应 的 表示 和 矩阵 相 加 : 可 以 证 明 D, 为 常数 矩阵 5 , 即 
D, = Xl (ho 待定 ) (B. 4. 17) 
对 式 (B. 4. 16) 式 (B. 4. 17) 分 别 求 对 角 和 ,进行 比较 ,得 
7oX (p) = Apx (TD) (B. 4. 18) 
X( 了 站 即 群 表示 的 维 数 . 因此 
ho = Nox Cp) /XD (B. 4. 19) 
与 式 (B. 4. 15) 相 应 的 表示 矩阵 的 关系 为 
D,D, = 2)C,,D, (B. 4. 20) 
用 式 (B. 4.17) 式 (B. 4. 19) 代 入 ,得 
NonaX PX) = XD DI Cyn 0) (B. 4.21) 


此 即 特征 标 之 间 的 关系 . 设 已 给 出 群 的 乘积 表 , 则 .n,n,、C, 均 可 求 出 . 利用 式 
(B. 4. 21) , 即 可 定 出 特征 标 . 


例 求 群 Cs。 的 不 可 约 表示 的 特征 标 . 
利用 群 Ca 的 乘积 表 B. 1, 可 得 出 类 的 乘积 如 下 ， 


Kc, Kec, 2Ki 十 天 cs (B. 4. 22a) 
KK,= 3K 十 3Kc， (B. 4. 22b) 
Kc K,= 2K, (B. 4. 22c) 


与 式 (B. 4.15) 比 较 , 即 可 得 出 G,, ,然后 代入 式 (B. 4. 21) , 即 可 求 出 特征 标 . 
由 于 Cs, 有 3 类 元 素 ,所 以 有 3 个 不 等 价 不 可 约 表示 . 设 维 数 分 别 为 户 . 户 与 户 ,而 及 十 及 
十 态 一 6( 群 阶 ), 它 只 有 一 个 可 能 解 , 即 ( 户 ,fi ,fs) 二 (1,1,2). 现 分 别 求 它们 的 特征 标 . 
〈a) 计 算 一 维 表示 [X(D 王 菇 的 特征 标 . 
对 于 po=/ 一 Cs , 按 式 (B. 4. 22a) , 式 (B. 4. 21) 表 示 为 
2。2。X(C)2 一 2 十 1.2。 X(Cs ) 
即 


@ D,= DD(ggig), gEG 
seEK, 


一 > Dlg)D(gi)D(g !) = D(g) >》， Dl(g)D(g)! = D(g)DD (eg)! 
gEK EK 
人 加 了 


至 


所 以 D(g) 了 一 DiD(8),gEG. 由 于 D(g) 为 不 可 约 表示 , 按 及 3. 2 节 ,Schur 引 理 1, D, 必 为 常数 矩阵 . 
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2X(Cs) 一 XCCs) 一 1 一 0 
解 之 ,得 x(Gs) 二 1, 一 1/2. 但 特征 标 ( 实 ) 必 为 整数 ,所 以 
XC:)=1 
对 于 p= 二 1. 二 o, 按 式 (B. 4. 22b) , 式 (B. 4. 21) 表 示 为 
3。3.X(o2 一 3 十 3。2.X(CC) 一 9 
解 之 ,得 X(o) 一 士 1. 这 样 ,我 们 就 求 得 了 群 Cs 的 两 个 一 维 表示 的 特征 标 如 下 ， 


XD XCs) XCo) 
1 1 1 
1 1 = 


(b) 计 算 二 维 表 示 xX( 了 = 二 2 的 特征 标 . 
对 于 p 二 py 二 Gs ,利用 式 (B. 4. 22a) , 式 (B. 4. 21) 表 示 为 
2%2. XC): =2.2.2+2.1.2. XC,) 
即 
XC) —XC)—2=0 
解 之 ,得 X(C;)=2, 一 1. 
对 于 p= 二 y= 二 o, 利 用 式 (B. 4. 22b) , 式 (B. 4. 21) 表 示 为 
3 .3.X(o2 一 2.3.2 十 2.。3。2.X(Cs) 
即 
3X(0)? = 4+ 4X(G;) 
用 X(C) 一 2 代入 ,得 


Xlo) = 土 2 
用 X(Cs:) 一 一 1 代入 ,得 
Xlo) 一 0 
于 是 得 出 三 个 二 维 表示 的 特征 标 如 下 : 
X(D XCCs) XCo) 
2 2 2 
2 2 2 
2 = 0 


但 可 以 判明 [利用 B.4.2 节 , 式 (B.4.4)], 前 两 个 表示 是 可 约 的 (可 分 别 约 化 为 两 个 一 维 
表示 ) 而 最 后 一 个 表示 是 不 可 约 的 . 最 后 我 们 得 出 群 Cx 的 三 个 不 等 价 不 可 约 表示 的 特征 标 
如 下 : 
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* ) 这 是 研究 分 子 对 称 性 的 点 群 理论 中 的 习惯 记号 ,A 标记 一 维 表示 ,EE 标记 二 维 表示 . 


练习 ”试验 证 Ca 的 3 个 不 等 价 不 可 约 表示 A1、As 和 五 的 特征 标的 正 交 归 一 性 . 


B. 5 群 表 示 的 直 积 与 群 的 直 积 


B. 5.1 群 表 示 的 直 积 及 其 约 化 


设 D?(G) 为 群 G 的 一 个 f; 维 不 可 约 表示 ,Yh? (jy 一 1,2,…,_) 为 表示 空间 的 
一 组 基 矢 , 即 


NE SD CR) (REOG) (B. 5. 1) 
又 设 DY (G) 为 群 G 的 一 个 f; 维 表示 , 基 矢 Ji Gy 二 1,2,…, 下 ) 
Ry® = Dy DY CR) CRE G) (B. 5. 2) 


则 基 矢 乘积 y?y? 张 开 的 ff; 维 空间 9 也 可 用 以 荷载 群 G 的 表示 (但 一 般 可 约 ). 
证 明 
RO po )= (Ry ) (Ry) 


= DyoyP DY RDY CR) (B. 5. 3) 
BE 
今 
DR)DY (R)= [LD® (R) x DY (R) Jv 

= DY?W, (R) (B. 5.4) 

则 
RCR) = 27 WP YY I DE, (R) (B. 5. 5) 

kv 


@ 在 多 粒子 体系 的 独立 粒子 模型 中 ,体系 的 波 函 数 表 成 单 粒 子 波 函 数 的 乘积 . 单 粒子 Hamilton 量 往 
往 具有 某 种 对 称 性 . 单 粒子 能 级 的 诸 简 并 态 可 荷载 对 称 性 群 的 不 可 约 表 示 . 乘积 波 函数 在 对 称 性 变换 下 的 性 


e000 
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我 们 称 D” XD 或 D* 9 为 不 可 约 表 示 D9 与 D9 的 直 积 @， 
下 面 证 明 D”*?(G) 确 系 G 的 一 个 表示 . 因为 
DZ (RS)= DP(RSIDP (RS)  (R,SEG) 
= [D® (R)D'(S)],, [LD™ (RYDY CS)1,, 
= 2 DY (RD (SDY (RYDY (CS) 
和 


= 21D48 (RDED CY) 
3 


= [DD (RD (S)] 


1 
py py 


即 . 
DD (RS) = DD (RD (S) (B. 5. 6) 
所 以 Dem (G) 确 系 群 G 的 一 个 表示 ,其 特征 标 即 两 个 表示 的 特征 标 之 积 . 因为 


XR)= 六 Doom CR) 一 DD® (RIDY CR) 
py 多 
人 GO) 


=X (RX (R) (B. 5.7) 


表示 的 直 和 , 记 为 
Deo = Sap® (B. 5. 8) 
k 


ax 是 不 可 约 表示 D" 重复 出现 的 次 数 . 上 式 称 为 Clebsch-Gordan 系列 . as 由 下 式 
确定 [参阅 B. 4. 2 节 式 (B. 4. 11)] 


@ 不 同 于 通常 矩阵 乘法 ,两 个 矩阵 人 与 也 的 直 积 AXB 定 义 为 
. (AXB)i ip 一 aab 
all al2 bl bl 
例如 ,A 一 ( ge po ) 殉 
anbn anbiz ，C12011 a12b12 
auB aisB a al1021 an bez ;al2B21 a12b22 
az21B Ss 


4xB=( 
Ca21p11 azb1z ， Q22011 az2b12 


az1621 azl1po2 (azzp21 azzba 
显然 ,两 个 矩阵 的 直 积 的 维 数 = 两 个 矩阵 维 数 之 积 . 两 个 对 角 矩 阵 的 直 积 仍 为 对 角 矩 阵 . 矩阵 直 积 的 性 质 : 
(1) 设 A 与 A 为 n 维 矩阵 ,BW 与 BC 为 mm 维和 矩阵 , 则 
(A XB9O )(AC) XxXB2? )= (ADA® )x (BV BY ) 
因为 ,左边 
[CA® xBV)AD xB? ) J 好 一 DAD xBDV ), yA xB® ji p= Pay bd ab 
， 区 如 ， ， 元 or 


右边 [CAVBY ) x (A® B®)]i, m= AVA® )n (BV B®) )8 = Daa bb 
(2) (AXB) -一 A-IXB-!. 因 (4AXB)(CA-1IXB-1)=(AA-1XBB-1) 一 1 所 以 (4A-1IXB-1) 一 (CAX 
B)- 1. 
(3) 设 A+=A,B+=B, 则 (AXB)+==(AXB), 因 (AXB)+=A+XBt+=AXB. 
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二 re OD (本 总 而 
在 式 (B. 5.8) 中 ,如 i 冯 任 竹内 不 水 训 抽 未 的 间 积 在 约 们 有 。 任何 一 个 不 可 
约 表示 最 多 只 出 现 一 次 , 则 称 群 G 为 简单 可 约 (simply reducible). 
设 不 可 约 表示 D* 的 基 矢 记 为 "所 (04 王 1,2,…, fi). 在 式 (B.5.8) 中 ,如 D* 
重复 出 现 多 次 (4; 之 1), 则 需 用 一 个 附加 记号 m 来 区 别 它们 ,相应 的 基 矢 记 为 
A WW 今 


em 一 Diujy | Mr gy (B. 5. 10) 
injv1 以 ry) 称 为 推广 的 Clebsch-Gordan 系数 . 上 式 之 着 可 表示 为 
op = > (Mrs | jv AE 《B. 5. 11) 
对 于 实 乏 正 表示 , 则 | | 
(Rr [ijy) 一 (xj | Rr) 5 12) 
则 式 (B. 5. 11) 可 表示 成 
gD = 2 ui | Mr fe ™ (B. 5. 13) 
Clebsch-Gordan 系数 满足 下 列 正 交 归 性 关系 : 
之 Cipjy | Mra) Cipjy | RAT = dw da doe (B. 5. 14) 
Dow | RMre) iy’jy’ | MTs) = 5, 0 (B. 5. 15) 


B. 5.2 和 群 的 直 积 及 其 表示 


设 有 两 个 群 ， 
总 元 素 记 为 h。 a=1,2,…,ny 
办 ,元素 记 为 如 。 B=1,2,…,ny 
如 果 () 和 = 或 (Dh 一 hs sh ,hs€N, 则 nnx 个 元 素 hks 的 集合 也 构 
成 一 个 群 , 记 为 XXX=G( 元 素 可 记 为 gs 一 hp) , 称 为 两 个 群 的 直 积 @. 
证 明 
(a)%=%, 按 群 的 封闭 性 ,XX 就 是 原来 的 群 . 


”@ ”如 三 维 转动 群 ,就 是 简单 可 约 ， 
J11 
Do) x Da) = DO). 
j= | 了 1 一 12 | 

@ 设 无 相互 作用 的 两 个 量子 体系 的 对 称 性 群 分 别 为 G1 和 Ca , 则 复合 体系 的 对 称 性 群 为 G 一 Cl XCz， 
G1 的 元 素 作用 于 第 一 体系 ,Gz 的 元 素 作 用 于 第 二 体系 ,两 种 运算 是 对 易 的 . 又 例如 ,同一 个 体系 的 两 种 自由 
度 ,如 粒子 的 轨道 角 动量 与 自 旋 ,尽管 它们 都 是 三 维 空间 转动 的 无 穷 小 算 符 ,但 分 别 作 用 于 空间 和 自 旋 波 函 
数 上 ,乘积 是 对 易 的 . 如 无 自 旋 轨 道 耦 合 , 则 体系 的 空间 旋转 对 称 性 为 (SOs 故道 X (SOs ) 自 旋 。 
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(D) 设 及 ,hy EN kg, kg ENX, 则 hkg, hisky ENXXN, MN gg, gag EXXN=G. 此 
时 , gogg wg 一 扩 kg hvkg —h, hrkekg ,由 于 hs hs EN ka kg EN PU Ch hs) kgkg) 
在 %X 光 之 中 , 即 gsgwy 在 G 二 XX% 之 中 ,这 就 证 明了 群 的 封闭 性 . 又 设 户 为 光 
的 单位 元 ,ki 为 % 的 单位 元 ,不 难 证 明 ,hik! 是 G 王 光 X 光 的 单位 元 . 设 h 之 道 为 
As ,kg 之 逆 为 ks! ,也 不 难 证 明 gg 一 hkg 之 逆 为 hz 

不 难 证 明 : 直 积 群 XX 的 类 的 数目 = ( 光 群 的 类 的 数目 ) X (% 群 的 类 的 数 
目 ). 为 此 ,只 需 证 明 : 如 h。 属于 光 的 一 类 ,属于 和 的 一 类 , 则 hkg 构成 光 X 光 的 
一 类 . 事实 上 ,对 于 3%xX 沙 的 任 一 元 素 hy ks ,我 们 有 

(hyks) hkpChyks)—=hy" ky" hokahyks—=(hy hehy) ks kaks), mi hy hoh, 
与 hh 同属 一 类 ,ks 和 Rs 与 和 同属 一 类 ,因此 其 乘积 (hy' h。h,) (ks' Rsk，), 亦 即 
(hyk3) hs。kpChyk3) ,在 XX 中 ,与 hkg 同属 一 类 . 

有 些 比 较 复杂 的 群 可 以 表示 为 较 简单 的 两 个 子 群 的 直 积 . 此 时 ,它们 的 不 可 约 
表示 的 性 质 (特征 标 等 ) 就 可 以 从 较 简 单 的 子 群 的 性 质 推 出 . 

设 群 G 有 两 个 子 群 光 和 ,如 果 (i) 子 群 的 元 素 与 和 % 的 元 素 的 乘积 是 对 易 
的 , (iDG 的 每 一 个 元 素 可 以 表示 成 惟一 的 形式 hkgp, 《hE bkpE0, 记 为 gg, 则 
称 G 是 其 子 群 光 与 多 的 直 积 , 记 为 G 二 XX 

由 上 述 要 求 可 知 ; 

Ca) 光 与 光 只 有 一 个 公共 元 素 , 即 单位 元 素 . 

用 反 证 法 . 设 hi =ki1 二 el( 单 位 元 ). 又 设 光 与 光 有 另外 一 个 公共 元 素 h, = k;， 
则 g12 =hikz=hihs=h;,=h,ki = gz ,这 与 (让) 矛盾 . 

(b)% 与 光 均 为 G 的 不 变 子 群 . 

例如 , 设 h. EN gg 一 hkp 为 G 内 任 一 元 素 , 则 

gophe (go8) "= ho kgheho kg = hoho he 

仍 在 多 中 ， 


例 1 6 阶 循环 群 可 以 表示 成 它 的 两 个 子 群 泊 ea: ,ao )} 和 ea) 的 直 积 . G 一 XX: {esa， 


a? ,a ,a ,as ). 


例 2 D; = 二 Cs,XC, 是 三 角 棱 柱 (triangular prism) 的 对 称 性 群 . 它 包 含 两 种 对 称 性 操作 . 
(2) 在 zy 平面 内 的 对 称 性 操作 (图 B. 1)Cs, ,有 6 个 元 素 : 
e,Ct ,0 C7 = 1,2,3) 
(bm (对 zy 平面 的 反射 ),S# 一 C36 ,Co 一 oou(G 一 1,2,3) 是 绕 垂 直 于 z 轴 的 11 ,22 ,33” 
轴 旋 转 180", 共 6 个 元 素 . 
把 {e,o } 记 为 C,. 由 于 wm 与 Ca, 对 易 , 有 
Da 一 Ca XC 


下 面 讨论 群 的 直 积 的 不 可 约 表示 . 
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设 G 一 XX%y ?是 群 罗 的 不 可 约 表示 D@ 的 基 矢 (一 1,2,…, 广 ,85 是 群 消 
的 不 可 约 表示 A9 的 基 矢 Gy 一 1,2,…, 记 ); 则 ?8 中 ( 共 Jif; 个 ) 可 以 构成 群 G 一 交 
XX 的 表示 空间 的 一 组 基 . 如 pz 六 则 这 一 组 基 张 开 群 G 的 一 个 ff; 维 不 可 约 
表示 . 


证 明 
设 1 
中 = > PDE Oh), hE 
£ 
k$* = 2 $V AP Ck), kEX 
于 是 
hy $7 = ppokg®? = Dp $Y DE Ch) A Ck) 
py 
= D0 $7 Dm, (bk) 
pv 
其 中 


D7 (hk) 三 DG (h) XA (k) 


DD, (hk) = DY CDAY (k) 
设 g=hk,g 二 hk , 则 
Deo (gg’) = DG (pkh'k') = DD (hh kk’) 
一 DO hh’) XA HR) = DY RD Ch’) XAT (RAD Ck) 
利用 (AXB) (CXD)==(A4C)X(CD), 则 
DXi(gg’)= D? hI DY hh’) XA RIAD CE) 
= (DY (h) X AY Rk DY Rh) XA Ck)) 
一 DD CpRIDD ChR') = DD Cg)Dew Cg) 
这 就 证 明了 Dex7 (G) 确 系 群 G 的 一 个 表示 . 下 面 证 明 它 是 不 可 约 . 为 此 ,只 需 计 算 
其 特征 标 


XP Rk) = DDED Rk) = SIDE FAD (有 =X Fk) 
及 


注意 到 群 G 二 XXX 的 阶 为 mn; 而 


1 CO) (DI 1 (2X7) (CO 
) 一 一 一 (hk)X (hk) 
3 mw CDX (g ep 


1 0) Ox 1 0 Ox _ 
二 一 h h)。 一 (k) (&k)=1 
去 2 Wo A 二 7 


按 B,4. 2 节 定 理 2, 可 知 D>?(G) 表 示 是 不 可 约 的 . 
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”常用 物理 常量 简 表 


Gauss 单位 制 
Plarick 常量 h=6. 626:075 5(40) X10-34J 。s h=6. 626X10-27erg。s 
大 二 h/2x=1. 054 572 66(63)X10-3J。s 雄二 1.055X10-??erg.s 
一 6.582 122 0(20) X10-2MeV.s =6. 582X10-2MeV.s 
真空 光速 c=2. 997 924 58X108m . s-! c=2. 998X10l0cm 。s-1 
电子 电荷 e 一 1. 602 177 33(49) X10-19C e 一 4.803X10-10esu 


质 了 质量 单位 。 | x 一 十 2C 原子 质量 ) 


一 一 24 
一 1. 660 540 2(10)X10-27kg W060 550 


一 931. 494 32(28)MeV/c? 


真空 电容 率 E0 0 一 1 
) eopo =1/c? 
真空 磁 导 率 Po Apo 一 1 
so 一 8.854 187 817…X10-12F .mr-1 
HAo 一 4rX10-7N。A-2 
精细 结构 常数 a 一 ez? /4reojic 一 1/137. 035 989 5(61) a 一 e2/jic1/137 
电子 质量 me 一 9. 109 389 7(54) X10-31kg me 一 9. 109X10-28g 
一 0. 510 999 06(15)MeV/e? =0. 511MeV/e? 
Bohr 半径 a=4neo /mee? =0. 529 177 249(24) X10-10m | a=f#2/mee?=0. 529X10-8em 


电子 Compton 波长 | 庆 二 /mec 一 3. 861 593 23(35) X10-B3m Ae=#/mec=3. 862X10- lem 


电子 经 典 半径 re—e? /dneomec? =2. 817 940 92(38)X10-15m |re=e?/mec?=2.818X10-Bcm 
Rydberg 能 量 hcRe =meet/(4neo)?2h? =mec?a? /2 

一 13. 605 6981(40)eV 

Bohr 磁 子 HB 一 efi/2me = 5. 788 382 63 (52) X 10-1 
MeV。T-1 

质子 质量 mp =1. 672 623 1(10) X10-27kg 

一 938. 272 31(28)MeV/c? 

一 1. 007 276 470(12)u 
一 1 836. 152 701(37)me 


jcR。 =meet /2#2 =13. 6leV 


HB=ef/2inec=9.273X10-?lerg/Gs 


mp 一 1. 672 6X10-2 g 
一 938. 272MeV/c? 
一 1 836. 15me 


中 子 质量 mn=939. 565 63(28)MeV/c? mn=—939. 566MeV/c? 
mn—mp=1. 293 318(9)MeV/c? mn—mp=1. 293MeV/e? 
Boltzmann 常量 | k=1. 380 658(12)X10-23J 。K-1 有 一 1. 3807X10-10erg 。 K-! 


一 8. 617 385(73) X10-5eV。 开 一 1 
NA 一 6.022 136 7(36)X10233mol-1 
换算 关系 :1A=10-10m 一 10-scm 一 0. lnm 

1fm 一 10-46m 一 10-13cm 
1b(barn) 王 10-28m2 一 10-24cm2 
leV=1, 602 177 33(49) X10-18J 王 1. 602X10-12erg 
OC 一 273. 15K 
本 表 选 自 Particle Data Group 编 ,Review of particle properties, Phys Lett. ,B204(1988). 
还 可 参阅 E.R. Cohen and B. N. Taylor, Physics Today，Aug，1993，BG9-BG12. 


一 8. 617 4X10-5eV。 开 -1 
NaA 王 6.022X1023rmol-1 
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Fliigge S. 1974. Practical Quantum Mechanics. Vol. 1,11. Springer-Verlag 
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一 男 
6j 符 号 。 244 
97 符 号 。 248 
7 代数 。 419 
一 维 氧 原子 。 366 
二 加 
二 次 量子 化 123,141,143,151 


二 粒子 关联 函数 146 

二 体 算 符 30 一 32,129,131,134,137,139,151 

二 维 各 向 同性 谐振 子 。 115,287,332,352 

二 维 氧 原子 。 316,358,364 

几何 相 211,213,217 

力学 量 完全 集 5,10,12,18,19,23,29 

三 画 

广义 动量 。 276,452,453,455 

三 维 各 向 同性 谐振 子 。 170,176,294,307,309， 
315,330,333,347,350,352,353,355 

三 维 氧 原子 。 316,317,319,320,323,325,355， 
356 一 358,364,366,367 

三 轴 对 称 性 274 

么 正 变换 7,10,16,43, 45, 65, 72, 102, 198， 
241,248,270, 279, 298, 331, 368, 377, 478 一 
480,487 

么 正 变换 群 。 471,477,478 

子 群 280,281,296,298,299,475 一 478,494 

子 群 链 ”266,280,281 


由“ 画 
不 变 子 群 476,477,484,502 
不 可 约 表 示 220, 233, 237, 266, 277, 279 一 


引 " 


285,295 一 299,334,484,487 一 503 


不 可 约 张 量 233 一 236,238 一 240,252, 281 一 
284,380 

不 确定 度 关系 3,4,7,47,49,97,102,110,383 

反常 磁 矩 。 384,404,415 

反 粒 子 384 . 

反射 不 变性 272,290,298,345 

反 勾 正 变换 。 270,271,368,478 

反应 截面 。 163 


分 支 比 。 266,283 

互补 性 原理 3,11,12 

幻 数 289,291,292 

内 襄 磁 矩 。 383,404,444 

升 算 符 124,333 

双 颖 干涉 ” 1,187,188 

双 光 子 纠缠 态 33,34 

无 穷 小 算 子 。 271,274,281,317,471 

无 相互 作用 Fermi 气体 144 

中 微 子 的 二 分 量 理论 。 395 

中 心力 场 - 5,68,88,264,281,284,293,305， 
306, 309, 312, 316, 323, 347, 360, 361, 404， 
407,426,469 


五 


恒 | 


布 居 19,21 

电 多 极 辐 射 ” 439,446 

电 偶 极 辐射 ”60,447,471 

电 四 极 矩 129,254,257,380 

电子 磁 矩 ”403,404,415 

电子 自 旋 16,261,301,383,391,399 

对 称 陀螺 227,229,230 

对 称 性 群 ”269,273,274,278,279,281 一 283， 
285 一 287,295 一 298,473,501,502 

对 关联 。 155,163,368 


Q@ 索引 以 笔画 为 序 . 同一 笔画 数 中 的 各 词 , 按 第 一 个 字 的 汉语 拼音 的 字母 先后 为 序 . 
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对 应 原理 56,57,59 一 61,109,318 

纠缠 态 7,21,23—25,29, 30, 32, 34, 35, 37, 
38,42 一 46,53 

.平面 转子 63,111,112,216 

生成 函数 95,101,459,462 一 464,467,470 

矢量 模型 259,260,266,471 


占据 数 表 象 435 

正 电 子 ， 384 

正规 乘积 152,154,155,160 

正则 变换 63, 65, 104, 160, 161, 459 一 464， 
467,470 

正则 动量 。 60, 66, 67, 69, 190, 191, 193, 268， 


444,454,458,459,464,470 
正则 方程 。 1,64,65, 190,268, 434, 455 一 457， 
460,464,467 
正则 方程 的 积分 。 456,467,468 
正则 量子 化 63 一 66,269,435 
正则 系 综 。 20,51 

六 画 
产生 算 符 
165 
传播 子 167 一 177,179 一 181,183 一 186 ,194 
动力 学 对 称 性 285, 288, 295, 305, 315 一 320， 
323,325,326,330,331,347 
动力 学 相 。 209,211,214,215,217,218,428 
动量 守恒 176,264,392,448 
多 边 折 线 道 方案 173 
多 重 态 。 233,234 
多 极 辐射 场 ” 428,438,442 
各 向 同性 谐振 子 116, 285, 288, 293 一 295， 
306,307,309, 312, 315, 316, 330 一 333, 347， 
356,360,362,363,365,366 
光量 子 74,181,428 
轨道 闭合 性 ”292,305 
交换 对 称 性 301 
全 同 Fermi 子 126 
全 同性 123,267 
守恒 量 4,5,64,169,191,198,199,204,230 一 
”232,264,277,281,285 一 287,298, 300, 301， 
303,305 一 310,312,315 一 319,323,325,328， 
332，333，335，347，350，352，354，356， 
357,360 
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103, 124, 126, 127, 137, 143, 154, 


同 构 与 同 态 。 477 

协 变形 式 。 388,422 

因 式 分 解 。 124, 261,335 一 337, 347, 353, 356， 
360,361,365,366 


宇 称 选择 定 则 266,448 


约 化 矩阵 元 。 236,238 一 240,261,302,303 
约 化 密度 矩阵 21 一 24,28,31,32,40,45,46 
自动 关联 函数 113,115 

自发 多 极 辐射 444 

自发 辐射 系数 60,61,448 


自治 场 149,150,153 

自 旋 15,17,19, 20,27,28, 30, 32 一 41, 43 一 
46,52, 120, 123, 141 一 144, 146, 147, 149， 
150,181,213, 219, 257, 258, 262, 267, 271 一 
273,281,289, 291, 292, 300 一 302, 369, 371， 
372,377, 379, 380, 382, 383, 386, 389, 392， 
393,395,397 一 399, 407, 410, 415, 427, 436， 
443,501 

自 旋 轨 道 耦合 。 299, 300, 302, 380, 404, 406， 
407,414,415,501 

自由 电子 的 平面 波 解 。 398 


七 画 
198,199,201,209,217,218 
198,200,204 


含 时 不 变量 
含 时 相位 不 定性 
极 化 度 20 
极 化 矢量 。 17,19 

角 动 量 耦 合 30,165,198,238,254,256,283， 
284,481,499 

角 动 量 选择 定 则 。 448 

近日 点 ”305,307,312 

连接 公式 83 一 88 

壳 结构 。” 267,289,292,293 

声 子 数 算 符 。” 125 

时 间 反 演 155, 270, 271, 279, 368, 369, 371， 
372,374,375,377,378,380,423,424,478 
时 间 反 演 不 变性 368,374,375,377 一 379 
时 间 反 演算 符 368,371,373,375,377,378 
时 间 反 演 态 。 155,165,368 一 375,377,378,380 
时 间 平 移 不 变性 。 275 

投影 定理 。 259 

投影 算 符 。” 8,9,12,13,17 

完备 性 8,12,100,200,209,246,250 


陀螺 的 转动 227,229 

位 形 空间 中 的 路 径 积分 。 183,185 

系 综 2,47,73 

形状 不 变性 341 一 343 

远 日 点 305,307,308,312 

张 量 积 252 一 256 

坐标 表象 8,9,15,24,47,49,66,71,123,124， 
141—143,149, ,151,168,169,191,192,229, 
267,272,286,369 

作用 量 60 一 63,73,74,78,167,168,170,173， 
175— 177, 179, 194, 428, 451, 454 一 456， 
464,465 


八 画 


变 分 原理 149,150,264,462 

变换 对 称 性 266 

表象 变换 5,496 

波 包 坪 塌 111 

波动 -粒子 两 象 性 。 266 

波 函 数 的 统计 诠释 1 一 3,6,11,19,20,23 一 
25,51,52,77,172,196,327,368,376,477 

单 粒子 密度 矩阵 。 “145 

单 体 算 符 ”30,129 一 131,137 一 139,144, 151， 
152,300,302 

定 态 5,7,9,10,12,30,57,59,73,74,95,98， 
110,111,116,181,199,201,204,215 一 218， 
272,281,326,369 一 371,399,403,404,410 

非 定 域 性 。” 7,29,30,53,105 


非 相 对 论 极限 386,387,402 一 一 407,413 
非 正 交 性 100 

非 轴 对 称 陀 螺 227,232 

规范 不 变性 。 189,191,193-195,430 


降 算 符 ”9%6,124,318,331,333,335, 336, 347， 
350,352,354 一 358,360 一 367 

经 典 辐射 场 ”94,428,429,431,432,435,438 

径 向 波 函 数 88,90 一 92,109,117, 259, 327， 
349,351,353,354,356 一 358,363,366 

径 向 方程 。 93, 286, 327, 347, 350, 352, 354 一 
356,358,360,361,364,367,387,410 一 412 

空间 反射 不 变性 ”266,271,272,285 

空间 平移 不 变性 271,274 

空间 旋转 不 变性 。 271,272,298,305 

空 穴 态 。 373,374 


实验 室 参 考 系 224,225 

实 正 交 变换 。 480 

势 双 隧 穿 。 82,85,86 

态 倒 加 原理 5—7,41, 42, 53, 172, 266, 
279,471 

周期 运动 60,62,81,111,114,292,308,309 

转动 算 符 。 219,220,223,225 

转动 参考 系 224 

转折 点 121,62,80,82 一 84,86,91,93,120 


九 画 

重 纠缠 。 44 

重 耦 合 系数 。 241,242,245,250,251 

点 变换 459,460 

独立 粒子 模型 。” 149,300,302,499 

复合 体系 21 一 25,28,51,501 

和 矩阵 力学 ”56,63,167,181,186,428,471 

绝热 不 变量 60,63 

绝热 相 208 一 211,217,218 

屏蔽 Coulomb 场 316,323 

氢 原 子 ”54,57,59,64,109,110,112,115,116， 
122,203, 266, 267, 294, 305, 306, 309, 312， 
316, 319, 320, 325 一 327, 330, 356 一 358， 
363 一 367,383,387,407,410,412 一 416,418， 
425,426 

突 发 近似 。 ”201,202 


相对 论 量 子 力学 341, 382 — 384, 389, 414， 
415,428 
相干 又 加 性 1 


相干 态 52, 53, 94, 95, 97 一 107, 110, 111， 
115 一 117,216,217 

相干 态 表 象 ”100,101 

相 空间 。 1,47 一 49,60,62,104,111,168,183，, 
266,268,307,460,462 

相 空 间 中 的 路 径 积分 185,186 

相位 不 定性 。 2,196 一 198 

选择 定 则  ” 5, 61,203,232, 260,266,282, 283， 
350,354,356,360,365,366,368 

轴 对 称 变形 势 。 290 

轴 对 称 陀 螺 230 


十 画 
能 量 表 象 。 10,15,19,20,169 
。 509 。 


能 辽 162,163 

配 分 函数 20 

特征 标 281,299,493 一 499,500,502,503 

圆 轨道 。 57,63,104,109,110,115 一 119,266， 
305,307,308,318,358 

准 经 典 近似 。 77 一 92,119 一 122 

准 经 典 态 。 49,97 

准 粒 子 154 一 156,159 一 164 

准 自 旋 166 

十 一 画 

堵塞 效应 。 162 一 164 

混合 态 。 2,13,18 一 20,23 一 25,28,42,43 

粒子 数 表 人 象 。 123, 124, 126, 129 一 131, 134， 
137,138,140,141,143,149 

密度 矩 阵 13, 14, 16 一 24, 28, 40, 46, 47, 
151,152 

密度 算 符 。 13 一 15,18,20,47,144,151 

偶然 简 并 4,279,285,295 

偏振 ”18,33,34,37,42,43,264,432,436,437 

球 谐 函数 88,89, 224 一 226, 239, 257, 258， 
266,326,328,330,351,363,373,413,439 

谐振 子 6,21,49,52,62,94 一 99,101 一 106， 
110— 112, 114 — 116, 118, 121, 122, 124 一 
126,170, 176, 199, 203, 215, 216, 217, 285， 
287 一 289,291 一 293,295,305,307,315,330， 
331,335, 336, 338, 339, 347, 354, 360, 366， 
434,435,437,438,454,455,463,464,468 

旋 称 231,232,266,273 

旋转 不 变性 。 49,111,265,271,272, 275, 286， 
289,298,305,307 

移动 算 符 339 

隐 变 量 。 35,37 


二 三 


画 | 


超 导 性 。 163 

超 对 称 量子 力学 

超 对 称 性 。 335 

超 精 细 结 构 。 415 

超 势 93,339,343 

超 完备 性 100 

程 函 76,466 

等 价 表示 486,488,493 ,494 
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93,335,336,341,347 


量子 不 可 克隆 定理 。 41 一 43 
量子 化 条 件 ”56,60,81,92,93,119 一 122,443 
量子 势 ”77 
量子 态 的 测量 。 46,47 
量子 态 的 分 类 277 
量子 远程 传 态 。 43,45 
循环 坐标 。 453,457 
淹没 算 符 97, 99, 102, 103, 107, 124 一 129， 
131,137,141,142,154 一 157,160, 161, 331， 
332,435,446 
最 小 作用 原理 。 74,167, 173, 180, 194, 451， 
456,460 一 462,464 

十 三 画 及 以 上 
辐射 场 的 量子 化 428,435 
辐射 场 能 量 密度 分 布 。 436 
概率 波幅 。 169,172 一 174,177 
概率 流 密度 。 120,385 
概率 密度 。 49,15,72,95,383,385,387,389 
概率 守恒 。 11,72,73,385,389,390,396,406 
简 并 4,5, 80, 112, 113, 127, 144, 155, 159， 
164,165, 169, 198, 199, 208, 209, 211, 216， 
230,231, 266, 278 一 281, 284 一 299, 302 一 
304,308,309,316 一 319,321,324 一 328,332， 
334,337, 338, 347, 351, 358, 363, 367, 368， 
379,380,408,472,499 
路 径 积分 。 167,171,173 一 175,177 一 179,181， 
183,186 一 188,194 
群 表示 233, 266, 279 一 281, 283, 285, 298， 
471,485 一 487,493,495 一 497 
群 表示 的 直 积 499 
群 的 直 积 479,499,501,502 
缩 并 155 
置换 群 。 471,481 一 485,494 
磁 多 极 辐射 ” 439,440,442,445,446,448 
磁 共 振 213 
磁 量 子 数 。” 233,236,238,241 一 243, 245,248， 
261,280 一 282,284,286,293,301 一 303,447 
精细 结构 202, 383, 387, 388, 407, 412 一 
415,504 
谱 表示 ”9,13,34 
横 波 条 件 432,436,439,440,445 
螺旋 度 34 


肯 时 本 征 态 204,206,209,213,214 
Aharonov-Anandan 相 213 
Aharonov-Bohm 效应 168 

BCS 方法 159,162 一 164 

Bell 不 等 式 28,35,36,41 

Bell 基 30 一 32,35,38,41,44,45 
Bernoulli 的 局 域 原理 179,180 


Berry 绝热 相 。 211,217,218 
Bertrand 定理 115,312 
Bloch 球 20 


Bogoliubov-Valatin 变换 159 

Bohr-Sommerfeld 量子 化 条 件 80,81 

Bohr 半径 59,109,202,413,504 

Bohr 磁 子 303,383,404,504 

Bohr 对 应 原理 。 “56,61 

Bohr 互补 性 原理 。 11 

Bose 子 107, 123, 124, 126, 128, 129, 131， 
137,139, 142, 147, 148, 165, 182, 267, 331, 
332,335,379,381,435,436 

Casimir 算 子 281,282,298,326 

CHSH 不 等 式 37,38 

Clebsch-Gordan 系列 
500,501 

Copenhagen 诠释 25 

Coulomb 场 57,59,285,286,298,305 一 307， 
309,316,323,324 

Coulomb 规范 187 

Darwin 项 407 

Dirac 方程 181,383,388 一 391,393,395,398， 
402 一 404, 407, 410 一 412, 414, 423, 424, 
426,427 

D 函数 220,223 一 227,236,237,252 

Ehrenfest 定理 110 

EPR 伴 刻 7,25,26,28 

Euler 角 220,225,227,228,230,280,481 

Euler 运动 学 方程 228 

Fermat 最 短 光 程 原理 74 

Fermi 分 布 159 

Fermi 气体 144,149 

Fermi 子 123, 124, 126 — 129, 137 一 142， 
146 一 149,154,155,157,158,160,162,164 一 
166,267,301,335,379 一 381 


198, 224, 283,284， 


Feynman 路 径 积 分 167, 171, 173, 174, 177， 
178,194 

Fock 方程 152 

GHZ 态 38 一 41,46 

Hamilton 正则 方程 455,460 

Hamilton 最 小 作用 原理 180 


Hartree-Fock 自治 场 方法 149 


Hilbert 空间 7,12,23,30,47,101,266,375 

Hund 法则  ” 301,302 

Huygens 原理 74,179,181 

Jacobi-Hamilton 方程 ”72 一 75,77,78, 464， 
465,467,468 


Jacobi 定理 65,461 

Kepler 轨道 94,116 

Klein-Gordon 方程 
414,425 

Kramers 简 并 368,379,380 

Lagrange 方程 74, 75, 180, 189, 265, 276， 
277,451 一 455,459,464 

Lamb 移动 384,414,415 

Lande g 因子 262,303 

Legendre 变换 462 

Liouville 定理 50,51 

Liouville 方 程 105 


181, 382— 389, 391, 402，, 


Lorentz 变换 265,420,422 一 424 
Lorentz 不 变性 265,389 ,424 
Lorentz 力 191,275,429,430,453 


LR 相 198,201,204,218 
LS 耦合 249,258,261,299,300,302 


Maxwell 方 程 ”181,382,383,391,429,430 

Newton 力学 形式 189,268,274 

OC) 变换 。 480,481 

Planck 公 式 。 61,181,438 

Pointing 矢量 431,438,442 

Poisson 定理 。 64,457 

Poisson 插 号 5,63 一 65, 167, 268, 269, 455， 
457,461 

Racah 系数 198,241 一 243,255 


Rayleigh-Jeans 公式 61,438 
Regge 轨迹 293 
Runge-Lenz 矢量 305,311,313,316,321 
Rydberg-Ritz 组 合 原则 57 
Rydberg 波 包 109 一 116 
*。 511 。 


Rydberg 态 94,109,110,116 

Schr6dinger 方程 9,49, 50, 72, 75, 77 一 79， 
84, 93, 149, 168, 209, 218, 230, 336, 347， 
360,377 

Schrodinger 猎 态 7,51 一 53,104 一 106 
Schr6dinger 因 式 分 解 335 

Schur 引 理 421,489 一 491,497 

Sp(n) 变 换 481 


。512 。 


SU 变换 479 

Stark 效应 286 ,298 

Thomas 项 384,406 

Wigner-Eckart 定理 233,236,283 

Wigner 函数 46 一 49,104 一 106 

WKB 近似 78,80,82,91,94.120,121,208 
Young 图 334,484 

Zeeman 效应 286,298 


